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Vorrede. 


Seitdetn Weiss die Beziehang aller Flächen einer und derselben Kryslall- 
formaafein bestimmtes Axensystem geltend gemacht, und das Parameter- 
Verhältuiss einer jeden Krystallfläche ;ils ihr krystallographisches Zeichen 
eingeführt hatte, seitdem war eigentlich für die Kristallographie die Methode 
der analytischen Geometrie als diejenige Methode bezeichnet worden, 
deren sie sich vorzugsweise bedienen sollte, um zu einer möglichst einfachen 
Lösung ihrer meisten Probleme zu gelangen. Desungeachtet hat diese Me- 
thode nur wenig Eingang gefunden; ja, selbst der berühmte Begründer jener 
Bezeichnung verfolgte den von ihm angebahnten Weg nicht viel weiter, als 
bis zur Bezeichnung der Krystallflächen , indem er es vorzog, alle weite- 
ren Probleme ohne Beihilfe der analytische^ Geometrie zu lösen ; Kupffer^s 
reichhaltiges Handbuch der rechnenden Krystallonomie scheint fast unbe- 
achtet geblieben zu sein; die Verfasser fast aller neueren Lehrbücher der 
Krystallographie sind dem Meister der Berliner Schule gefolgt, und nicht 
selten Gnden wir es hervorgehoben, dass man absichtlich auf eine analytisch- 
geometrische Behandlung verzichte, weil solche an die mathematische Vor- 
bildung der meisten Schüler zu grosse Anspräche mache. 

Wenn nun auch diess Letztere zugestanden werden kann, wie ich denn 
selbst eine praktische und eine theoretische Krystallographie uatersobeide, 
von welchen die erstere nur die Resultate der letzteren zu benutzen hat, ohne 
sich um die Rechnungen derselben zu kümmern ; so bin ich doch anderseits 
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überzeugt, dass die, schon jetzt nicht geringe, hoffentlich aber immer grösser 
werdende Anzahl Derjenigen , welchen es um ein tieferes Versländniss der 
Krystall formen zu ihun ist, mit Bereitwilligkeit die analytisch-geometrische 
Methode annehmen und befolgen werde, sobald man zeigt, welches geringe 
Maass von mathematischen Kenntnissen doch eigentlich dazu erfordert wird, 
und in welcher Allgemeinheit und Kürze, mit welcher Sicherheit und Eleganz 
die meisten Probleme der theoretischen Krystallographie nach jener Methode 
gelöst werden können. Sie wurde daher schon in meinem Lehrbuche der 
Krystallographie zu Grunde gelegt. Da aber dieses Werk für die Meisten zu um- 
fanglich sein dürfte, während in ihm doch noch manche sehr wichtige Lehren 
übergangen wurden, so bin ]chl)emüht gewesen , in gegenwärtigen Elemen- 
ten der theoretischen Krystallographie die wichtigsten Lehren dieser Wissen- 
schaft in einer solchen Weise zusammenzustellen , bei welcher jedes weit- 
läufige Eingehen auf die einzelnen Formen vermieden wird, und nur die all- 
gemeinen Verhältnisse derselben zur Sprache kommen. Um aber Denjenigen, 
welche unbekannt mit den Lehren der analytischen Geometrie oder mit der, 
unserer Aufgabe entsprechenden Darstellungsweise derselben sind, die erfor- 
derliche Grundlage zu bieten, dazu schien es mir zweckmässig, einen kurzen 
Abriss der analytischen Geometrie der geraden Linie und Ebene vorausgehen 
zu lassen. Man wird aus ihm ersehen, wie einfach der mathematische Appa- 
rat ist, vor dessen Anwendung man sich oft scheut, obgleich man mit seiner 
Hilfe durch die schwierigsten Probleme der Krystallographie mit einer ,*auf 
anderem Wege kaum zu erlangenden Leichtigkeit hindurchgeführt wird. 
Möge denn die vorliegende Schrift dazu beitragen, die gegen eine analylisch- 
geomelrische Behandlung der Krystallographie noch obwaltenden Vorurtheile 
zu beseitigen, und dieser Behandlung recht viele Freunde zuzuführen. Uebri- 
gens setze ich eine allgemeine Bekanntschaft mit den Krystallformen voraus, 
wie solche etwa aus meinen Anfangsgründen der Krystallographie zu erlan- 
gen ist, an welche sich die gegenwärtigen Elemente unmittelbar anschlies- 
send beide Bücher sollen sich gegenseitig ergänzen, und den Schüler durch 
zwei verschiedene Abschnitte seiner Studien geleiten. 

Indem ich nun dem Publico wahrscheinlich meine letzte grössere kry- 
stallographische Arbeit vorlege, glaube ich über die von mir gebrauchte No- 
menclatur, Ableitung und Bezeichnung noch folgende Erklärung abgeben zu 
müssen. 
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Durchdrungen von der Ueberzeugung , dass die Krystallographie iiichl 
nur ein Theil der angewandten Geometrie, sondern auch ein Tbeil der Mor- 
phologie der Natur sein soll, und geleitet von dem Gedanken, dass Lehr- 
bücher überhaupt nicht für die Meister, sondern für die Schüler der Wissen- 
schaft geschrieben werden, und demgemäss einzurichten sind, habe ich es im- 
mer für die Hauptaufgabe eines krystallographischen Lehrbuchs gehalten, dem 
Schüler eine vollständige Uebersicbt der Manchfaltigkeit, und eine gründliche 
Einsicht in den gegenseitigen Zusammenhang der Krystallformen zu ver- 
schaffen. Da nun die methodische Benennung der verschiedeneu 
Arten von Formen eines der wichtigsten Hilfsmittel darbietet, um sich in 
ihrer Manchfaltigkeit zurecht zu finden^ so glaubte ich zuvörderst der No- 
menclatur der Krystallformen eine grössere Bedeutung zuerkennen zu 
müssen, als es gewöhnlich zu geschehen pflegt. Dass demzufolge mancher 
neue Name in Vorschlag gebracht werden musste, diess ist natürlich, weil 
zumal in den einaxigen Systemen die namentliche Unterscheidung der Formen 
noch sehr vernachlässigt worden war. Dabei bin ich jedoch bemüht gewesen, 
die Nomenclatur stets der Bezeichnung, mit welcher sie Hand in Hand gehen 
muss, möglichst anzupassen, und sie so zu bilden, dass sie in jeder Sprache 
Eingang finden kann. Wer sich einmal an sie gewöhnt hat, der wird die 
Ueberzeugung gewinnen, wie sehr sie die gegenseitige Verständigung erleich- 
tert, und welchen Nutzen sie für die Orientirung im Gebiete eines jeden Kry- 
stallsystems gewährt. 

Die Einsicht in den inneren Znsammenhang der Formen eines und des- 
selben Krystallsystems, oder die Erkenntniss der Einheit in der Manchfalli^- 
keit, wird uns besonders durch die Ableitung und die Bezeichnung der 
Formen gewährleistet; daher habe ich denn auch diesen beiden, sich gegen- 
seitig bedingenden Aufgaben meine besondere Aufmerksamkeit zugewendet. 
Obgleich nun nicht zu läugnen ist, dass durch die von fVkewell und Miller 
in Vorschlag gebrachte Ableitung und Bezeichnung für die Berechnung 
einige Abkürzung und Erleichterung gewonnen wird , so glaubte ich doch, 
meiner bisherigen Methode treu bleiben zu müssen, weil es mir auch für die 
Bezeichnung eine unerlässliche Aufgabe zu sein scheint, dass sie mög- 
lichst repräsentativ sei, d. h. dass uns jedes Zeichen die Vorstellung 
seines Gegenstandes möglichst erleichlcre* Es bilden aber die Formen den 
eigentlichen Gegenstand der Krystallographie ; diese Formen gruppiren 
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sich nach gewissen durchgreifenden Gestaltungsgeselzen in verschiedene 
Systeme, und innerhalb dieser Systeme stellen sich wiederum verschiedene, 
durch die Ableitbarkeit aus einer gemeinschaflllichen Grundform zusam- 
mengehaltene Pormencomplexe heraus. Soll also die Bezeichnung wirk- 
lich repräsentativ sein, so müssen die Zeichen und die sie begründen- 
den Ableitungs - Constructionen so gewählt werden, dass sie unserer Einbil- 
dungskraft die Vorstellung jeder Form so leicht als möglich machen, dass 
sie uns an das Krystallsystero erinnern, welchem die Form angehört, 
und dass sie die Vorstellung der Grundform des betreffenden Formencom- 
plexes durchblicken lassen. Um nun allen diesen Anforderungen zu entspre- 
chen, dazu musste ich mir folgende Grundsätze zur Richtschnur dienen 
lassen : 

1 . Alle correlaten Flächen in simultanen Existenz zu einer und derselben 
Form vereinigt zu denken, mithin den Begriff der Form immer in den 
Vordergrund zu stellen, die Flächen aber nur als Begränzungs-Ele- 
mente der Formen, und nicht als selbständige Objecte zu betrachten; 

2. Die Ableitung aller, zu einem und demselben Formencomplexe ge- 
hörigen Formen, so weit als nur möglich, auf eine Umschreibung 
derselben um die Grundform zu gründen, und also in der Regel die 
kleinste Ableitnngszahl = 1 zu setzen, weil diese Ableitungs-Con- 
struction weit leichter vorzustellen ist, als eine auf Einschreibung ge- 
gründete Construction ; 

3. Die Verschiedenheit der Krystallsysteme entweder durch verschie- 
dene Grund- Elemente, oder auch durch charakteristische und häufig 
wiederkehrende Hilfs- Elemente der Bezeichnung auszudrücken, und 

4. In jedes Zeichen desselben Formencomplexes ein gemeinschaftliches 
Grund-Element aufzunehmen , welches uns an die Grundform die- 
ses Complexes erinnern soll. 

Diesen Grundsätzen gemäss musste sich denn auch die Bezeichnung so 
gestalten , wie sie in vorliegendem Buche und in meinen früheren Schriften 
geboten worden ist. Ein jedes Zeichen soll uns unmittelbar auf die Form, 
auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nicht blos auf diese oder jene ein- 
zelne Fläche verweisen; dasselbe soll uns aber auch einigermaassen das 
Krystallsystem erkennen lassen, zu welchem die Form gehört, und soll 
uns die Beziehungen dieser Form zu der Grundform, also die Vor- 
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slellung der Griuidforai, die Ableituttgs*Coo8traclioii und die, solohe Coa- 
struetion besümaienden AbleiiuDgszablen vergegenwärtigen. Daher besteht 
denn jedes Zeichen auar dem Symbol der Grundform , als einem in allen Zei- 
chen wiederkehrenden Grund-Elemente, und ans Terschiedenen Hilfs*Eiemen- 
ten, deren Stellung, Grösse nnd Besohaflenhait unsrer Einbildungskraft die 
Modalität und das Resultat der Ableitungs-Construction vorfnhreo soll. 

Dass uns übrigens dieselbe Bezeichnung auch die Zeichen der ein- 
zelnen Flächen gewährt, ja, dass sich für jede beliebige Fläche einer 
Form das ihr zukommende Parameter-Verhältniss aus dem Zeiehen der Form 
selbst unmittelbar ablesen lässt, diess ist so einleuchtend, dass es gar kei- 
nes Beweises bedarf, und dass sich auch Diejenigen mit unsrer Symbolik be- 
freunden können, welche das Hauptgewicht auf die Bezeichnung der Flä- 
chen zu legen gewohnt sind. Aber gerade deshalb, weil man es bald mit 
dieser, bald mit jener Fläche zu thun hat, weil sich abo die Vorzeichen und 
die Lage der Parameter von einer Fläche zur andern verändern , gerade des- 
halb scheint es zweckmässig, die Zeichen so einzurichten, dass sie den 
vollständigen Inbegriff aller corrdaten Flächen, d. h. dass sie die Form 
selbst, und nicht blos zunächst eine einzelne Fläche derselben ausdrücken. 

Dass endlich die so gebildeten Zeichen calculativ und hinreichend 
kurz ausfallen, also auch diesen Anforderungen entsprechen, davon wird 
man sich bei ihrem Anblicke und Gebrauche tiberzeugen. Dagegen will es 
mir nicht zweckmässig erscheinen, sie, mit Aufopferung ihres repräsentativen 
Charakters, noch kürzer zu fassen, jede Hinweisung auf das Krystallsy- 
slem und die Grundform aufzugeben, und eine völlige Uniformität der 
Bezeichnung in allen Krystallsystemen einzuführen. Will man z. B. das 
Symbol der Grundform gänzlich fallen lassen, so wird man damit nur wenig 
gewinnen, wohl aber die Zeichen ihrer Stütze und ihres charakteristischen 
Elementes , somit ihrer Consistenz und Deutlichkeit im schriftlichen wie im 
sprachlichen Ausdrucke berauben, was namentlich bei allgemeineren 
krystallographischen Untersuchungen so fühlbar hervortritt, dass man bei 
ihnen auf eine solche Vereinfachung der Zeichen gern verzichten wird. Da- 
her sind auch im rhombischen nnd triklinoedrischen Systeme die Symbole der 
Makrodiagonale und Brachydiagonale, sowie im monoklinoe'drischeu Systeme 
die Symbole der Orthodiagonale und Klinodiagonale unmittelbar mit dem 
Symbol der Grundform verbunden worden, an welchem sie einen festen Stütz- 
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punct finden ond deutlich in die Augen fallen, während sie, über der betref- 
fenden Ableitungszahl angebracht, bei allgemeinen Zeichen^Darsteilnngen 
nur eine sehr unsichere und unscheinbare Stellung einnehmen. Die bestän- 
dige Wiederkehr eines und desselben Elementes , nämlich des Symbols der 
Grundform, in allen Zeichen kann eben so wenig einen Grund zu sdner Un- 
terdrückung abgeben, als sie z. B. die Chemiker bestimmen würde, in den 
Formeln der so zahlreichen Silicate das immer wiederkehrende Symbol Si zu 
unterdrücken, um dadurch auf Unkosten der Deutlichkeit eine Abkürzung der 
Formeln zu gewinnen. Wohl aber bin ich vollkommen einverstanden damit, 
die von Dana vorgeschlagene Abkürzung der Zeichen zur Signatur der 
Flächen in den Krystallbildern zu benutzen, zu welchem Behufe sich 
sogar noch weitere Abkürzungen darbieten würden. 

Leipzig, den 13. Januar 1856. 


Carl Friedrieh Naumann. 
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Erster Theü. 
Analytisch - geometrische Propädeutik. 


§. 1. Einleitung. 

Die analytische Geometrie ist diejenige mathematische Doctrin, welche 
Raamgrössen durch Gleichungen ausdrücken und alle Eigenschaften derselben 
durch Rechnung finden lehrt. Diese Raumgrössen sind aber wesentlich zweier- 
lei, nämlich Linien und Flächen. Die Körper werden in denen sie be- 
gränzenden Flächen erfasst, auf welche ihre analytiseh-geometrische Betrach- 
tung zunächst gerichtet ist. Der Punct ist zwar an und für sich keine Raum- 
grösse , bildet aber desuiigeachtet gleichsam das transscendente Element der 
Linien und Flächen; denn jede Linie kann als eine stetige Nacheinander- 
folge, und jede Fläche als eine sletige Nach- und Nebeneinanderfolge von 
Puncten vorgestellt werden. Die analytische Geometrie erfasst nun die Linien 
und Flächen in ihren einzelnen Puncten, und insofern kann man sagen, dass 
sie es zunächst mit der Bestimmung von Puncten zu thun habe. 

Die Bestimmung der Lage gegebener Puncte ist aber jedenfalls relativ, 
d. b« sie kann nur beziehungsweise auf andere, gegebene oder willkürlich 
gewählte Puncte, Linien oder Flächen Statt finden, welche als Fundamental- 
Elemente der ganzen Bestimmung zu Grunde gelegt werden ; wie diess ja schon 
unsere geographischen Ortsbestimmungen, die Positions- Bestimmungen der 
Gestirne u. a. beweisen. Nach der verschiedenen Art und Lage dieser Fun- 
damental-Elemente giebt es nun verschiedene Methoden der analytischen Geo- 
metrie ; wie z. B. die Methode der geradlinigen Coordinaten, deren wir uns 
bedienen werden, und die Methode der polaren Coordinaten. Wie aber auch 
diese Methoden beschaffen sein mögen, so werden sich bei ihrer Anwendung 
immer zwei Fälle unterscheiden lassen, je nachdem die zu bestimmenden 
Puncte und Linien in einer Ebene enthalten, oder nach verschiedenen 
Richtungen durch den Raum vertheilt sind. Diesen zwei Fällen entspricht 
die Eintheilung der analytischen Geometrie in analytische Planimetrie und 
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analytische Stereometrie. Da nan die Betrachtongen der ersteren viel 
einfacher and leichter yersländlich sind, so ist es zweckmissig, mit ihnen den 
Anfang zu machen. 


€r^e0 Capitei. 
Analjrtisohe Planimetrie. 

A. Probleme^ welche Ten dem besenderen Charakter des Aiensystemes 

■nabhaigig §faid. 

§.2. Allgemeine Bestimmung der Lage von Puncten. 

Wenn uns in einer Ebene mehre Puncte P, P', P" n. s. w. gegeben sind, 
so ist eine der bequemsten Bestimmungs- Methoden diejenige mittels gerad- 
liniger Coordinaten. Diese Methode besteht wesentlich darin, dass man die 
Lage der gegebenen Puncte auf zwei, in derselben Ebene willkürlich ge- 
wählte, und sich in einem Puncte Jlf schneidende gerade Linien JTA^und 


+Z 


t: — 


A--> 


Ai 



YY bezieht, welche die Ebene selbst in vier 
Winkelfelder oder Quadranten '^) theileo, 
und als Fundamental-Elemente dienen. 

Legt man nämlich durch jeden der gege- 
benen Puncte, z. B. durch P, F, P" u. s. w. 
zwei Parallelen PJl und PB mit diesen 
Fundamental-Linien, so wird er als derDurch- 
schnittspunct beider Parallelen üxitU Diese 
Parallelen aber bestimmen sich dadurch , dass 
eine jede derselben, hinreichend verlängert, 
mit einer der Fundamental-Linien zum Durch- 
schnitte kommt, und von selbiger eine bestimmte Länge M^ und MB ah- 
schneidet, welche allemal von M aus gerechnet wird. Es ist nun einleuch- 
tend, dass in der That jeder Punct durch die Angabe der Grösse und der 
Richtung dieser Abschnitte der Fundamental-Linien vollkommen bestimmt 
sein wird. 

Man nennt jede der beiden Fundamental-Linien eine Axe, und beide 
zusammen das Axensystem, ihren Durchschnittspunct den Anfangs- 
punct oder Mittelpunct des Axensystems, und die durch jeden Punct 
gelegten Axenparallelen, soweit sie zwischen diesem Puncte und ihrem Durch- 
, schnittspuncte mit der anderen Axe begränzt sind, die Coordinaten des 
Pnnctes. Alle Coordinaten, welche der einen Axe parallel sind, bezeichnet 
man mit o?, die der anderen Axe parallelen Coordinaten mit y, und unter- 


*) Der Kürze wegen -werden wir das Wort Qnadrant ancb dann s^brancben, wenn 
sieb die Fundamental-Linien oder Axen unter schiefen Winkeln scbneiden. 
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scheidet und benennt hiernach beide Axen als die Axe der o? und die Axe 
der y. 

Der Mittelpunct theilt jede Axe in zwei Halbaxen, welche, wegen 
ihrer entgegengesetzten Richtung von diesem Puncte aus, als positive (+) 
und negative (— ) Halbaxe unterschieden werden; ein Unterschied, der 
auch auf die betreffenden Axenabschnitte und auf die Coordinaten übergeht, 
indem selbige das Vorzeichen derjenigen Halbaxen erhalten, auf welche sie 
sich unmittelbar beziehen. 

Das Axensystem selbst ist entweder ein rechtwinkeliges oder ein 
schiefwinkeliges, je nachdem sich die beiden Axen unter rechten oder 
schiefen Winkeln schneiden ; ein Unterschied, welcher oft einen sehr wesent- 
lichen Einfluss auf die Behandlung und auf das Endresultat der verschiedenen 
Probleme ausübt. Da es aber gewisse Probleme giebt, welche ganz unabhän- 
gig von diesem besondern Charakter des Axensystemes sind, so wollen wir 
zuvörderst diesen unsere Aufmerksamkeit zuwenden. 

Anm. Bei eioem scbiefwiokeligen Axensysteme ist es zweckmässig, alle- 
mal diejenigen beiden Halbazen als positive zu betrachten, welche einen der 
spitzen Neigungswinkel einschliessen. 

Indem wir also in vorstehender Figur 1 für den Punct P, dessen Coordi- 
naten a: und y die Werthe MA^^a und MB=^b haben, die beiden Gleichungen 

xssa und y=:bj 
und indem wir eben so für den Punct P\ dessen Coordinaten die Werthe 
MA'^=d und Mff= —b' haben, die beiden Gleichungen 

x^d und y= — A' 
hinschreiben, ist jeder dieser Puncte so vollkommen bestimmt, dass er mit 
keinem anderen Puncte verwechselt werden kann. Denn die Vorzeichen 
seiner Coordinatwerthe bestimmen für jeden Punct denjenigen Quadranten, 
innerhalb dessen er liegt, die Grössen dieser Werthe aber bestimmen sei- 
nen Ort in solchem Quadranten. Uebrigens ergiebt sich aus dem Wesen der 
ganzen Bestimmungs- Methode die allgemeine Regel, dass ein Punct in der 
Ebene zu seiner Bestimmung stets zwei Gleichungen erfordert, welche 
Lage er auch haben mag. 

Anm. Weiter onten in §. 4 werden wir erst die wahre analytisch-geome- 
trische Bedeutung der beiden Gleichungen jr=:a und ^=^ kennen lernen, 
welche allerdings eigentlich etwas anders aufgefasst werden muss, als sie vor- 
läufig hier eingeführt worden ist, wo wir uns unter x und y nur zwei einzelne 
Linien^ nttmlich die azoparallelen Abstände des Punctes von den Axen vorstellen. 

Liegt der Punct in einer der beiden Axen, so wird natürlich die nach 
der anderen Axe benannte Coordinate =0 sein; demnach sind 

x^=ü und y^ssi±b 
die Gleichungen irgend eines Punctes der Axe der y, so wie 

x^=±a undyssO 
die Gleichungen irgend eines Punctes der Axe der x ; woraus denn folgt, dass 
der Mittelpunct des Axensystems durch die beiden Gleichungen 07=0 und 
y=0 bestimmt wird. 
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§. 3. GleichuDg einer geraden Linie. 

Wenn uns in einer Ebene irgend eine gerade Linie ^) LL von indefiniter 
oder unbestimmter Länge gegeben ist, so werden wir solche gleichfalls auf 
ein Axensystem zu beziehen haben, um ihre Lage und ihr Ausdehnungsgesetz 
zu bestimmen. Wir könnten dieses Axensystem so wählen, dass die gegebene 
Linie selbst eine der Axen abgäbe ; diess wurde jedoch zu keiner allgemeinen 
Lösung der Aufgabe führen, weil damit für die Linie eine ganz besondere 
Lage vorausgesetzt wäre. Eben so würden die Voraussetzungen, dass die 
Linie einer der beiden Axen parallel, oder dass sie durch den Hittelponct des 
Axensystems laufe , die Allgemeinheit der Aufgabe beschränken, welche nur 
dann erhalten wird, wenn wir das Axensystem so wählen, dass die zu be- 
stimmende Linie beide Axen, nnd zwar ausserhalb des Mittelpnnctes 
schneidet. Wohl aber können wir der Allgemeinheit unbeschadet annehmen, 
dass beide Axen in ihren positiven Hälften geschnitten werden. 

In beistehender Figur schneidet also die 
Linie £L die beiden positiven Halbaxen MX 
und MY'm den Pnncten ^und B^ wodurch 
sich die beiden Axenabschnitte MA^s=a und 
Jff^ssÄ, als ein paar cons taute, die Lage 
der Linie unmittelbar bestimmende Ele- 
mente ergeben , welche wir nach dem Vor- 
gange von Lame die Parameter der 
Linie nennen wollen. 

Die Linie selbst wird nun aber analytisch-geometrisch durch ihre Glei- 
chung, d. h. durch einen algebraischen Ausdruck darzustellen sein, welcher 
uns das Ausdehnungsgesetz derselben in ihrer ganzen indefiniten Erstreckung 
erkennen lässt. Zu einer solchen Gleichung gelangen wir, wenn es uns ge- 
lingt, eine allgemein giltige Relation auEzufinden, welche zwischen den unbe- 
stimmten Coordinaten w und y irgend eines beliebigen Punctes der Linie und 
ihren constanten Parametern a und b erfüllt ist. Denn, weil diese Relation 
für irgend einen beliebigen, so gilt sie oflenbar für jeden Punct der Linie, 
oder für die Linie selbst, welche ja als die stetige Nacheinanderfolge 
ihrer Puncte betrachtet werden kann. 

Wählen wir also in der Linie LL irgend einen Punct P, und ziehen 
dessen Coordinaten PQ^x und PR=y, so ist 

AMxMB^PQ.QB 
oder ö : ft = a? : b^y 
folglich wird bx-¥ay^=^ ab, oder 



Fig. 2. 


b) Eia für alle Mal mag hier bemerkt werden, dass wir unter Linie o stets umt ge- 
rade Linien verstehen, so wie aach weiterbia anter Fläehen immer nar ebene Flä- 
cben gemeint sind. Die KrystaUograpbie hat es lediglich mit Polyedern za thaa, und 
sie beruht daher auch nur auf der analytischen Geometrie der geraden Linien und der 
Ebenen. In dieser sehr beschrankten Bedeutung sind auch unsere CapileUTitei : aoaly ti- 
sche Planimetrie und analytische Stereometrie zu versteben. 
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a 
welches die gesuchte Gleichung der Linie ist. Obwohl nun diese Gleichung 
zunächst für den, zwischen den positiven Halbaxen liegenden Theil der Linie 
gefunden wurde, so gilt sie doch allgemein iiir die Linie in ihrer ganzen in- 
definiten Erstreckung, indem für den jenseits der Axe der x fallenden Theil die 
y, und für den jenseits der Axe der y fallenden Theil die x negativ einzu« 
führen sind. 

FäHt die Linie in einen andern Quadranten, so wird der eine oder der 
andere Parameter, oder so werden auch beide Parameter negativ sein ; wenn 
man also auf die Vorzeichen der Parameter achtet, so kann man behaupten, 
dass jede gerade Linie allgemein durch eine Gleichung von der obigen Form 
darzustellen ist. 

Hieraus folgt denn, dass eine Linie in der Ebene jedenfalls durch eine 
Gleichung vollkommen bestimmt wird ; was sich auch umgekehrt so ausspre- 
chen lässt, dass eine Gleichang in der Ekene jedenfalls nur eine Linie 
repräsentirt. 

Anm. Man kann die G\ei^hnm^ bx-\'ayrasab oder, wie wir sie lieber 

schreiben, — l-r- = i auch auf eine andere Weise ableiten, welche wir hier 

einschalten wollen, weil wir ein ganz ahnliches Verfahren in §. 14, bei der 
Auffindung der Gleichung einer Ebene, befolgen werden. 

Man ziehe in Fig. 2 die PM^ so wird durch solche das Dreieck ^BM in 
die beiden Dreiecke PBiÜ und ^Pilf zerlegt ; wendet man nun auf diese drei 
Dreiecke das Axiom an, dass das Ganze gleich ist der Samme seiner Tfaeile, so 
gelangt man unmittelbar auf die gesuchte Gleichung ; kraft dieses Axioms ist 
also 

PBJIi^^PM:=^BM 
Setzen wir den Neigungswinkel der Azen ^/, so wird 

PB J^=ibx sin y 

^PM=i\ay sin y 

jiBM=i^ab sin / 
folglich, wie oben, bx^ayssab, 

§. 4. Gleichung einer Linie, die einer der Axen parallel ist. 

Wenn die Linie einer der Axen parallel ist, so wird ihr in dieser Axe 
liegender Parameter unendlich gross sein ; ist sie also parallel der Axe der x^ 
so wird a=oo, und ihre Gleichung 

^=1 odery = 6; 
ist sie dagegen parallel der Axe der y, so wird 6sscx>, und ihre Gleichung 

— = 1 oder x^=a. 
a 

Sobald also in einer Gleichung nnr noch eine Coordinate erscheint, so be« 
destet sie eine Parallellinie mit derjenigen Axe, welche nach der feh- 
lenden Coordinate benannt ist. 
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Demnach bedeutet a7=/ieine Parallellinie der Axe dery, welche die Axe der 
X in der Entfernung a vomMittelpuncte schneidet; und eben so bedeutet ysft 
eine Parallellinie der Axe der x^ welche in der Axe der y den Parameter b 
hat. Und hiermit haben wir denn auch die wahre analytisch-geometrische 
Bedeutung derjenigen beiden Gleichungen erkannt, durch welche nach §. 2 
die Lage eines P n n c t e s bestimmt wird. Jede dieser Gleichungen verweist 
uns eigentlich auf eine Linie von indefiniter Ausdehnung, welche durch 
den Punct P parallel mit einer der Axen gedacht wird. Es bedeutet also 
die Gleichung x^s^a in Fig. l die Linie AP in ihrer unbestimmten Erstreckung, 
und es bedeutet eben so die Gleichung y^b die Linie BP in ihrer ganzen in- 
deiniten Ausdehnung. Denn, wie überhaupt jede einzelne Gleichung in 
der Ebene uns allemal auf eine Linie verweist, so gilt diess auch von der 
Gleichung a?=a; sie verweist uns nämlich auf diejenige Linie, für deren 
sämmtliche Puncto die Coordinate o: denselben Werth a hat; und auf ähn- 
liche Weise verhält es sich mit der Gleichung y^ssb. Streng genommen wird 
also der Punct durch diese beiden Gleichungen nicht als der Durchschnitts- 
punct seiner beiden Special-Coordinaten PA und PB^ sondern als der Darch- 
schnittspanct zweier durch ihn gelegten Axenparallelen von indefiniter 
Ausdehnung erfasst und dargestellt; er wird dargestellt als derjenige 
Punct, welcher zweien Linien gemeinschaftlich zukommt, für deren eine alle 
X den Werth a^ für deren andere alle y den Werlh b haben. 

Ferner ergiebt sich hieraus, dass y=0 die Gleichung der Axe der x^ 
und dass d7=0 die Gleichung der Axe der y ist; denn jene verweist uns auf 
diejenige Linie, für deren sämmtliche Puncto es gar keine Coordinate y, und 
diese verweist uns auf diejenige Linie, für deren sämmtliche Puncto es gar 
keine Coordinate x giebt. 

§• 5. Gleichung einer durch den Mittelpunct gehenden Linie. 
Wenn gefordert wird, dass irgend eine Linie, deren Gleichung 

a b 
ist, durch einen Punct gehen soll, dessen Gleichungen x=:p und y^q sind, 
so müssen natürlich die Coordinaten dieses Puncles, weil solcher als irgend 
ein Punct der Linie vorausgesetzt wird, die Bedingung erfüllen, welche in der 
Gleichung der Linie ausgedrückt ist ; in Bezug auf diesen Punct gilt also 

^ + 2=1 
a b 

Subtrahirt man diese Gleichung von der Gleichung der Linie, so folgt : 

a b 

als die Gleichung einer Linie, welche die Parameter a und &, und zugleich 
eine solche Lage hat, dass sie durch den gegebenen Punct geht. 

Ist nun dieser Punct der Mittelpunct des Axensystems, so wird;i=0 
und ^=:0, und daher 
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a b 
die allgemeine Form der Gleichung fOr eine jede dnrch den Mittelpunct ge- 
bende Linie. 

Man sieht, wie sich diese Gleichung von dier obigen wesjBntlich dadurch 
unterscheidet, dass in ihr gar kein constantes:, •der von x und y unab- 
hängiges Glied enthalten ist. Wollen wir also eii^e ausserhalb des Mittel« 
punctes gegebene Linie in einer sich selbst parallelen Lage auf den Mittel- 
punct transportiren, oder, mit andern Worten, wollen wir die Centro* 
parallele einer gegebenen Linie finden, so haben wir nur in der Gleichung 
derselben das constante Glied «0 zu setzen. 

Bei einer jeden durch den Mittelpunct gehenden Linie kommt es übrigens 
gar nicht mehr auf die absolute GrösÜe, sondern lediglich auf das Verhält- 
niss der beiden Constanten a und b an, welche zwar noch Parameter ge- 
nannt werden können, dennoch aber eine ganz andere Bedeutung haben, ab 
bei jeder Linie ausserhalb des Mittelpunctes. Diess wird besonders einleuch- 
tend, wenn wir eine ausserhalb des Mittelpunctes gegebene Linie LL in einer 

sich selbst parallelen Lage auf den Mittelpunct trans- 
portiren. Während sie sich hierbei dem Mittel- 
puncte nähert, werden ihre Parameter il/^ und Jfl? 
allmälig immer kleiner, behaupten aber doch immer 
dasselbe Verhältniss, so dass bei jeder Zwischen- 
lage 3f^': 3/0'= if^:ilf iff ist. Im Momente, da 
die Linie den Mittelpunct erreicht, verschwinden 
eigentlich ihre Parameter, aber auch als verschwin- 
dende Grössen haben sie noch das Verhältniss von MAiMB. Es ist daher 

ganz gleichgiltig, welche absoluten Werthe wir in der Gleichung ^-4-|=0 für 

a und b einführen wollen, nur muss das Verhältniss derselben genau das- 
selbe sein, welches für die Parameter irgend einer Paraliellinie ausserhalb des 
Mittelpunctes gefordert wird. 

i §.5. Durchschnittspunct zweier Linien. 

Sind uns zwei Linien L und V gegeben, so bietet sich als eines der 
ersten Probleme die Bestimmung ihres Durcbschnittspunctes dar. Es seien die 
Gleichungen der beiden Linien 

— I-T=l «nd -7+fj=l 
ab ab 

indem die Accenle von d und b* aasdrucken sollen, dass die Parameter der 
zweiten Linie L' andere Werthe haben, als die Parameter a und b der ersten 
Linie L, Nun ist der Durchschnittspunct P beider Linien eigentlich schon 
dadurch bestimmt, dass wir beide Gleichungen hinschreiben, und auf ein und 
dasselbe Object im Räume beziehen. Da aber die einfachste Bestimmungs- 
methode eines Punctes diejenige durch seine Coordinaten ist, so müssen 
wir die Coordinaten x und y des Durchscbnittspuncles beider Linien anf- 
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suchen. Dazu gelaugea wir durch die sehr einfache Betrachtong, dasa far 
diesen Punct, als den einzigen, welcher beiden Linien gemeinschaftlich ange* 
hört, die Bedingaogea beider Gleichungen erfiiUt seia müssen. Eliminirem 
wir also aus beiden Gleichungen zuvörderst die Coordinate y, indem wir die 
ersle Gleichung durchweg mit b^ die zweite Gleichung durchweg mit b' mul- 
tipliciren, und hierauf von der ersten Gleichung die zweite subtrahiren, so 
erhalten wir den Werth von x\ und eliminiren wir dann durch ein äiuiliehes 
Verfahren die Coordinate x^ so erhiüten wir den Werth von y. Auf diese 
Weise findet sich: 

_ aa(b^b') bb\a-a) 

^- a'b^a'b ^^ ab'-^a'b 
welches die gesuchten Coordinaten des Durchschnittspunctes beider Linien, 
oder die Gleichungen der beiden durch diesen Punct gebenden Axenparalleien 
sind. 

B« Probleme^ welche von dem besonderen Charakter des Aiensystemes * 

abkan^g sind. 

§.6. Centrodistanz eines Punctes. 

Die bisherigen Au%aben, welche sich lediglich auf die Lage von Punc- 
ten oder Linien bezogen, sind ganz unabhängig davon, ob das Axensystem 
ein rechtwinkeliges oder ein schiefwinkeliges ist. Anders verhält es sich mit 
den nun folgenden Problemen, bei denen es sich um Lineargrössen und 
Winkelfunctionen handelt, welche eine verschiedene Behandlung erfor- 
dern, je nachdem die beiden Axen einen rechten Winkel bilden, oder nicht. 
Wir werden daher bei diesen Problemen immer zwei Fälle zu unterschei- 
den haben, von welchen wir allemal denjenigen zuerst in Betrachtung ziehen 
wollen, weicher ein rechtwinkeliges Axensystem voraussetzt, weil er eine 
einfachere Lösung gestattet. 

Nennen wir Centrodistanz den Abstand eines Punctes vom Mittel- 
puncte des Axensystems, so ergiebt sich leicht, dass diese Centrodistanz jeden- 
falls die eine Diagonale des, von den Coordinaten des Punctes gebildeten 
Parallelogramms ist. 

^ Bei rechtwinkeligem Axensystem ist dieses Paral- 

lelogramm gleichFalls rechtwinkelig, also ein Bectangel, 
und es wird daher ganz allgemein für einen Punct, dessen 
Coordinaten x und y sind, die Centrodistanz 

weil ja PM di^ Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreieckes 
p} ^ ist, welches von den beiden Coordinaten PQ und PR oder 

MQ gebildet wird. 
Ist dagegen das Axensystem ein schiefwinkeliges, so wird die 
Centrodistanz eine Function des schiefen Neigungswinkels beider Axen; 
setzen wir diesen Winkel ^y^ so folgt nach einem bekannten S«tze der Tri* 


Aoalyliselie Pknimetri«. 9 


gonometrie />= y^*-4-y*-4-läycosy 

in welchem Ausdrucke das Glied 2a:ycosy positiv oder negatir zu neh- 
men ist^ je nachdem der Punct in einem der beiden spitzen oder stumpfen 
Quadranten des Axensystems liegt. Ist 2^=90®, so wird dieses Glied =0, 
und der Ausdruck von D erhält die , dem rechtwinkeligen Axensysteme ent- 
sprechende einfachere Form, wie vorher. 

§. 7. Distanz oder Intervall zweier Puncte. 

Die gegenseitige Distanz irgend zweier Puncte ist die eine Diago- 
nale desjenigen Parallelogramms, welches v^^n den beiden Differenzen 
ihrer gleichnamigen Goordinaten gebildet wird. Diess ist unmittelbar 
einleuchtend, wenn wir uns beide Puncte in einem und demselben Qua- 
dranten, und für den einen derselben grössere Coordinatwerthe gegeben 
denken, als für den andern. Dass aber der Satz ganz allgemeine Giltigkeit 
; hat, davon überzeugt man sich, wenn man für beide, auch in verschiedenen 
Quadranten liegende Puncte ihre Verbindungslinie, welche die gesuchte 
Distanz ist, und ihre Goordinaten zieht, und dabei die Vorzeichen der 
letzter/ßn berücksichtigt, durch welche die Differenz je zweier gleichnami- 
ger Goordinaten in die Summe derselben übergeht, sobald ihre Vorzeichen 
verschiedene sind. 

Um jedoch unser Problem unabhängig von der Berücksichtigung der Vor- 
zeichen lösen zu können, wollen wir uns zunächst beide Puncte P und P^ im 
Quadranten der positiven Halbaxen eines rechtwinkeligen Axensy- 
stems gegeben denken, und zwar 

den Punct P durch PQ=a;mAPR =y, 
- F - PQ'=^x'miPB!=^y\ 
Verlängern wir nun R'P^ bis 5, so ist offenbar die ge- 
suchte Distanz PP^ die Hypotenuse des von den beiden 
Katheten SP und SP^ gebildeten rechtwinkeligen Drei- 
-^ ecks ; nun ist aber 

SP ^PQ - SQ ^PQ-^PQ'^x-'X 
Fi?. 5. SP'^SR' --PR^PR^PR^y^y 

folglich wird 

Pi^« J« Y(a:^a^'f^{y^y'f 

Dieser Ausdruck für das Intervall zweier Puncte ist ganz allgemein giltig, 
welche Lage auch die Puncto haben mögen, sobald mau nur auf die Vor- 
zeichen ihrer Goordinaten achtet. 

Wenn das Axensystem schiefwinkelig ist, so wird natürlich der 
Winkel / seinen Einfluss in ganz ähnlicher Weise geltend machen, wie diess 
bei der Gentrodistanz eines Punctes der Fall war; daraus ergiebt sich in 
einem solchen Axensysteme 

J= y (^-a:7-4.(y-y')*-»-2(x-a7')<y-y') cos y 
als der Werth der Distanz oder des Intervalls zweier durch ihre Goordinaten 
X und y, x und y gegebener Puncto ; welcher Werth für /s=90® auf den 
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vorigen zarückkommt. Bei dem Gekraache dieses Aasdrockes ist natörlicb 
stets aof die Vorzeichen der Coordinaten zu achten, wie sich solche durch 
die jedesmalige Lage der beiden Pnncte bestimmen. 

§. 8. Neigungswinkel zweier Linien überhaupt. 

Sind uns zwei Linien LuniL' gegeben, so ist, nächst der Beslimmong 
ihres Durchschnittspunctes (§. 5), die Auffindung ihres Neigungswinkels ein 
besonders wichtiges Problem. Da nun dieser Winkel nicht unmittelbar, son- 
dern nur in einer seiner trigonometrischen Functionen gefunden werden kann, 
so fragt es sich zuvörderst, welche dieser Functionen wir aufsuchen wollen. 
Die Tangente ist zwar am einfachsten zu bestimmen ; wir ziehen jedoch die 
Bestimmung des Cosinus vor, weil die dabei zu befolgende Methodeden 
Vorzug einer grösseren Allgemeinheit hat. 

Nehmen wir wiederum an, die Gleichungen beider Linien seien 

fiirX, f+^=l fuTL', f+|,=l 
a ab 

so ist es ohne Weiteres einleuchtend, dass der Winkel dieser beiden Linien 
unverändert bleibt, wenn wir sie beide auf den Mittelpuuct transp(A*tiren, 
oder, dass der Neigungswinkel ihrer beiden Centroparallelen derselbe ist, 
welchen sie selbst mit einander bilden. Es sind aber nach §. 4 die Gleichun- 
gen der beiden Centroparallelen 

^+^=0 und ^+|;=0 
ab ab 

Man nehme nun in der ersten Cenlroparallele irgend einen beliebigen Punct 
P, in der zweiten Cenlroparallele irgend einen Punct P', und bezeichne die 
Coordinaten des letzteren Punctes mit x' und y\ um sie von denen des erste- 
ren Punctes zu unterscheiden, so ist klar, dass diese beiden Puncte nebst dem 

Mittelpuncte Af des Axensystems ein Dreieck bestim- 
men, dessen drei Seiten bekannt sind 5 denn es ist 
MP die Cenlrodislanz D des Punctes P 
MP die Cenlrodislanz D' des Punctes P 
PP das Intervall / der beiden Puncte P und P'; 
Der gesuchte Winkel fV ist aber derjenige , welcher 
der Seite PP gegenüberliegt; folglich wird nach 
einem bekannten Satze der Trigonometrie : 
DifP+DMP'-DPP' 



cos fV: 


Fig. 6. 


2MP.MP 


WD' 

Bis hierher gilt diese Betrachtung ganz allgemein, die Axen mögen rechtwin- 
kelig oder schiefwinkelig sein 5 in ihrem weiteren Verfolge wird sie verschie- 
den nach Maassgabe der Beschaffenheit des Axensystems. 
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§.9. Neigangswinkel zweier Linien in einem rechtwinke- 
ligen Axensysteme. 

Ist nun das Axensystem rechtwinkelig, so folgt, nach Einsetzung 
der Werthe, welche sich in diesem Falle aus den §§. 6 und 7 für D^ O und 
i ergeben : 

Weil aber P ein Punct der Gentroparallele von L ist, so gilt für ihn ys— ^d?; 

and weil P' ein Punct der Gentroparallele von L ist, so gilt für ihn y'as — }X'\ 
sobstituirt man diese Werthe in vorstehendem Ausdrucke, so wird endlich 

cos fV^ ^ — : — 7== - 

aus welchem dann weiter taneXf^ss — i — -r-n 

gefolgert werden kann. Diess sind also in einem rechtwink/lligen Axen- 
systeme die allgemeinen Werthe für den Cosinus und die Ta|gente des Nei- 
gungswinkels zweier Linien, welche beide in den Quadranten der positi- 
ven Halbazen fallen, und daher durch die positiven Parameter a und 6, 
ü und b' bestimmt werden. Haben beide Linien, oder hat eine derselben 
eine andere Lage, so sind nur die entsprechenden Vorzeichen ihrer Para- 
meter zu berücksichtigen. 

Aus vorstehenden Werthen voa cos^ oder tang^ lassen sich auch die 
Bedingungen abieilen, weiche erfüllt sein müssen, wenn zwei Linien auf ein- 
ander normal, oder mit einander parallel sein sollen. Sind beide Linka 
normal oder rechtwinkelig, so muss für sie 

cos^sO, oder tang^=soo 
sein, was nur dann möglich ' ist, wenn in dem allgemeinen Ausdrucke dieser 
beiden Functionen tfa'-h^&'=sO ist. Für die Recbiwinkeligkeit zweier 
Linien gilt daher die allgemeine Bedingung, dass die Summe der bei- 
den Producte ihrer gleichnamigen Parameter »0 sein muss. 
Sollen dagegen die Linien parallel sein, so muss für sie 

cos/Fssl oder tang^=0 
sein, was nur dann möglich ist, wenn <7&'— a'&aO, oder wenn a:6s=<f':&' 
ist, wie man auch leicht erkennt, wenn man in einem beliebigen Axensy- 
steme ein paar parallele Linien einträgt. Für den Parallelismus zweier 
Linien gilt daher die allgemeine Bedingung, dass ihre Parameter glei- 
ches Verhältniss haben müssen. 

§. 10. Neigungswinkel zweier Linien in einem schiefwinke- 
ligen Axensysteme. 

Wenn das Axensystem ein schief winkeliges ist, so liefert der sa 
Ende von §. 8 stehende allgemeine Ausdruck ein anderes Resultat, weil dann 
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für Dj Ü ond J nicht die ersten, sondern die zweiten, in den §§• 6 und 7 
stehenden Werthe dieser Grössen zu snbstitniren sind. Führt man diese Sub- 
stitution aus, indem man zugleich den sehr wesentlichen Umstand berücksich- 
tigt, dass die Centroparallelen zweier, im Quadranten der positiven Halb- 
axen gegebenen Linien notbwendig in die beiden anliegenden Quadranten 
fallen, dass also für jeden ihrer Puncte entweder die Goordinate x oder die 
Goordinate y negativ zu nehmen ist, und dass demnach in vorliegendem 
Falle für beide Puncte P und P' entweder die x, oder die y negativ sein 
müssen, so folgt zunächst : 

^^ff^^ ^^'-4-yy-(ay^-4-^y)cosy 

y a^^y^ — 2xy cos y |/ x'^^y'^^ 2jf y' cos y 
und setzt man hierin abermals die , aus den Gleichungen beider Gentroparal- 
lelen folgenden Werthe 

von y=s — a?, von y ä -^ 

ein, so ergiebt sich endlich : 

„, aa^bb'—fab'-hab) cosy 

^ ya2+A»-2ÄAcosy )^fl'*+ A'*— 2a'*' cos y 

woraus der Wenh von tang^= , ^rü—r-ir^X\ 

^ aa-^ bb — {ab + ab) cos y 

gefolgert werden kann. 

Diess sind also in einem schiefwinkeligen Axensysteme die allge- 
meinen Ausdrücke für den Gosinus und die Tangente des Neigungswinkels 
zweier im Quadranten der positiven Halbaxen gegebenen Linien. Fallen 
beide Linien, oder fallt eine derselben in einen anderen Quadranten, so hat 
man nur die, ihrer Lage entsprechenden Vorzeichen ihrer Parameter zn be- 
rücksichtigen. 

Aus diesen Ausdrücken, besonders aber aus dem Ausdrucke von tang^ 
lassen sich nun sehr leicht die Bedingungen ablesen , welche in einem schief- 
winkeligen Axensysteme für den Paralielismus oder die Rechtwinkeligkeit 
zweier Linien erfordert werden. Sollen die Linien parallel sein, so mnss 
tangi^ssO, und folglich 

äA' — ä'6=0, oder a' ib'^axb 
sein, welches dieselbe Bedingung ist, wie in einem rechtwinkeligen Axen- 
systeme. 

Sollen aber die Linien auf einander normal oder rechtwinkelig sein, 
so wird gefordert, dass tang^ssoo, oder dass 

Ä«'-I-AA'— (<!*'+«' A) cos y=rO 
sei, was sich auch so schreiben lässt : 

«'(a— 6cosy)-4-A'(A— ffcosy)=sO 
Dabei bleibt immer zu berücksichtigen, dass sich auch diese Bedingung zu- 
nächst auf den Fall bezieht, da beide Linien im Quadranten der positiven 
Halbaxen gegeben sind, weshalb in jedem andern Falle die Vorzeichen 
ihrer Parameter, nach Maassgabe ihrer besondem Lage, beachtet werden 
müssen. 
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§• 11. Centronormale einer gegebenen Linie. 

Wir wollen diejenige Normale einer gegebenen Linie, welche durch den 
Mittelpunct des Axensystems geht, die Centronormale derselben nennen. 
Nach denen in den beiden vorhergehenden §§. gefundenen Bedingungsglei- 
chungen für die Rechtwinkeligkeit zweier Linien ist es nun leicht, für jede 
Linie die Gleichung ihrer Centronormale zu finden. 

Ist das Axensystem rechtwinkelig, und hat die im Quadranten der 
positiven Halbaxen gegebene Linie die Gleichung 

--hf = 1 
a b 

so wird nach §. 5 die Gleichung ihrer Centronormale von der Form 

Q 

sein müssen. Da nun beide Linien auf einander normal sein sollen , so muss 
zwischen ihren Parametern, nach §. 9, die Bedingungsgleichung 

erfüllt sein, aus welcher sich das Verhältniss 

a' : b'=b: — a 
ergiebt. Weil es nun aber für die gesuchte Normale, als eine durch den Mit- 
telpunct gehende Linie, lediglich auf die Kenntuiss des Verhältnisses 
ihrer Parameter a und b* ankommt , so können wir in ihrer Gleichung für u 
den Werth &, und für b' den Werlh —a einsetzen; demnach ist 

a 
die Gleichung der Centronormale einer im Quadranten der positiven Halbaxen 
gegebenen Linie, welche in der Axe der x den Parameter n, und in der Axe 
der y den Parameter b hat. 

Vergleichen wir diese Gleichung mit jener der gegebenen Linie, so er- 
giebt sich folgende allgemeine Regel, um aus der Gleichung irgend einer Linie 
die Gleichung ihrer Centronormale zu finden: man setze das constante Glied 
der Gleichung =0, vertausche in den beiden übrigen Gliedern die Parameter, 
und verwandle das Vorzeieben des einen Gliedes in das entgegengesetzte. 
Durch Aasfübmng dieser drei Veränderungen gelangt man jedenfalls auf die 
gesnchle Gleichung der Centronormale. 

Ist dagegen das Axensystem ein schiefwinkeliges, so gilt nach §.10 
für die gegebenen Parameter a und b^ und für die gesuchten Parameter d 
und l! die Bedingungsgleichung : 

ö'(«— icosy)-i-y(Ä— acosy)=0 
aus welcher sich das Verhältniss 

a':y=i— acos^: — ö+icosy 
ergiebt. Aber wiederum bedürfen wir für die gesuchte Normale nur dieKennt- 
niss des Verhältnisses ihrer Parameter; folglich wird ihre Gleichung 

JL. _ JL =0 

Ä— Äcosy a— Äcosy 


ff 
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PiMicle aagelMren , entweder ein ortk^Mriaehef , oder irgend eis kliaoiSdri- 
•ehei seia kaae. Da jedoch die allgeaeue BestiMBiiiig iet Lage tob Ponc- 
ten ganz nnakhingig tod den besonderen Charakter des AzensyalCMs ist , so 
haben aneh die folgenden BeCrachtnngen ganx allgemeine Giltigkcit. 

Die LageobestininiaDg eines jeden Ponetes wird dadnrdi gewonnen, dass 
man sieb dnrcb ihn drei Ebenen geiq;t denkt, welche den Coordinal-Ebenen 
des AzensYstens parallel sind. Es sei z. B. P ein solcher, in Odanten der 

positiven Halbaxen liegender Pnnct, so sind A^, PB 
nnd PC die drei Parailel-Plächen der Ebenen (y«), 
{zx) nnd (ay), als deren Dnrehsehnittspanrf er ana* 
lytiscb- geometrisch erfasst wird. Jede yon diesen 
drei Flächen wird oatöriich nit einer der Halbaxen 
znm Diurchschnitte kommen und ein Segnent dersel- 
ben von bestinnter Lange abgränzen; so beslinimt 
y die P^ in der Axe der j? das Segnent MA^a^ die 
PB in der Axe der y das Segment MB=s:i, nnd die 
PC in der Axe der z das Segment MC^^c^ nnd es 
ist einleochtend , dass die Lage des Panctes P eigentlich schon durch die An- 
gabe der Grösse und der Richtung dieser drei Axensegmente bestimmt sein 
würde. 

Allein die drei Parallelflächen der Coordinat-Ebeoen kommen auch ge- 
genseitig zum Durchschnitte und bedingen so die Entstehung der drei Li- 
nien PQ^PR und PS, welche den dreiAxen parallel sind, die Coordinaten 
des Puncles P genannt und mit den Buchstaben ^, y und z bezeichnet wer- 
den; wie denn überhaupt der Begriff der Coordinaten kein anderer ist, als 
der von Parallel-Linien der Axen , durch welche die axoparallelen Abstände 
irgend eines Punctes von den drei Coordinat-Ebenen bestinunt werden. Da 
nun PQ^MA, PR=iMB und PS=MC ist, so wird der Punct P durch drei 
Gleichungen von der Form 

a:=^a, y=b und z=c 
vollkommen bestimmt sein. Dieselbe Bestimmungsmethode gilt übrigens ganz 
allgemein für alle möglichen Puncte ; denn wenn der Punct in irgend einem 
anderen Octauten liegt, so werden gewisse seiner Coordinaten nega- 
tive Vorzeichen erhalten. Die Vorzeichen der Coordinaten bestimmen 
nämlich denjenigen Raum-Octanten, in welchem der Punct gelegen ist, 
und die Grössenwerthe derselben bestimmen den Ort des Puncles inner- 
halb dieses Octanten. 

Jedenfalls aber erfordert ein Punct im Räume zu seiner Bestimmung 
drei Gleichungen, woraus sich auch umgekehrt die Folgerung ziehen lässt, 
dass drei Gleichungen, wenn 'sie auf ein und dasselbe Object im Räume bezo- 
gen werden, uns immer auf einen Punct verweisen. 

Anm. Wie also in der Ebene zwei, so werden im Ranme drei Glei- 
chongeo zu der Bestimmong eines Pnoctes erfordert ; nnd wie er dort als der 
Darchschnittspunct zweier Parallel 1 i n i e n der Axen, so wird er hier umnit- 
telbar als der Darcfaschoittspnnct dreier Parallel flächen der Coordnat-Ebe- 
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nea, oder aach mittelbar als der Darchschaittspuact dreier Parallellioiea 
der Axen erfasst und dargestellt. In §. 16 werden wir sehen» wie eigentlich 
die wahre analytisch - geometrische Bedeutung der drei Gleichungen drsrdüa« 
y^±b und z=s'izc aufgefasst werden moss, durch welche jeder Punct seine 
einfachste Bestimmung findet. Einstweilen begnügen wir uns mit der Vorstel- 
lung, dass durch diese Gleichungen die Richtung und die GrOsse der Coordina- 
ten des Punctes ausgedrückt werden sollen. 

Fällt der Punct in ein^ derCoordinat-Ebenen, so wird natürlich 
diejenige seiner Coordinaten, welche nach der ausserhalb dieser Ebene 
liegenden Axe benannt ist, den Werth haben, wie sich diess unmittelbar 
aus dem Begriffe der Coordinaten, als der axoparallelen Abstandslinien des 
Punctes von den Coordinat-Ebenen, ergiebt. Demnach gelten z. B. für den 
Punct Q die drei Gleichungen ^=0, ys=& und s=:c( für den Punct 7? die 
drei Gleichungen x^^a^ y=0, z=sc u. s. w. 

Liegt der Punct in einer der Axen, fällt er also in zwei Coordinat- 
Ebenen, so werden für ihn die beiden, nach den zwei anderen Axen be- 
nannten Coordinaten =0 sein müssen; daher hat z. B. der Punct ^ die Glei- 
chungen 07=17, y=0 und ;?=0 u. s. w. 

Für den Mittelpunct des Axensystems abo, welcher in allen drei Co- 
ordinat-Ebenen enthalten ist, gelten demnach die drei Gleichungen ^=»0, 
ys=0 und ^3=0. 

§. 14. Gleichung einerFläche ausserhalb des Mittelpunctes. 

Wenn uns eine Fläche, unter welchem Worte wir jedenfalls eine ebene 
Fläche*) verstehen, in Bezug auf ein Axensystem gegeben ist, so wird ihre 
allgemeinste Lage diejenige sein, bei welcher sie ausserhalb des Mittelpunc- 
tes mit allen drei Axen zum Durchschnitte kommt. Die dadurch in dreien Halb- 
axen bestimmten Segmente nennen wir die Parameter der Fläche, und es 
ist an und für sich einleuchtend, dass eine jede Fläche durch die Grösse und 
die Richtung ihrer Parameter bestimmt sein müsse. Jäm jedoch ihre Lage und 
ihr Ausdehnungsgesetz analytisch-geometrisch, d. h. durch eine Gleichung 
darzustellen, dazu bedarf es eines algebraischen Ausdruckes, welcher uns eine 
allgemein giltige Relation zwischen den unbestimmten Coordinaten irgend 
eines ihrer Puncte und ihren cons tauten Parametern erkennen lässt. Zur 
Auffindung einer solchen Gleichung gelangen wir nun sehr einfach durch fol- 
gende Betrachtung, bei welcher wir, um sie einstweilen unabhängig von den 
verschiedenen Vorzeichen der Parameter und Coordinaten zu lassen, voraus-* 
setzen wollen, dass die gegebene Fläche in den Octanten der positiven 
Halbaxen falle. Auch wollen wir zuvörderst ein orthoedrisches oder 
rechtwinkeliges Axensystem voraussetzen* 


*) Da nämlich die Krystallformen , bei normaler Ausbildnnp, stets von ebenen 
Fläefaen begränzt werdeo, so haben wir es im Folgenden anch immer nur mit solchen Flä- 
chen, und falgUeb auch mit Gleichungen des ersten Grades zn thnn. 

Nanmann^s Krystallographie. 2 
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Es sei nun ABC das innerhalb des Octanten der positiven Halbaxen fal- 
lende Feld einer Fläche, deren Parameter MA=n, MB=b \aiAMC=c sind, 
so wird oITenbar dieses Flächenfeld , zu- 
gleich mit denen von ihm bestimmten Drei- 
ecken der Coordinat- Ebenen, eine drei- 
seilige Pyramide ABCM begränzen. 

lu demselben Flächenfelde wählen wir 
ganz willkürlich einen Punct P, dessen 
Coordinaten PQ=x, PR=y und PS=s 
sind ; hierauf ziehen wir die PM oder die 
Centrodistanzlinie des Punctes P, und 
■s.+>' legen durch diese Linie und durch je einen 
f'6- 9- der Parameter die drei Ebenen APM, 

BPM und CPM, welche , als Schnittflächen gedacht , die ganze Pyramide 
ABCM in die drei Thcilpyramiden PJBM, PBCM und PCAM zerlegen. 
Wir brauchen nur noch für diese vier Pyramiden das Axiom geltend zu ma- 
cheu, dass das Ganze gleich ist der Summe seiner Tbeile, um auf die gesuchte 
Gleichung zu gelangen. Also ist 

PBCM+PCAM-^PJB!a=ABCM 
Betrachten wir nun für jede der drei Tbeilpyramiden das in der betreffenden 
Coordinat- Ebene liegende Dreieck als ihre Grundfläche, so bestimmt sich 
als ihre Höhe diejenige Coordinate des Puncles P, welche nach der ausser- 
halb dieser Ebene liegenden Axe benannt ist ; daraus folgt denn nach bekann- 
ter Regel : 

PBCM=i6cx, PCAM=\cay, PABM=iabz; 
wählen wir ferner für die gauze Pyramide das Dreieck BCM aAs Grundfläche, 
so wird ihre Höhe ^n, und folglich ihr Inhalt: 

j4BCM=^abc, 
und setzen wir endlich diese Werthe in obige Gleichung, so verwandelt sieb 
solche in 

bciX-t-cay+abs=abc 
welches eigentlich schon die gesuchte Gleichung ist. Wir können sie jedoch 
in einer noch einfacheren Form schreiben, wenn wir sie in allen ihren Glie- 
dern mit abc dividiren ; dann folgt endliiib 

XUS, 

abc 
als die Gleichung einer Flache, welche im Octanten der positiven Halbaxen 
durch die Parameter a, b und c gegeben ist. Diese von Lame eingeführte 
Schreibart der Fläche n gl ei chun gen ist äusserst symmetrisch, und lässt uns 
in gar keinem Zweifel über die eigentliche Bedeutung der Constanten, welche 
als Divisoren der Coordinaten aultreten; denn jede dieser Constanten ist 
derjenige Parameter, welcher in dieselbe Axe fällt, deren Coordinatzeichen 
als Zähler über ihm steht. 

Anm. Der GleichfUmiigkeit und feichleren OrientiniDg wegen ist es daher 
sehr empfehlenswerlh , so weit als tbanlich immer den Bacbstaben a fBr den 
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Parameter in der Axe der a?, den Boehstaben b für den Parameter in der Aze 
der y, und den Bachstaben e für den Parameter in der Axe der z zu gebrau- 
chen. Die grosse Analogie zwischen der Linieogleichung in der Ebene und der 
FlächengleichuDg im Räume fällt in die Augen. 

§. 15. Fortsetzung. 

Dass nun aber in den klinoedrischen Axensystemen die Flächen- 
gleichung genau dieselbe Form hat, dass solche also völlig unabhängig 
von den Neigungswinkeln der Coordinat-Ebenen und der Axen ist, diess lässt 
sich ganz allgemein zeigen, wenn wir sogleich ein triklino^drisches Axen- 
system voraussetzen. Nennen wir in solchem 

er, ß und y die Neigungswinkel der Axen gegen einander (§. 12), 
^, V und ^ die Neigungswinkel der Axen gegen die Coordinat-Ebenen, 
und denken wir uns abermals eine im Octanten der positiven Halbaxen durch 
die Parameter a, b und c gegebene Fläche, so wie die von ihr und den drei 
Coordinat-Ebenen begränzte, schiefe dreiseitige Pyramide durch drei Schnitt- 
flächen, welche durch die Axen und irgend einen Punct P von den Coordina- 
ten .r, y.und z gelegt worden, in drei Theilpyramiden zerlegt, so gilt für 
diese vier Pyramiden abermals die Gleichung : 

PBCM^PCAM^PABM=ABCM 
allein die einzelnen Glieder dieser Gleichung werden etwas anders zu berech- 
nen sein. Es bestimmen sich nämlich die Grundflächen der drei Theil- 
pyramiden, wie folgt : 

BCM^^bcsima^ CAM^\casmß^ AB M=:iab sin y^ 
und die Höhen derselben, oder die von dem Puncto P auf diese Grundflächen 
gefällten Normalen PQ\ PK und PS' erhalten die Werthe : 

PO'=;rsin^, PÄ'=ysint;, PS'=ä sin ^ 
Für die ganze Pyramide endlich wird, wenn wir jffCJf als ihre Grund- 
fläche betrachten, die entsprechende Höhe sasin^. Folglich erhält die all- 
gemeine Gleichung zunächst die Form : 

xbc^m a sin ^-hffca sin ß sinv-hzab sin ^^ sin ^=sabc sin a sin § 
Da nun aber eine sehr einfache Betrachtung lehrt, dass 

sin asin ^ssin /3sin t^ssin ^/sin ^ 
ist, so verschwinden diese gleichen Factoren aus vorstehender Gleichung, 
und wir gelangen abermals auf den Ausdruck 

xbc-hyca-hzabssiabc 
oder auch 

a b c 
als die Gleichung einer, im Octanten der positiven Halbaxen durch die Para- 
meter a, b und c bestimmten Fläche. 

Obwohl nun in beiden Fällen, d. h. im orthoödrischen wie im triklinoe- 
drischen Axensysteme, diese Gleichung zunächst nur für das, innerhalb 
des Octanten der positriven Halbaxen liegende Feld der Fläche gefunden 

2* 
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worden ist, so stellt sie uns doch das AusdehiraegsgeseCz der Fliehe in ikrer 
ganzen indefiniten Erstrecknng dar, indem für jeden ausserhalb dieses 
Octanten gelegenen Pnnet nur das Vorzeichen der betreffenden Coordinate 
zu ändern ist. Auch gilt diese Gleichung ganz allgemein für jede beliebige 
Fläche, sobald wir die Vorzeichen der Parameter berücksichtigen, wie 
solche ii^end einer, in einem andern Octanten gegebenen Fläche entsprechen ; 
welche Vorzeichen auch auf die rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehende 
1 oder sonstige Constante ihren Einfluss ausüben werden. 

Ann. Hieraus ergiebt sieh deoo auch, dats eine Fliehe im Räume 
jedeulails durch eise Gleicbnog vollkonmieD bestimmt wird ; was sich auch um- 
gekehrt so anssprecheo iSsst, dam eine Gleichung im Baume ao und för sich 
allemal eine Flache darstellt. Da nao der P un c t zu seiner Bestimmuag drei 
Gleichnngeo erfordert , so lässt sich schon im Voraas vermotheni dass die Li- 
nie wohl zweier Gleichungen bedürfen werde. 

§. 16. Gleichungen solcher Flächen, welche einer der Axen, 
oder einer der Goordinat-Ebenen parallel sind. 

Wenn eine Fläche einer der Azen parallel ist, so wird ihr in dersel- 
ben Axe liegender Parameter den Werth oo haben. Für irgend eine Paral- 
lelfläche der Axe der x wird also a=oo, wodurch aus ihrer Gleichuog das 
mit (c behaftete Glied verschwindet ; auf ähnliche V(^eise verhält es sich mit 
dem Parameter b oder c für Flächen, welche der Axe der y oder % parallel 
sind. Daher wird denn die Gleichung 

einer Parallelfläche der Axe der a?, |^ -^ - == 1 

b c 

und es ergiebt sich hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur zwei Co- 
ordinaten auftreten, eine Parallelfläche derjenigen Axe bedeutet, welche 
nach der fehlenden Coordinate benannt ist. 

Wenn eine Fläche zweien Axen, oder, was dasselbe bedeutet, einer 
Coordinat-Ebene parallel ist, so werden ihre in beiden Axen liegenden 
Parameter den Werth oo haben, wodurch denn die beiden betreffenden Glie- 
der der Gleichung verschwinden ; daher wird die Gleichung 
einer Parallelfläche der Ebene {xy)^ z =z c 

- {zx)y y ^ b 
- - iyz), X ^ a 
und es folgt hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur noch eineCoor- 
dinate auftritt, eine Parallelfläche derjenigen Coordinat-Ebene bedeutet, 
welche nach den beiden anderen Coordinaten benannt ist. 

Anm. Wie überfaaapt eine Gleichung im Raome immer nur eine 
Fläche bedeutet, so gilt diess auch fttr jede der Drei vorstehendeo Gleichun- 
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geo. Die Gleichong x^sa sagt eigentlich aus, dass alle ^ mit detn Werthe « 
za denken siod; sie verweist nns auf die Vorstellung sämmtlicher Pancte, 
dertn azoparallele Ahstifnde von der Coordinat^Ebene (yz) den Werth a haben, 
und folglich auf die Vorstellung derjenigen Parallelfläcbe dieser Ebene, welche 
die Axe der x in der Entfernung a vom Mittelpuncte sehneidet. Dasselbe gilt 
in ganz ähnlicher Weise von den beiden Gleichungen y^s^b und zssc. 

Damit erkennen wir denn auch die wahre analytisch-geometrische Be- 
deutung der drei Gleichungen, durch welche nach §.13 ein Punct im Räume 
bestimmt wird. Jede dieser Gleichungen verweist uns eigentlich nicht auf die 
Vorstellung des Werthes, welcher einer von den drei Coordinaten des Punc- 
tes P zukommt, sondern auf die Vorstellung einer von denjenigen drei Paral- 
lelfiächen der Coordinat-Ebenen, welche durch diesen Punct gelegt oder ge- 
dacht werden können. Die Gleichung xssta druckt also in der Figur 8 nicht 
sowohl die Gleichheit der Coordinate PQ mit der Linie ^Af, als vielmehr die 
Fläche PRÄS in ihrer ganzen indefiniten Erstreckung aus; eben so bedeutet 
y^bAit FlSehe PQBS, und z^^c die Fläche PQCR, beide in ihrer indefini- 
ten Ausdehnung. Jeder Punct im Räume wird daher analytisch -geometrisch, 
oder durch seine Gleichungen, nicht als der Dnrchscbnittspunct seiner drei 
Special-Coordinaten, sondern als der Durchscbnittspunct dreier Parallelflächen 
mit den Coordinat-Ebenen erfasst und dargestellt. 

Aus der vorhergehenden Anmerkung folgt auch, dass ^»0 die Gleichung 
der Goordinat- Ebene (yz) ist, sowie dass ysO und ;i?=aO die Gleichungen 
der beiden anderen Coordinat-Ebenen sind. Denn 07=0 verweist ons mit 
unserer Vorstellung auf alle diejenigen Puncte, deren axoparalleler Abstaffd 
von der CoordinatrEbene (yz) gleich Null ist ; nad eben so verhält es sich mit 
den beiden andere Gleichungen. 

§. 17. Gleichung einer durch den Mittilpunct gehenden 

Fläche. 

Wenn gefordert wird, dass irgend eine Fläche, deren Gleichung 

a c 
ist, durch einen Punct P gehen soll, dessen Gleichungen 

• ^r=^, y=y und Ä=* 
sind, so wird dieser Punct als ein solcher vorausgesetzt, weicherauch der 
gegebenen Fläche angehört. Wie nun für alle Puncte dieser Fläche die vor- 
stehende Gleichung Giltigkeit hat, so wird solche auch für diesen Punct 
gelten müssen, in Bezug aufweichen sie die besondere Form 

a b c 
anmmnt. Subtrahirt nuin diese besondere Gleichung von jener allgemeinen 
Gleichung, so folgt : 

a b c 

als die Gleichung einer jeden durch die Parameter a, b und c bestimmten 
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Fläche, welche zugleich durch einen Panct von den Coordinaten /?, q und s 
geht. 

Ist also dieser Punct der Mittelpunct des Axensystems, fiir wf leben 
j9, q und s den Werth haben, so erhalten wir 

a b c 

als die allgemeine Form der Gleichung einer jeden, durch den Mittel- 
punct gehenden Fläche. 

Vergleichen wir solche mit der Gleichung einer ausserhalb des Mit- 
telpunctes gegebenen Fläche, so erkennen wir als wesentlichen Unterschied 
de^ Mangel eines constanten, oder eines von den Coordinaten unabhän- 
gigen Gliedes. Wollen wir also irgend eine durch ihre Gleichung gegebene 
Fläche in einer, sich selbst parallelen Lage auf den Mittelpunct des 
Axensyslems transportiren, oder wollen wir für sie die Gleichung ihrer 
Centroparallele finden, so brauchen wir in ihrer Gleichung nur das con- 
staute Glied, oder, bei der gewöhnlichen Schreibart, die rechter Hand 
vom Gleichheitszeichen stehende Einheit verschwinden zu lassen. 

Eine unmittelbar aus dieser ihrer Gleichung sich ergebende Folgerung 
ist, dass es bei jeder durch den Mittelpunct gehenden Fläche nur auf das Ver- 
hältniss der Constanten a, h und c, aber durchaus nicht auf die absoluten 
Grössenwerthe derselben ankommt , wie sie denn in der That nur noch un- 
eigentlich den Namen von Parametern führen. Man überzeugt sich hiervon 
am leichtesten, wenn man eine ausserhalb des Mittelpunctes gegebene 
Fache in einer sich selbst parallelen Lage allmälig auf den Mittelpunct trans- 
portirt; das Verhältniss ihrer Parameter bleibt dabei immer das ursprüng- 
liche, aber die Werthe derselben vermindern sich fortwährend, bis sie 
endlich im Momente, da tte Fläche den Mittelpunct erreicht, auf Null herab- 
sinken, aber auch noch in diesem Momente ihr anfängliches Verhältniss be- 
haupten. Daher ist es in der That ganz gleichgiltig, welche absoluten Werthe 
man in der Gleichung 

^ y ^ i\ 
a b c 

den Constanten a, b und c ertheilt^ wenn nur das Verhältniss dieser 
Werthe dasjenige ist, welches der Lage der Fläche entspricht , und durch die 
Parameter irgend einer beliebigen Parallelfläcfae bestimmt wird. 

§. 18. Gleichung einer Fläche, welche durch drei gegebene 

Puncte geht. 

Wenn eine Fläche durch zwei Puncte P und P von bekannter Lage 
geht, so ist für jeden beliebigen Werth eines ihrer Parameter die Grösse der 
beiden anderen Parameter bestimmt, weil durch die Verbindungslinie jener 
beiden Puncte immer noch unzählige Flächen möglich sind. 

Sind uns aber drei Puncte P, P und P' durch ihre Coordinaten/?, q 
und s^ p\ q und s\ p\ q' und s" gegeben, so wird die durch sie gehende 
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Fläche voiikommea bestimmt, und es müssen sich daher die Parameter 

dieser Fläche durch die Coordinaten jener Puncte ausdrücken lassen. 

Nehmen wir an, die Fläche habe die Gleichung 

X y z ^. 
— + l--h- = 1 
o^ b^ c^ 

so liefern uns die drei Puncte P, P und P', weil solche dieser Fläche ange- 
hören, die drei Bedingungsgleichungen : 

a^ b^ c^ 

^' ' ' 

flj b^ Cj 

// // n 

^ + ^ + —«1, 
<7j b^ C, 

mitteis welcher die unbekaunlen Parameter ^^ b^ und c^ leicht zu bestimmen 
sind, indem man z. B. aus der ersten und zweiten, sowie aus der zweiten 
und dritten Gleichung den Parameter a^ eliminirt, wodurch man auf zwei 
neue, nur noch mit b^ und c^ behaftete Gleichungen gelangt ; unterwirft man 
hierauf diese demselben Verfahren, indem man aus ihnen b^ eliminirt, so er- 
hält man den Werth von c^. Auf ähnliche Weise bestimmen sich weiter die 
Werthe von b^ und a^ ; und führt man dabei die sich von selbst darbietenden 
Reductionen aus, so findet man endlich : 

^1- gs'^-q's ^- q's-qs" + qs"^q8 ^ (f[qi) 
_ q\sp^sp)'hq(s'p^sp')'k'q(sp'^s'p') __ V 
* sp —sp + s p-sp + sp -^s p 5P(*p) 

ff/ / / V . f/ ff ff\ . / f ff ff f\ WT 

^ _ ^ (P9 "P y)+^ q—pq )'^Hpq —pq) ^ u 
* pq'—pq -»- p"q-pq' + pY—p'q' 9^P9) 

In diesen drei Ausdrücken hat der Zähler einen und denselben Werth; 
wenn es also nur darauf ankommt, das Verbal tniss der Parameter tf^, b^ 
und c^ zu kennen, so kann man den gemeinschaftlichen Zähler vernachlässi- 
gen. Dieses Verhältniss wird nämlich : 

1 1 l 


q){qs) • (p{sp) ' q)(pq) 
oder auch a^ : b^ : c^=q)(pq)g)(sp) : g>(qs)q)(pq) : (p{sp)q>{qs) 
Bei der Bestimmung von Krystallflächen wird man immer nur dieses Verhält- 
niss zu berücksichtigen haben. 

§. 19. Durchschnittslinie zwei Flächen. 

Wenn uns zwei Flächen F und F' gegeben sind, so tritt uns als eines 
der nächsten Probleme die Bestimmung ihrer Durchschnittslinie entgegen. 
Es seien 

^^.^^--=l und--4.^-h~-l 
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die GleichoBgeB der beiden Plüehen, ao kann man zwar sagen, daaa ihre 
Durchschmltslkiie eigentlich schon dnrch die gleichzeitige Position heider Gvlei* 
chungen, in der Voraussetzang, dass solche auf dasselbe Objeet im Ranme 
bezogen werden sollen , gegeben sei* Wir gelangen jedoch auf eine etwas 
andere und noch einfachere Bestimmung der gesuchten Linie, wenn wir dcD 
Umstand berüeksiehtigen, dass alle ihre Puncte eben so wohl der Fliehe P^ 
als auch der Fläche F* angehören, und folglich den Bedingungen beider 
Gleichungen Gentige leisten müssen. Dieser Umstand berechtigt uns, die 
Gleichungen beider Flächen auf eine ähnliche Art dnrch successive Elimination 
der Cordinaten x^ y und z mit einander zu combiniren, wie solches in §. 5 
mit den Gleichungen zweier Linien, Behufs der Auffindung ihres Durchschnilts- 
punctes, geschehen ist. 

Wir multipliciren also die erste Gleichung in allen ihren Gliedern mit c, 
die zweite Gleichung in allen ihren Gliedern mit c\ subtrahiren dann die zweite 
von der ersten, und gelangen dadurch auf eine neue Gleichung, welche nur 
noch mit den beiden Coordinaten x und y behaftet ist ; wiederholen wir das- 
selbe Verfahren durch Muitiplication mit den beiden anderen Parametern, so 
erhalten wir endlich folgende drei Gleichungen : 

X y aabb\c—c) 

M^li "* Hin 

z X ccad{h — V) 

R^M" RM 
y z bb'ccia-^a) 

indem wir, der leichteren Uebersicht wegen, 

aa(bc —b'c) = M 

bb\ca''-c'a)=zN 

cc'iab'^^ab) =Ä 
schreiben. Wir könnten auch diese Gleichungen auf eine solche Form brin* 
gen, dass rechter Hand vom Gleichheitszeichen nur 1 statt der dort stehenden 
Gonstanten erschiene, ziehen es jedoch vor, sie so su schreiben, wie sie un- 
mittelbar gefunden worden sind. 

Es fragt sich nun, welche Bedeutung wohl eine jede dieser drei 
Gleichungen an und für sich hat. Wir wissen (§. 15, Anm.), dass jede 
einzelne Gleichung im Räume nur eine Fläche bedeuten kann; also muss 
auch jede dieser Gleichungen an und für sich irgend eine Fläche darstellen. 
Wir haben ferner in §. 16 gesehen, dass eine jede Gleichung, in welcher nur 
noch zwei Coordinaten auftreten, eine Parallelfläche mit derjenigen 
Axe bedeutet, welche nach der fehlenden Coordinate benannt ist; folg- 
lich muss die erste Gleichung eine Parallelfläche der Axe der »^ die zweite 
Gleichung eine Parallelfläche der Axe der y, und die dritte Gleichung eine 
Paralletfläche der Axe der x darstellen. 

Weil jedoch diese drei Gleichungen durch Combination der beiden F15^ 
chengleichungen von F und F* erhalten worden sind, so können sie sich ge- 
meinschaftlich nur auf alle diejenigen Puncte im Räume beziehen, 
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wdche diesen beiden FlSehen zugleich angeboren, d. h. so werden wir 
durch sie, dafem wir sieanfein und dasselbe Objeot im Räume beziehen, 
auf die Durchschnittslinie beider Flächen verwiesen. Folglich wird 
diese Durcbschnittslinie in drei Ebenen erfasst, deren jede einzelne eine Pa- 
rallelfläehe mit einer der Axen ist. Diese Ebenen sind aber in der That keine 
anderen, al» die durch die gesuchte Durchschnittslinie gelegten oder ge- 
dachten Parallel-Ebenen der Axen, welche man die projicirenden Ebe- 
nen der Linie nennt; und darin besteht eben die einfachste analytisch-geome- 
trische Auffassung dieser Linie, dass sie als die Durchschnittslinie ihrer pro- 
jicirenden Ebenen vorgestellt wird. 

Nun ist aber an und für sich einleuchtend, dass die gesuchte Durch- 
schnittslinie doch eigentlich durch zwei ihrer projicirenden Ebenen schon 
vollkommen bestimmt wird, dass also die dritte projicirende Ebene ge- 
wissermaassen als ein ganz überflässiges Element zu betrachten ist^ welches 
gar nicht berücksichtigt zu werden braucht, weil es schon in den beiden an- 
deren Ebenen zugleich mit gegeben ist. Diess ergiebt sich auch wirklich aus 
den gefundenen drei Gleichungen, von welchen sich sehr leicht darthun lässt, 
dass in )e zweien allemal die dritte schon enthalten ist. Man addire nämlich 
erst alle drei Gleichungen, so folgt: 

aa'bb\c—c) ccaa^b—b') bVcc{a — a) ^ 
MN "*■ Wa "*" NR *""' 
hierauf addire man irgend zwei derselben, z. B. die erste und zweite, so 
erhält man 

y z aa'bb^c—c) ccaa'(b^b') 

^ N'^r'^ mN *^ rM ' 

Setzt man hierin für das, was rechter Hand vom Gleichheitszeichen steht, den 
aus der vorhergehenden Gleichung folgenden Wertji, so gelangt man auf die 
dritte Gleichung 

y s ^ bb'ec{a'^a) 
N" R" NR • 
Hieraus ergiebt sich denn, dass die DurehscbBittslinie zweier Flächen 
Fund F* analytiftchTgeometriseh durch zwei ihrer projicirenden Ebenen er- 
fasst und ausgedruckt wird. Die dritte Gleiebimg, welche die dritte projici- 
rende Ebene darstellt, ist eigentlich gar keine besondere Gleichung, sondern 
nur ein Consectarium der beiden anderen Gleichungen; und wenn aueit oben 
durch sucoessive Elimination der Goordinalen drei Gleichungen erbahen wor^ 
den, so sind doch eigentlich nur zwei, wirklich verschiedene Gleichungen ge- 
funden worden. 

§. 20. Jede Linie im Räume wird durch zwei ihrer projici- 
renden Ebenen bestimmt. 

Was wir im vorhergehenden Paragraph zunächst für die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen Fund F' erkannt haben, diess gilt allgemein für alle 
Linien; d. h. eine jede gerade Linie wird analytisch -geometrisch in 


86 AoalylUche Sleraometrie ; Linieo« 

zweien ihrer projicirenden Ebenen zu erfassen und darzustellen sein. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung durfte sich aus folgender allgemeinen Betrach- 
tung ergeben. 

Wir sind mit allen unseren Vorstellungen von Punct, Linie und Fläche 
an den Körper gewiesen, an welchem allein sich diese Ausdehnungen als 
Begränzungs-Elemente anschaulich verwirklicht finden , indem der erste als 
Eckpunct, die zweite als Kantenlinie , die dritte als Oberläche erscheint. Die 
einzige, seinem Begriffe entsprechende Vorstellungsweise des Punctes 
ist es, wenn man ihn als den Durchschnittspunct dreier (oder mehrer) Flä- 
chen denkt ; ebenso entspricht die Vorstellungsweise der Linie, als des Durch- 
schnittes zweier Flachen, die Vorstellungsweise der Fläche, als der Ober- 
fläche eines Körpers, einzig und allein den Begriffen beider Arten von Aus- 
dehnung. Den Puncl in abstracto und gleichsam isolirt, als ein Etwas ohne 
Länge , Breite und Höhe, die Linie in abstracto, als eine Länge ohne Breite 
richtig vorzustellen, diess scheint nicht wohl möglich. Soll nun die 
analytisch-geometrische Auffassung dieser Ausdehnungen zu brauchbaren Re- 
sultaten führen , und frei von Widersprüchen bleiben, so wird sie offenbar 
mit jener uns nothwendigen Vorstellungsweise im Einklänge stehen müssen. 
Wir werden daher, wie den Punct als Durchschnitt dreier, so die Linie als 
Durchschnitt zweier Flächen, so endlich die Fläche selbst als Oberfläche eines 
Körpers zu erfassen haben. Diess ist auch in der That der Fall ; denn, indem 
wir in den drei Coordinat-Ebenen drei Flächen willkürlich voraussetzen, wird 
ja offenbar jede Fläche als Theil der Oberfläche einer dreiseitigen Pyramide 
erfasst; und indem wir für jeden Punct drei Gleichuugen wie ^=^, y=b 
und !s=ic aufstellen, erfassen wir denselben eigentlich als den Durchschnitts- 
punct dreier Ebenen, weil ja jede dieser Gleichungen für sich die Parallel- 
fläche einer Coordinat-Ebene ausdrückt. 

Was nun endlich die Bestimmung der geraden Linie im Räume betrifil, 
so ist es einleuchtend , dass solche zuvörderst jener nothwendigen Vorstel- 
lungsweise angemessen, also dergestalt beschaffen sein müsse, dass jede Linie 
als der Durchschnitt zweier Ebenen fixirt wird. Doch werden wir, zur Ver- 
einfachung der Bestimmungs-Methode, diese Ebenen so zu wählen haben, dass 
ihre Ausdrücke möglichst einfach werden ; welcher Forderung allgemein nur 
dann Genüge geleistet wird, wenn wir sie als Parallelflächcn der Axen ein- 
führen. Man nennt aber jede Ebene, welche durch eine gegebene Linie mit 
einer der Axen parallel gelegt wird, eine projicirende Ebene der Linie; 
und man begreift, dass es allemal für jede Linie so viele projicirende Ebenen 
geben wird, als das Axensystem Axen zählt, während doch immer zwei 
dieser Ebenen zur Bestimmung der Linie vollkommen ausreichend sein wer- 
den. Folglich wird jede gegebene Linie im Räume durch zwei ihrer pro- 
jicirenden Ebenen bestimmt. 

Da nun die einfachsten Formen für die Gleichungen dreier projicirenden 
Ebenen die folgenden sind : 

— T- — L, T- — — ■■•1 ^ -^ * 

l^ V Q a T V 
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so wird auch im AllgemeineD eine Linie im Raome durch zwei solcher Glei- 
chungen dargestellt werden. Ueberhaupt aber erfordert eine Linie im Räume 
stets zwei Gleichungen, und umgekehrt verweisen uns zwei Gleichungen, 
wie sie auch beschaffen sein mögen, allemal auf eine Linie, sobald sie beide 
auf ein und dasselbe Objecl im Räume bezogen werden. 

§.21. Linien, welche einer Coordinat-Ebene oder einer Axe 

parallel sind. 

Wenn eine Linie einer der Coordinat-Ebenen parallel ist, so fallen zwei 
ihrer projicirenden Ebenen in eine Ebene, welche solcher Coordinat-Ebene 
parallel liegt, während die dritte projicirende Ebene ihre allgemeine Lage be- 
hauptet. Demnach werden Gleichungen 

wie -~-i-^s= 1 und 5 = 

- - -!--= 1 - yssv 
Q a ^ 

T V 

die Gleichungen dreier Linien, welche beziehendlich den Coordinat- Ebenen 

(.ry), (zx) und (yz) parallel sind. 

Wenn dagegen eine Linie zweien Coordinat-Ebencn, oder einer Axe 
parallel ist, so hat sie ebenfalls nur noch zwei projicirende Ebenen, welche 
Parallel-Ebenen der betreffenden beiden Goordinat-Ebenen sind ; folglich wer- 
den y^=^ Qiid z^sQ 

z=Q - Ä*=]te 
x=fi - y^=v 

die Gleichungen dreier Linien, welche beziehendlich der Axe der o?, der y 
oder der z parallel sind. 

Hieraus ergiebt sich denn auch, dass 

ys=0 und ss=0 die Gleichungen der Axe der ^ 
z=sO - a?=0 - - - - - y 

y=0 - zs=0 - - - , - ^ 

sind, wie diess auch daraus gefolgert werden kann, dass die Axe der a; die 
Durchschnittslinie der beiden Goordinat-Ebenen (^) und (zx) ist, u. s. w. 

§.22. Intersectionen einer Fläche. 

Wir wollen die Durchschnittslinien einer gegebenen Fläche mit den Go- 
ordinat-Ebenen allgemein die Intersectionen der Fläche nennen, und 
solche als die Intersection (a?y), {zx) und (yz) unterscheiden. Es ist nun 
leicht, für eine durch die Gleichung 

a c 
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gegebene Fläche die Gleiohiwgea ihrer InterseetioBen za findea. Da nanlich 
eine jede derselben in eine der Goordinat*Ebeneo ftllt , so wird auch solche 
CoordinalrEbene die eine ihrer projicirenden Ebenen sein. Poiglioh gilizu- 
niehst 

für die Intersection (xy) die Gleichung ir ss 

- - . Ixx) - - y = 

- . - {ys) - - a? = 

Da aber jede Intersection von lauter solchen Puncten gebildet wird, welche 
der gegebenen Fläche angehören, so muss auch für jede derselben die Glei- 
chung 

a b c 
Giltigkeit haben. Führt man nun in diese Gleichung successiv die BedinguD- 
gen 9=0, y=0 und J7=0 ein, so erhält man die Gleichungen der zweiten 
projicirenden Ebenen. Demnach ergeben sich: 

für die Intersection {xy) die Gleichungen ^=0 und — +^ = 1 

(zx) ' ' y=0 „ 5^ + ^ = 1 

(yz) - . ^=0 „ 1+1 = 1 

Anm. Da jede Intersection innerhalb ihrer Goordinat-Ebene als eine, 
in einer Ebene gegebene Linie vorgestellt werden kann, so Iflsst sich ancb, 
bei solcher Vorstelhmgsweise, von der. ersten Gleichnng jzrssO n. s. w. abstra- 
hiren. Diess geschieht ganz gewöhnlich bei der Bestimmnog der geraden 
Linie im Ranme, indem man die Intersectionen ihrer projicirenden Ebenen, 
welche man die Projectionen der Linie nennt, als dergleichen in den Coor- 
dinat-Ebenen gegebene Linien einführt, und demgemäss sagt, dass die Linie 
durch zwei ihrer Projectionen bestimmt werde . Streng genommen 
gehört aber zar Vorstelluog und Darstellung einer soleben Projectien allemal 
noch eine Gleichung von der Form a?sr(>, ys=0 oder 27s»0, weil nas eine 
Gleichung im Räume stets auf eine FlScbe verweist. 


§. 23. Gleichung einer durch den Mittelpunct gehenden 

Linie. 

Wenn eine Linie durch den Mittelpunct des Axensystems geht, so müs- 
sen natürlich ihre projicirenden Ebenen gleichfalls durch den Mittelpunct 
gehen \ daher wird eine jede solche Linie allgemein durch zwei Gleichungen 
roD der Form 

jW V Q O TV 

bestimmt werden, in welchen es nach §. 17 gar nicht mehr aaf die absoloteo 
Grössenwerthe , sondern lediglich auf das Verhältniss der Parameter 
ju, V, q U.S.W, ankommt. 
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FälU die Linie in den Oetanten der positiven Halbaxen, welche Lage 
wir im Allgemeinen voraussetzen können, so werden ihre Gleiohangen noth- 
wendig von der Form 

f^ V ? ^ TV 

sein müssen, wie eine sehr einfache Betrachtung erkennen lässt. 

Der Umstand aber, dass es für jede durch den Mittelpunct gehende Linie 
nar noch auf die Kenntniss des Verhältnisses der Parameter ihrer pro- 
jicirenden Ebenen ankommt, verweist uns noch auf eine Folgerung, durch 
welche ihre Gleichungen in einen weit innigeren Zusammenhang gebracht 
werden. Diese Folgerung lässt sich in dem Satze aussprechen, dass es bei 
jeder solchen Linie nur noch auf die Kenntniss des Verhältnisses dreier 
Parameter ankommt, weil in ihren Gleichungen die auf dieselbe Axe be- 
züglichen Parameter stets mit demselben Werthe einzuführen sind. 

Es folgt nämlich zuvörderst aus den vorstehenden Gleichungen, dass 

fiQt a vav 

Setzen wir nun in der zweiten Gleichung fi statt er, und ^ statt ^, und setzen 
wir in der dritten Gleichung v statt r, und — statt t;, so werden solche 

= und^ «0 

f^Q ^l VW 

Da nun ^ = — , so lassen sich, indem wir diese Grössen durch den einzigen 

Buchstaben q ausdrücken*), die zweite und die dritte Gleichung auch so 
schreiben : 

i-f^Ound^-i^O 

Q fi, V Q 

womit sich denn das Resultat ergiebt, dass eine jede durch den Mittel- 
punct gehende Linie durch zwei Gleichungen von der Form 

dargestellt wird, in welchen die auf dieselben Axen bezüglichen Parame- 
ter stets gleichen Werth haben; ein eben so einfaches als folgenreiches Re- 
sultat. 

Anm. Dieses Resultat lässt sich auch folgendermaassen darthun. Man 
denke sich durch den Mittelpunct eine in den Octanten der positiven Halbaxen 
fallende Linie, und in derselben irgend einen beliebigen Pnnct P, dessen Goor- 
dinaten /u, v und q sind, so werden die drei projicirenden Ebenen dieser Linie 
offenbar durch die drei Gleiehongen 

f_y,0, ^-^=0, «ndL_f „0 

fl V P M V Q 


*) Dessen Bedeutnog also voo ouq «d eioe andere ist, als vorher* 
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bestimmt, und zwar g;anz allgemein, weil die GoonUnaten pi^ v ood q ii^nd 
eines anderen Ponctes P' nothwendtg das Verhflllniss von fk\¥',Q haben 
masseoy nnd weil es bei einer jeden darch den Hittelpnnct gehenden Linie ledig- 
lich aaf das Verhältniss der Parameter ihrer projicirenden Ebenen ankammt. 

§.24. Parallelismus einer Fläche mit einer Linie. 

Wenn uns eine Linie L gegeben ist, und die Forderung gestellt wird, 
dass irgend eine Fläche F dieser Linie parallel sei, so ist die Bedingnngsglei- 
chnng sehr leicht zu finden, welche für die Parameter der Linie und der Fläche 
erfüllt sein muss, damit der geforderte Parallelismus wirklich Statt finde. 

Ans dem vorausgesetzten Parallelismus der Linie und der Fläche folgt 
nämlich, dass, wenn wir beide auf den Mittelpunct des Axensystems trans- 
portiren, dann die Linie ganz in die Fläche fallen muss, oder dass dann 
alle Puncte der Linie zugleich Puncte der Fläche sein müssen. 

Welche Gleichungen nun auch für die Linie L gegeben sein mögen, so 
werden doch (nach §. 23) die Gleichungen ihrer Gentroparallele auf die 
Form 

gebracht werden können. Die Gleichung der auf den Mittelpunct transportir- 
ten Fläche F aber wird allgemein durch 

a b c 
dargestellt werden. Da nun, bei ihrer jetzigen Lage, ein jeder Punct der 
Linie auch ein Punct der Fläche ist, so können wir die aus den Gleichungen 
der Linie folgenden Werthe von y und z in die Gleichung der Fläche setzen ; 
dadurch werden aus der letzteren alle Coordinaten eliminirt, und es bleibt 

a c 
als die Bedingungsgleicbung, welche zwischen den Parametern einer gegebenen 
Linie L und den Parametern irgend einer Fläche F in Erfüllung gebracht sein 
muss, wenn die Fläche der Linie parallel sein soll. 

Anm. Wie viele Flächen auch einer und derselben Linie parallel sein 
mögen, so wird doch far eine jede derselben die vorstehende Bedingnngsglei- 
chang gelten, welche für die Krystallographie eine grosse Wichtigkeit erlangt, 
weil an den Krystallen sehr häufig ganze Reiben von Flächen ausgebildet sind, 
die alle derselben Linie parallel liegen. 

§. 25. Bedingung für den Parallelismus einer Fläche mit der 
Durchschnittslinie zweier gegebenen Flächen. 

Sind uns irgend zwei Flächen F und F' gegeben, und wird verlangt, 
dass eine dritte Fläche F" der Durchschnittslinie der beiden ersteren parallel 
sein soll, so finden wir die entsprechende Bedingung gerade so wie im vor- 
hergehenden Paragraph, indem wir sowohl die Durchschnittslinie von F und 
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F\ als auch die dritte Fläche F" auf den Miltelpunct des Axensystems Irans- 

portiren, worauf dann jene Linie nothwendig ganz in diese Fläche fallen muss. 

Es seien nun die Flächen F und F' gegeben durch die Gleichungen 

-- -h f H- - = 1 und — + ^ -h -r = 1 
a b c a c 

so haben die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie die in §. 19 zu Anfang ste- 
henden Werthe. Wollen wir diese Linie auf den Mittelpunct transportiren, 
so sind nach §. 17 in ihren Gleichungen die, rechter Hand vom Gleichheits- 
zeichen stehenden Constanlen =0 zu setzen; folglich werden diese Glei- 
chungen 

M N R M 

Die drille Fläche aber wird, wenn wir sie gleichfalls auf den Mittelpunct 
transportiren, eine Gleichung von der Form 

haben. Setzen wir in dieser Gleichung die , aus den beiden vorhergehenden 
folgenden Werthe von y und s^ so folgt: 

^ iV Ä _^ 

a c 
oder, indem wir für A/, iV und R ihre in §. 19 siehenden Werthe einschreiben : 
aa{bc—b'c) bb\ca — cd) cc'(ab'—ab) ^ 

77 "I" TT? "I- 77 =^ " 

a b c 

welches die gesuchte Bedingungsgleichung ist, die für eine Fläche F" erfüllt 
sein muss, wenn solche der Durchschnittslinie zweier Flächen F und F' pa- 
rallel sein soll. 

Anm. Man sieht, dass dieses Resultat unmittelbar aus dem vorhergehen- 
den Paragraph gefolgert werden kann, wenn man erwägt, dass hier die Grossen 
My N und R ganz dieselbe Bedeutung haben, wie dort die Grossen fi, v und (>. 

§. 26. Bestimmung einer Fläche, welche zweien Linien 

parallel ist. 

Wenn uns irgend zwei Linien L hlüA V gegeben sind, so wird es zwar 
zahllose Flächen geben, welche zugleich beiden diesen Linien parallel sind. 
Da jedoch alle diese Flächen auch unter einander selbst parallel sein müssen, 
so kommt es nur darauf an, das Verhältniss der Parameter aufzufinden, 
welches für irgend eine derselben Statt findet. Dieses Verhältniss ist nun 
aber für die durch den Mittelpunct gehende Fläche genau dasselbe, wie 
für alle übrigen; und djese Fläche bestimmt sich sehr leicht, indem wir 
beide Linien L und V auf den Mittelpunct des Axensystems transportiren. 
In dieser Lage werden ihre Gleichungen : 

-^ÄOund =0, 

-7 — ^ = und -7 7 = 0. 
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Es «ei nun ^ jr ' a 

a 6 c 
die Gleicbaag ier gesachlea Fläche, so gilt far sie (nach §• 24) yermöge des 
geforderten Parallelismus mit L die Bedingung : 

a o e 

and eben so, vermöge des geforderten Parallelismus mit L\ die Bedingaag 

# # / 

fL + L + t^O 

a e 
Eiiminirt man aus diesen beiden Bedingnngsgleicbungen successiv die Para- 
meter a, b und e, so gelangt man leicht auf folgende drei Proportionen : 

& : c SS iiv — pLV : QfJL — q'fi 

c z a sss vQ — VQ : nv — ^iv 

a : b ^= Qf/ — ^'fi : vq — vq 
aus welchen dann weiter die Proportion 

gefolgert werden kann. 

Da man nun immer ei nen der drei Parameter a, b and e mit einem wiD- 
kurlichen Wertbe annehmen kann, so sind auch die anderen beiden, jeden- 
falls aber alle drei nach ihrem Verhältnisse bekannt. 

§. S7. Bestimmung einer Fläche, welche den beiden Durch- 
schnittslinien zweier Flächenpaare parallel ist. 

Im vorbeigehenden Paragraph wurden die beiden Linien, denen die 
Fläche parallel sein sollte, als irgend zwei beliebige Linien vorausgesetzt. 
Wir können aber dasselbe Problem auch in der Weise aufTassen, dass uns 
jede dieser Linien als die Durchschnittsiinie irgend eines Flachenpaares ge- 
geben ist) die Lösung der Aufgabe wird dann natürlich dieselbe, und nur die 
Form des Resultates eine etwas andere sein. 

Es sind uns also gegeben irgend zwei Flächen F und F\ deren Durch- 
schnittsiinie L heissen mag, und eben so ii^nd zwei andere Flächen F" und 
F"' von solcher Lage, dass ihre Durchschnittslinie L' der L nicht parallel 
ist. Die Parameter der ersten Fläche. F seien a, b und c, die gleichnamigen 
Parameter der übrigen drei Flächen schreiben wir mit einem, mit zwei und 
mit drei Accenten. Es wird nun verlangt, dass eine fünfte Fläche F,, deren 
Parameter a^^ b^ und e^ heissen mögen, zugleich der L und der L' parallel sei. 

Aus dem Parallelismus mit der Durchschnittsiinie L folgt für die Fläche 

F. nach §. 25, 

M N R^^ 

/ ^* *i <?i 
wobei M^=^ad{bc —b'c)^ u. s. w. 

Aus dem Parallelismus mit der Durchschnittsiinie L' folgt eben so : 

^ ^ ^ =0 
«1 *i ^1 "" 

_^_^ mgt ff fff/tjf fff tftf ff\ 

wenn M ^^a a {o c —b c ), u. s. w. 
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Vepgleicbt man diese BedinguBgen mit dem, was in §. 26 steht, so er- 
geben sieh ohne Weiteres folgende ProportioDen : 

darch welche uns denn abermals das Verbällniss der Parameter a^^ b^ und c^ 
bekannt ist, weil wir immer einen derselben mit beliebigem Werthe einfuhren 
können. 


1. Probleme^ welche In TerscUedenen Axeisystemen eine Terschiedene Losug 

tnden. 

§.28. Centrodistanz eines Punctes. 

Wir wenden uns jetzt zu einigen von denjenigen Problemen, welche sich 
auf Lineargressen und Winkelfnnctionen beziehen, und nach dem besonderen 
Charakter des Azensystems sowohl eine verschiedene Behandlung erfordern, 
als auch auf verschiedene Resultate gelangen lassen. Dabei wollen wir jedoch 
DDF zwei Arten von Axensystemen, nämlich das orthoe'drische und das trikli- 
noedrische System berücksichtigen, well sich aus denen für dieses letztere 
System giltigen Resultaten sehr leicht auch diejenigen Resultate ableiten las- 
sen, welche dem monokiino^drischen und diklinoedrischen Axensysteme ent- 
sprechen. 

Aom. Dasselbe gilt freilich auch fQr das orthoedrisehe Azensystem, des- 
sen besondere BerficksicbtiguDg somit Überflüssig erscheinen konnte. Desun- 
geachtet ist es sehr vortheilhaft, ein jedes Problem zuvOrderst für dieses ein- 
fachste und regelmSssigste Axensyslem in Betrachtung zu ziehen, weil man da- 
durch leichter zu einer klaren Einsicht in das Wesen der analytisch-geome- 
trischen Behandlongsweise gelangt. 

Das erste Problem, welches sich uns für gegebene Puncte im Räume dar- 
bietet, ist die AufBndung ihrer Centrodislanzen , oder ihrer Abstände vom 

Mitlelpuncte des Axensystems. Es leuchtet von selbst 
ein, dass für irgend einen , durch seine Coordinaten 
07, y und z gegebenen Punct P diese Centrodistanz 
PM die, von dem Puncte selbst auslaufende Dia- 
gonale desjenigen Parallelepipedons ist, welches 
durch seine drei Coordinaten bestimmt wird. Die 
Grösse dieser Diagonale wird aber verschieden aus- 
fallen, und auf etwas verschiedene Weise zu be- 
rechnen sein, je nachdem uns ein rechtwinkeliges 
oder ein schiefwinkeliges Axensystem gegeben ist. 



Fig. 10. 


I. Centrodistanz eines Punctes im orthoedrischen Axensysteme. 

Ist das Axensystem ein orthoedrisches, so ist das Paralielepipedon recht- 
winkelig. Ziehen wir die Jf iß, so erhalten wir ein rechtwinkeliges Dreieck 

Nanmann^s Krystallographie. ^ 
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JUCiß, ieseen beide Katheten QCm^y^ ui IICk » tiad; folg^ieh wird du 
Quadrat der Hypotenuse MQ »b y^ -4* s*. Eben 00 ist aber aiieh PQM eii 
rechtwinkeliges Dreieck über den beiden Katheten PQ^sx, und BfQ^ daher 
wird PMf oder die gesuchte CentroiKstaDZ 

welcher Ausdruck in allen Fällen gilt, der Punct P nag nun in diesem oder 
in jenem Octanten liegen. 

IL Centrodiitanas eines Panetes im triklinoedrisehen Axetuysteme. 

Es ist ein bekannter Satz der Stereometrie, dass in jedem Parallelepipe- 
don irgend eine der Diagonalen gleich ist der Summe der Projectionea 
der drei anliegenden Kanten auf sie selbst. 

Es sei nun JUT^Zder Octant der pontiven Halb- 
axen, in welchem ein Punct P durch seine Coordi- 
naten PQ^w, PR^y und PSmzz gegeben ist, so 
wird PM^ oder die gesuchte Centrodistanz, diejenige 
Diagonale D des den Punct beslinunenden Paorallel- 
epipedons, an welcher dessen drei Goordinaten PQ^ 
PAund ASnnmittelbar anliegen. Bezeiefamenwirabo 

mit I den Neigungswinkel der PM gegen PQ oder x 
7j ^ - v - - - - - PÄ - J 

F8». 11. . ^ . . . - . P5 - Ä 

so folgt aus dem erwähnten Satze der Stereometrie, dass 

PM^PQ. cos ^ + Pi? . cos ü + P5 . cos ^ 
oder D =s 07008 ^ + vcost; + js cos ^ 
sein muss ; denn die rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehenden Grössen 
sind ja die Pr oj e c ti n en der drei, an der Diagonale PM anliegenden Kan- 
ten PQ, PR und PS auf sie selbst. Es bandelt sich daher nur noch daram, 
die drei Winkel f, v und ^ zu finden. Zu dem Ende ziehe man in des drei 
Coordinat-Ebenen die drei Linien MQ, MR und MS, so wird, wenn wir wie 
in §. 12 mit a, ß und y die den Azen der o?, y und s gegenüberliegenden Mit- 
telpunctswinkel oder Axenwinkel bezeichnen : 

MQ^ yy^ ^9^ -»T^oTii = Q 

MR^ yx^^a»^%xxco%ß ^R 

MS^y x^ ^t^^txycosy ^ S 
In den drei Dreiecken Pihfj^, PMR und PMS lassen sich nun, indem wir 
PM ae D setzen, die Cosinus der drei an P anliegenden Winkel, welche keine 
anderen, als die Winkel $, t; ond ^ sind, durch folgende Ausdrücke darstelle»: 

cosl^ g-^-JC 

D^^y^^B^ 

^"^^^ iDy 

COSf 8 -=r 
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MalUplieiii naa diese drei Gleichongeii bexieheBdlieh mit 2Dxj iSty und 2Djr, 

ond addirt sie hierauf, so folgt: 

daher ^ 

and endlich, nach Biasetzung der Werthe von Q, R und S, 

D SS y .1?* + y*-f- «* -f- 2^;3^COSa -f- 2907608/? + Zxjfcosy 

als der gesuchte Werth der Gentrodistanz des, durch seine drei Coordinaten 
gegebeueiiPtiictetP; ek Werth, bei dessen Benutzung natürlieh darauf Rück- 
sicht zu nehmen ist, dass die Formel voraussetzt, der Punct P liege im Oc- 
tanten der positiven Halbaxen, und die Winkel or, ß und y seien in diesem 
Octanten lauter spitze Winkel. Sollte also einer dieser Winkel ein stum- 
pfer sein, so wird der betreffende Cosinus negativ zu nehmen sein, und sollte 
der Punct in einem anderen Octanten liegen, so werden Aenderungen der 
Vorzeichen sowohl für gewisse Cosinus, als auch für gewisse Coordinaten 
eintreten müssen. 

Ann. Dass io diesem allgemeioftlea Aosdrucke filr die CcntrodistaDz eines 
Ponctas auch der vorhergehende, für ein ortboedritches Axeosyslem gefundene 
Aosdrock eathalten sei, dies ist einleuchtend, weil in diesem Axensystene a^ß 
= /=90^ wird. 

§. 29. Distanz oder Intervall zwei Puncte. 

Sind uns zwei Punoie P und P' gegeben, so erkennen wir durch eine 
sehr einfache Betraehtung, dass ihre gegenseitige Distanz oder ihr In- 
tervall die Diagonale desjenigen Para(lelepipedons ist, dessen drei Kanten 
von den drei Differenzen der gleichnamigen Coordinaten beider 
Pnocte gebildet werden. 

Um überzeugt sieb besonders leicht von der Richtigkeit dieses Satzes, 
wean man sieh beide Puncto in einem und demselben Octanten, und 
fsr den einen derselben lauter grössere Coordinaten gegeben denkt, als 
Kr den anderen. Es hat aber der Satz eine ganz allgemeine Giltigkeit, wenn 
man, bei anderer Laige der Puncto, und bei anderen Verhältnissen ihrer Coor-* 
diaatwerthe» nur auf die Vorzeichen der letzteren achtet, durch welche 
sieb in gewissen Fällen die Differenz der Coordinaten als die Summe der- 
selben, oder auch als eine negative Grösse herausstellen wird. 

Nehmen wir nun an, um zunächst jeder Berücksichtigung der Vorzeichen 
überhoben zu bleiben, dass beide Puncte im Octanten der positiven Halb- 
axen liegen, und dass die Coordinaten des Punctes P grösser sind, als die 
des Punctes P\ so ergiebt sich die Lösung des Problems, die Distanz oder 
das Intervall beider Puncte zu bestimmen, unmittelbar aus dem vorhergehen- 
den Paragraph, in dessen Resultaten wir nur statt ^, y und z die Differenzen 
x-^a/^ y^y' und jS-^js' einzusetzen brauchen, weil diess ja im gegenwflrti-* 
gen Falle die an der gesuchten Diagonale desParalielepipedefns unmittelbar an- 
liegenden Kanten sind. 
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I. Distanz zweier Punete im orihoifdrischen Altensysteme. 

Ist also das Axensystem ein orthoedrisches, so wird die Distanz oder das 
Intervall beider Punete : 

J^ y {X'-x'f + {y-yf + {%-zy 
welcher Ausdruck ganz allgemeine Gilligkeit hat, sobald nur die Vorzeichen 
der Coordinaten berücksichtigt werden, wie sich solche nach Maassgabe der 
Lage der Punete in diesem oder jenem Octanten bestimmen. 

II. Distanz zweier Punete im triklinoedrisckoß Axensysteme. 

Ist das Axensystem ein triklinoedrisches , so wird die Distanz beider 
Punete * 

j=l/*[(a:-^7+ry-yOH-(«-0*+2fy-y')(^-^>osof-i- 

2(5r— ä')(j7— .r')cos/9H-2(Ä?— a?')(y— y')cosy] 
wobei in jedem besonderen Falle nicht nur auf die Vorzeichen der Coordina- 
ten, sondern aucii darauf Rücksicht zu nehmen ist, welche von den Winkeln 
a, ß und y in dem Octanten der positiven Halbaxen als spitze oder als slompfe 
Winkel erscheinen, weil der Ausdruck von / in seiner vorstehenden Form 
voraussetzt, dass beide Punete im Octanten der positiven Halbaxen lie- 
gen, und dass in demselben Octanten alle drei Winkel spitze Winkel sind. 

§. 30. Neigungswinkel zweier Linien. 

Sind uns im Räume irgend zwei Linien L und V gegeben, so ist eines 
der wichtigsten Probleme die Bestimmung ihres Neigungswinkels ff^. Denn 
wenn auch beide Linien gar nicht zum gegenseitigen Durchschnitte kommen, 
so werden sie doch immer mit einander einen gewissen Winkel bilden. Nun 
ist es aber von selbst einleuchtend, dass dieser Winkel gar nicht von der ab- 
soluten, sondern lediglich von der relativen Lage der Linien abhängt, und 
dass er unverändert bleibt, wenn wir eine jede derselben in einer sieb 
selbst parallelen Lage auf den Mittelpunct des Axensystems transportiren. 
W i e also auch die absblute Lage beider Linien beschaffen sein mag, so sind 
wir berechtigt, bei der Bestimmung ihres Neigungswinkels statt ihrer selbst 
ihre beiden Centroparallelen einzuführen; und welche Gleichungen ons 
auch für L und L' gegeben sein mögen, so werden solche immer auf die Form 
der Gleichungen einer durch den Mittelpunct gehenden Linie zu bringen sein. 

Es seien nun die Gleichungen der Centroparallele von L 

£_y=Ound*-^=0 
p q s p 

und eben so die Gleichungen der Centroparallele von L' 

— — -, =:Ound -r 5 = 

p q s p 

Da wir den Winkel fV nicht unmittelbar, sondern nur in ein^ seiner trigono- 
metrischen Functionen bestimmen können, so wollen wir den Cosinus dessel- 
ben aufsuchen. 
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Zu dem Ende wählen wir in der Centroparallele von L irgend einen be- 
liebigen Puncl P^ dessen Coordinaten x^ y und %^ sowie in der Centroparal- 
r lele von 11 irgend einen beliebigen Punci P\ dessen 

Lf Coordinaten wir mit x\ y und :;' bezeichnen wollen, 
L um sie von denen des ersieren Punctes zu nnterschei- 
I den. Ziehen wir nun die Verbindungslinie PP' beider 

/ Pancte, so entsteht ein Dreieck PPM^ in welchem der 

' an if anliegende Winkel PMP der gesuchte Neigungs- 

-^.^.r^ Winkel fV beider Centroparallelen und folglich auch 
i>^ beider Linien ist. Hieraus ergiebl sich 

^ "^ 2PMTWW 

oder, indeoi wir die für die Centrodistanzen and für das Interv«!! beider 
Puncte gebrauchten Buchstaben einfuhren : 

„^ 2>* + />'»_ J« 
cos IT- j^ 

Bis hierher ist die Lösung des Problems dieselbe, welche Beschaffenheit 
auch das Axensystem haben möge ; es handelt sich nun aber darum, für /?, 
D' und J ihre Werthe einzusetzen, welche allerdings nach Maassgabe des 
Axensystems verschieden sind. 

L Neigungswinkel »weier Linien im ortboedrischen Axensysieme. 

Wenn das Axensystem ein orthoedrisches ist, so folgt aus vorstehendem 
Ausdrucke von cos W^ indem man für /?, IV und J ihre Werthe 


J^Y{x^x'f^{yy'f^{%^%')^ 
einsetzt, nach den gehörigen Ileduclionen, 

XX -H yy +■ ^ä' 

cos W = ^ ^ _ : 

Substituirt man hierin die aus den obigen Gleichungen der Centroparallelen 
von L und V sich ergebenden Werthe von y und ^, von y und z\ so elimi- 
niren sich alle Coordinaten, und es bleibt 

cos fr SS ^ f^ ^' ^ — 

Yp^^q^^s^ Yf"^^q^^s"^ 

welches der gesuchte Werth von cosff^ in einem orthoßdrischen Axensy- 

steme ist. 

Hieraus ergiebt sich für die Recht wink eligkei't zweier Linien die 
Bedingungsgleichung pp' + qq' + ss' =0. 

IL Neigungswinkel zweier Linien im triklinoedrischen Axensysteme, 
Setzen wir in dem oben vor I stehenden Ausdrucke von cos tV 
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«0 ergiebl sich, aach des gehörigen RedaclioBeii, zuulchsl eos/F 

Sabetituirl man bierin aberg|||b die ans den obigen Cleichungen der Centro- 
parallelen foppenden Weribe von y and 9, von y' nnd V, so erhält man 
endliob: oos^ 

Für die Rechtwinkeligkeit zweier Linien muss daher die Bedingaogs- 
gleicbung 

pp' ^qq ^ss' '\'{qs -^q s) cos a + (»p'-^sp) eosß '^(pq''^p'q)eogy » 
in Erfüllung gebracht sein. 

§. 31. Genlronormale einer gegebenen Fläche. 

In der theoretischen Krystallographie spielen die Gentron ormalea 
der Fliehen, d. h. die aus dem Mittelpuncte des Axensystems auf die Krystall- 
flächen gezogenen oder gedachten Normalen eine sehr wichtige Rolle ; aneh 
bedürfen wir dieser Linien bei der Bestimmung des Neigungswinkels zweier 
Flächen 9 es ist daher nothwendig, für eine gegebene Fläche F die GleichaD- 
gen ihrer Centronormale N aufzusuchen. 

Es sei die Gleichung der gegebenen Fläche wie gewöhnlich 

a D c 
so wird ihre Gentronormale, als eine durch den Mittelpunct gehende Linie, 
im Allgemeinen durch zwei Gleichungen von der Form 

f^y^o, ^-.f =0,^-^ = 

p q ' s p q s 

dargestellt werden. Zur Bestimmung der Werthe von /i, q und s g,elangt man 
nun aber durch folgende Betrachtung. 

Da die gesuchte Linie auf der Fläche normal sein soll, so muss sie es 
auch anfallen in dieser Fläche liegenden Linien, folglich auch auf den In- 
tersectionen der Fläche sein. Es werden aber diese Interseclibnen nacb 
§. 22 durch folgende Gleichungen bestimmt : 

Die Intersection (yz) durch x^^Q und ? -*^ — = Ij 

{zx) - y=sOund ^-H^ =^1, 

{xy) - ;:f=sOund - + ^ = 1. 

Für jede dieser Intersectionen und für die gesuchte Normale muss also die 
Bedingung der Rechtwinkeligkeit erfällt sein, welche wir in §. 30 ken- 
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nen gtlerni babeii. Da jedock diese Bedugung ntck MaaMgril)e des Azen- 
systems eine verschiedene isfc^ so haben wir aach die beiden Fälle des orthoä- 
drisohen nnd triküftoMriscben Azeosystens besonders in Belneklnng zu 
ziehen. 

L Centronormale einer Fläche im orthoedrischen A^en$ii$t0m€, 

in einen orthot'drisehen Axensysttme sind naeh §. 30 zwei Linien anf 
eimnder neehlwinkcUi;, wenn IBr ihre Paranieter die Gleichnng 

PP ^^79 "^ ^ ^^ 
trfiäk ist. Lassen wir nun die Parameter /r, g nnd s ab die der gesnehlen 

Normale gellen, so werden wir fir die drei Parameter p'y ^ nnd 9 sueaessiT 
diejenigen Werlhe einznfiihren haben, wekhe in den obenslehenden fikiehnn« 
gen der drei Intersedionen indikirt sind ; diese werden : 

for iS» Intersection (yjs) : /i' asO, f' » &» /»*-*« 
- - - (jfd?) xp Tf^^a^ 9 ^Of e'^me 

weraas sieh denn fiir die Recblwiakeiigkeit der gesuchten Ncmnale mit diesen 
4rei Intersectionen die Bedingungen : 

j£ -* «<; 9 n, jia ^ #c =3 Oy und pa-^qb^st^ 
ergeben. Da wir nun für die Normale, als eine durch den MitlelpuncI gehende 
Linie, nur die Verb ä Uni sswerthe ihrer Parameter p^ q nnd 9 zu kennen 
brauchen, und da diese in den vorstehenden Bedijogungsgleicbnngen gegeben 
sind, so werden in einem rechtwinkeligen Axensysteme 

f-y-0 ----0 ^-.- -0 

ha a c eh 

die Gleichungen der Centronormale einer, im Octanten der positiven Halb- 
axen mit den Parametern a, h und e gegebenen Fläche. Hat die Fläche eine 
andere Lage, so werden sich die Vcm^eichen dieser oder jener Parameter 
ändern. 

Anm. Wollen wir diese Gleichongaa so schreiben, wie es eigeatlich flQr 
eiae durch den Mittelpunct gebende Linie gefordert wird (§• 23), dass DSmlich 
die auf dieselbe Axe bezQglteben Parameter überall denselben Werth 
haben, so mttssen wir die erste mit c, die zweite mit 6, und die dritte mit a di- 
vidiren ; demnach stellen 

be ea ab oc ea ab 

die Gleichungen der Normale in ihrer wahren und eigentlichen Form dar, auf 
welche bei manchen Problemen Rflcksicht zu nehmen ist. 

IL Centronormale einer Fläche im triklinoedrischen Axensysteme. 

In einem triklinoedrischen Axensysteme ist nach §.30 die allgemeine 
Bedingungsgleicbnng für die Becbtwinkeligkeit zweier Linien t 

fj|»'-l-yy +w+(jf^'4-y'*)cosa+(4ip'4-*p)cos/J-f-(j>f'-*-y'y)cosy=ssO 
Nehmen wir hierin abermals p^ q nnd $ ak die Parameter der gesncbten ^''<*- 
male iV» sowie />', q' und 9' successiv als die Paran^ter der dkrei Inte^ 
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iien von F^ wie solche unter I aafgeführt sind, so erhallen wir ab die Be- 
dingiiDgsgleichaiigea ihrer RechiwiDkeiigkeit gegen die Nomale 

für IntersectioD (yz)^ (6*-€C08a)/i— (e~6coscr)#«l-(6cos}^— ccos/9)^aEsO 

{zx)^ (c— acos/?)#— (ii— ccos/?)/-f-(ccosa— ÄCOsy)ysÄ0 
(a?y), (/i— 4cosy)p— (Ä— flcosy)y-l-(flcos/^— Äcosa)#=0 

Von diesen drei Gleichungen sind je zwei hinreichend, um die Verbältniss- 
werthe von p^ q und s zu bestimmen, anf welehe es ja lediglieh ankommt. 
Wählen wir z« B. die beiden Gleiohongen für die InterseeUonen (yz) nod 
{zx)y multipiiciren wir die erste in allen ihren Gliedern mit (c— acos/9), die 
zweite in allen ihren Gliedern mit (c— icosa), und addiren wir sie dann, so 
findet sich das Verhältniss yoiap : q^ und durch ein ähnliches Verfahren ge- 
langt man anf das Verhältniss von p und Sy oder anch von q und s. Wird 
diese Rechnung ausgeführt, so folgt endlich nach allen Rednctionen : 

p = Äesin^cf— fli(cos/?— cosycosa) — cff(cosy— cosacos/?) 
q = easin^/9— ^c(cosy— cosacos/9)— ai(cosa— cos/9cosy) 
s = öAsin*y— cff(cosa— cos/^cosy)— 4e(cos/9— cosycosa) 
welches die Parameter der gesuchten Centronormaie einer im Oelanten der 
positiven Halbaxen durch a, b und c gegebenen Fläche sind, wobei noch 
vorausgesetzt wird, dass die drei Winkel er, ß und y in solchem Octanten als 
spitze Winkel erscheinen. 

Wir können diese Werthe noch etwas einfacher ausdrücken, wenn wir 
die zu Ende von §. 12 stehenden Relationen benutzen, welche zwischen den 
drei Axenwinkeln a, ß und y und den, immer als bekannt vorauszusetzen- 
den Neigungswinkeln A^ B und C der Coordinat-Ebenen Statt finden \ setzen 
wir dabei, der leichteren Uebersicht wegen, 

cos^sin/^siny ss A' 
cosi^sinysina = B' 
cosCsinasin/? = C 
so gelangen wir für ;?, q und s auf die nachfolgenden Ausdrücke : 

pss bcsin^a-^abB* —caC 
q = casiv^ß-^bcC-^-abA' 
s == abs\v?Y^caA' —bcB' 
Aam. Werden die sämmllichen Winkel =90^ gesetzt, so fdhren uos 
diese Werthe auf die Proportion p:q :s = bcica: ab^ aus welcher sich die 
obigen sehr einfachen Gleichungen der Geotronormale in einem rechtwinkeligen 
Axensysteme ergeben. 

§. 32. Neigungswinkel zweier Flächen in einem orthoedri- 

schen Axensysteme. 

Wenn uns zwei Flächen F und F' gegeben sind, so ist, nächst der in 
§. 19 gegebenen Bestimmung ihrer Durchschnitlsliilie, die wichtigste Aufgabe 
die Bestimmung ihres Neigungswinkels. Das Verfahren, dessen wir uns dabei 
bedienen, ist ganz ähnlich demjenigen, welches in §. 8 befolgt worden ist: 
d. b. wir suchen den Neigungswinkel ff^ der Gentronormalen beider 
Flächen, welcher ja dem Winkel der Flächen selbst gleich sein muss. Vit 
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Lösang [des Problems ist daher auch Tersehieden ntch Maassgabe des Axeih> 
Systems, und wird zanichst für ein orlboMrisohes Axensystein folgender« 
maassen zu geben sein. 

Es seien die Gleichungen von F und F' 

--f-f-f-- = lund-T-^?r^--7 =1 
a c a o c 

so werden nach §• 31 die Gleichungen der Centronormale von F: 

a a c 

und eben so die Gleichungen der Ceotronormaie von F' : 

jr-^, =Ound ",--r =0 

Verfahren wir nun eben so wie in §. 30, d. h. wählen wir in der ersten Nor- 
male irgend einen Punct P^ in der zweiten Normale irgend einen Punct P\ 
und betrachten wir das von diesen beiden Pancten und von dem Mittelpuncte 
M des Axensjrstems bestimmte Dreieck PFMj in welchem der der Seite PP' 
gegenüberliegende Winkel der gesuchte Neigungswinkel fF ist, so erbalten 
wir abermals : 

CosfF:^ ^^^ 

oder, nach Substitution der Werthe von Dj Df und J, 

cos;r= xx'^yy'^zz' 

Setzen wir endlich in diesem Ausdrucke für y und «, für y und z ihre, aus 

den Gleichungen der beiden Centronormalen folgenden Werthe, so ergiebt 

sich endlich 

1 1 1 

,-.- aa üb et 

COS fr =s — 


oder cosfFss — 


/l 1 1 i/l 1 1 


welcher Ausdruck deshalb negativ zu nehmen ist, weil es sich gewöhnlich um 
den stampfen Neigungswinkel beider Flächen , oder um denjenigen Winkel 
bandelt, innerhalb dessen der Mittelpunct des Axensystems gelegen ist. 

Für die Rechtwinkeligkeit zweier Flächen folgt hieraus die Bedin- 
guDgsgieicbiing : 

aa bb' cc 
oder auch aa'bb'-^ccaa-k'bb^cc «= 
wogegen für den Parallelismus derselben die Proportion ß' : 4' : c = aibie 
erfällt sein mnss. Da nächst dem Gosinas des Neigungswinkels ^zweier 
Flächen auch die Tangente desselben eine wichtige Function bildet, so 
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woraus sich denn ergebt, dass ^ 

H =(pb' c -^qc a '¥9ab')E^ oder auch =i{fhc'k'q ca-^i abyE 

K^ipbc -k-gca '¥sab)E 

K9m(pb'c^ qc'a'^ s'ab')E 
Demgemäss reducirt sich der obige Ausdruck von cosfF auf: 

„- pb'c-hQca-^sab' 

cosfr = ■ . . . . 


Y^pbc-hqca^-sab Y p b' c -^q c a -hs a b' 

, , r,r pbc'hQca'hsab 
oder auch cos fr = ^^-- 


^ 


y^pbc-hqca-hsab y^p'b'c -^qca^-säb' 
Führt man nun in den einen oder anderen dieser Ausdrücke abermals die 
oben stehenden Werthe von /?, q, s^ p\ q und s ein, so wird: 

^ =fcfr'cc'sin*a+cc'flfl'8inV+fla'6ß'8inV-fla'(ftc'+6'c)Y-6fc'(raVcfl)^'-rc'(fl6'+fl'6^ 

in welchen Formeln man nur noch die zu Ende von §.31 stehenden Werlhe 
von A\ B' und C* zu substituiren braucht, um den definitiven Aus- 
druckfür cos^, als eine Function der Parameter beider Flachen Fand 
F* und der sechs Grundwiukel des Axensystemes zu erhalten. 

Man ersieht aus diesem Ausdrucke für cos^, dass die Berechnung von 
Winkeln nach den Formeinder analytischen Geometrie in den schiefwin- 
keligen Axensystemen nicht vortheilhaft ist, weil sie meist auf sehr weitläu- 
fige Rechnungen fuhrt, während man durch die Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie weit kürzer zum Ziele gelangt. 

Desongeachtet hat der allgemeine Ausdruck von cos^ den Vortheil, dass 
er uns in allen Fällen sofort auf das Endresultat gelangen, insbesondere aber, 
dass er uns die Bedingungen erkennen lässt , welche für die geforderte Lage 
irgend gegebener oder auch gesuchter Flächen erfüllt sein müssen. Für die 
theoretische Krystallogiraphie ist er daher gar nicht zu entbehren. • 

§. 34. Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen im 

triklinoedrischen Axensysteme. 

Aus dem zweifachen Ausdrucke, auf welchen wir in §. 33 für den Co- 
sinus des Neigungswinkels fV zweier Flächen F und F' gelangt sind, näm- 
lich aus 

„- pb'c^qcd'^'sdb' 

cosfr = ^ ^^^ ^ ^ , , ^ ^ ^ ■ 

y pbc-hqea-^sab y pb c -k-q cd-hs ab' 

, „, pbc-hqca-^s'ab 

und cos^ = ^ / , , , 

y pbc-hqca-^sabypb'c'hqc'ä'hsdb' 

gelangen wir nun sehr leicht zu der Bestimmung von cos^^; indem wir 
nämlich diese beiden Ausdrücke mit einander multipliciren, ergiebt sich: 

2Eir _ (pb'c-hqed-hsdb) (p'bc -\-qca -hsa b ) 
"" (pbc-k-qca -k-sab) {p b'c -hq'c ä -^s d b) 
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woraus stell deoo ebearalls mit Leichtigkeit der Sinus, und endlich die Tan- 
gente YWk fV mit folgendem Werlhe ergiebi: 

Dieses ist ein einbcher und übersichtlicher Ausdruck für die Tangente des 
Neigungswinkels zweier Flächen, in welchem solche als eine Function der 
Parameter beider Flächen und der Parameter ihrer beiden Gentronor- 
malen erscheint. Man braucht nur noch für /n, 9, ^, j»', q und s ihre zu 
Anfang von §. 33 stehenden Werthe zu substituiren, um diesen Ausdruck so 
umzugesUlten, dass er sich auch als eine Function der Winkel A^ Bj C, o, ß 
aad / darstellt. Führt mtn diese Substitution aus, so gelangt man, nach den 
erforderlichen Reductionen und unter Berücksichtigung des Umstandes, dass 
sioCsinasin/9 =s sinfsinj^sinaasin^sini^sin}^ ist, zuvörderst auf die Werthe 
von 

q$^gs^8in^Aain^ßsiü^y[ad{bc'^ b'e) -^bb^cd^ c a)Go%y'^ee\ab' --a b)eo%ß] 
if-'sp^sin^BAn^Ym?a[bh\€ä^cü)'^cc{ab''-äb^^ 
fq-pq^&m^CAn^cts\ii^ß[€c{ab'^ab)'^aä{bd^b'c)cm 
und dann auf folgenden definitiven Ausdruck : tangXF^ 

«ln^sin/9sinyj/^(3f»+7V*+Ä"+2Äf/Vcosy+2i?ilfco!«/9+2A^Äco8ff) 


— ' _ »../ ♦ 


oder lang»-= |m^siny|/-^ 

in welchem, der besseren Uebersicht wegen, wiederum 

aä(bc^b'e) ^M 
bb'ica^ca) «iV 
cc'iab'^a'b) =Ä 

und, wie oben in §. 31, 

cos^sin/^sinj's A ' 
eosBaiuysmassB ' 
cos Csinosin^ss C ' 

gesetzt worden ist. 


Üüritttd Capttel. 
Allgemeine Zonenlehre. 

§. 35. Vorläufige Bemerkung. 

Indem wir jetzt zu einigen, die Krystallformen insbesondere bettefienden 
Problemen der analytischen Geometrie übergehen, müssen wir zu ihrem bes- 
seren Verständnisse eine allgemeine Bemerkung vorausschicken, welche sich 
auf die Ableitung der Krystallformen bezieht/) 


*) Vergl. meiDe ADraDgsgrüode der Rrystallosrapbie, %. Aufl. S. 19 f. 
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ABe KryildUBraieB, welche aa einer mi itwuXbem Miaefilafeciaf 
koBBeB, liiUeB bekanntlich einen in sich abgeschkMScnea PomeneiBplez^ 
zwischen dessen einzelnen Giiedem ein sehr genaner ZosaoiBenhang Statt 
findet. Dieser innere ZnsamBcnhang ist wesentlich darin begründet, dass die 
den Terfcfaicdenen Pomen angehdrigtn Fliehen vemrhiedene Parameter- 
Werthe haben, welche insgesanmt anf ein geneiasehafUiches GrnndTer* 
biltniss znrfickgeHhrt werden können, aas dessen Giiedem die PivaaMlcr 
der ihrigen Flächen dorch Molliplication Bit ratian alen , ganzen oder ge- 
brochenen Zahlen abraleiten sind. 

Nennen wir aise die Grnndparameter tf, ö nnd e, so wird es allemal 
eine Fomi geben, deren FBchen durch diese Pitranieter bestinimt sind, 
werilaib sie anch die Grundform genamt wird. Alle übrigen Formen des- 
selben Pormencomplexes lassen nun aber ihre Psnuneter als rationale 
Mnltipla oder Snbmnltipla dieser Grundparameter ei^ennen. Bezeicb^ 
nen wir dabo* die rationalen Pactiwen d^ Grnndparameter mit den Bnehsta- 
ben m, m nnd r, so werden sich die Pammeler-Verhaltniase all» librigen Pcmp- 
oma Gy fr, G' n« s. w. allgemein darch 

ma t nb i re 
ma : no i re 

ff ff M ff 

m üin Dir e 
o. s. w. darstellen lassen. Man nennt daher anch diese rationalen Factoren 
m, n nndr, m, n nnd r n. s. w. die Ableitnngszahlen der Formen 
Gj G n. s. w., weil durch ihre Einführung die Parameter-Verhältnisse dieser 
Formen ans dem Grundyerhältnisse abgeleitet werden. 

Dieses Gesetz, dass die Parameter aller Formen eines und desselben 
Formencomplexes rationale Multiple oder Snbmnltipla der Parameter einer 
dieser Formen sind, oder dieses Gesetz der Rationalität der Ablei- 
tungszahlen ist bekanntlich eines der wichtigsten und einflussreichsten Ge- 
setze der Krjstallographie, dessen Erwähnung an gegenwärtigem Orte erfor- 
derlich war, weil die Resultate der folgenden Betrachtungen zum grossen 
Theile auf ilm beruhen ; Betrachtungen, welche sich einestbeils anf die Zo- 
nen der Ibystallflächen, andemtheils auf die Transformation nnd Co- 
pulation der Axensy^steme beziehen. 

§. 36. Zonen, Zonenlinie, Zonengleichung. 

In der Ibystallographie spielen die Flächenzonen eine ausserordentlich 
wichtige Rolle, und die Wissenschaft wird es immer dankbar anerkennen, 
dass WtUM zuerst die grosse Bedeutung dieser Zonen erkannt und nach allen 
Richtungen geltend gemacht hat. Man versteht nämlich unter einer Zone 
TOB Fliehen jeden Inbegriff von drei oder mehren Flächen, welche einer 
aad derselben LMe im Räume parallel sind.*) Diejenige Linie, in Bezug anf 
welche solcher Parallelismus Statt findet, nennt man die Zonenlinie; alle 


*) Vergl. KmK%^t%jmAt der Krystallogrtpbie» 2. Aal. S. 5. 
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PlSelien aber, wdcbe zq einer aod deraelbmi Zone gthöreo, wollen wir 
tantoionale FUehen nennen. 

Aas diesem Begriffe einer Zone folgt von selbsl, dass alle taotozonale 
Flächen, wenn sie mit einander zum DarcbschniUe kommen, lauter parallele 
Durebschniltslinien oder parallele Kanten bilden müssen, wodurcb sie 
sich auch gewöbniieh als die Flächen einer nad derselben Zone zu erkennen 
geben. Dergleichen zn einer nnd deraeB»en Zone gehörige Kanten mögen 
tautozonale Kanten beissen. 

Da das wesentliche Verbältniss aUer tantozonalen Flächen in ikrem Pa- 
ndklisrons zu einer und derselben Linie gegeben ist, so ist es gleichgiltig, ob 
wir uns diese Flächen ausserhalb des Mittelpnnctes, oder ob wir sie uns ins*- 
gesammt auf den Mittelpunct des Axensy stems transportirt denken* Sind sie 
uns also ansserbaib des Mittelpunctes gegeben, wie dies an den Krf sUlUbnnen 
der Fall ist, so wird ihr wesentliches Verbältniss nicht gestört werden, wenn 
wir sie anf den Mittelpunct verlegen. Sie werden sich dort alle in einer nni 
derselben Linie schneiden, welche eben die Zonenlinie ist. 

Die Wichtigkeit der ganzen Zonenlehre beruht besonders darauf, dass 
die Zonenlinie nicht als eine arbiträre, sondern als eine, in der Entwickelnng 
des betreffenden Formencomplezes nothwendig gegebene Linie hervortritt. 
Sie wird jedenfalls durch irgend zwei Flächen der Zone bestimmt; welche 
zwei Flächen es aber auch sein mögen, als deren Durchscfanittslinie wir uns 
die Zonenlinie denken wollen, so wird sie doch stets durch zwei Gleichungen 
von der Form 

f _y ==Ouud--- =0 

dargestellt werden können, in welchen, nach Maassgabe ihrer besondern Lage, 
die Vorzeichen der Parameter angemessene Veränderungen erleiden werden. 

Ist uns nun aber die Zonenlinie durch zwei solcher Gleichungen gegeben, 
so folgt aus §. 24, dass für eine jede Fläche der Zone dieBedingungsgleicbung 

a e 
Giltigkeit hat ; denn offenbar muss eine jede der Zone angehörige Fläche diese 
Gleichung erfüllen, welche Werthe und welche Vorzeichen auch 
ihre Parameter <r, b und c haben mögen. Wir können daher diese Gleichung 
mit allem Rechte die Zonengleichung nennen. 

Da nns aber je zwei beliebige Flächen der Zone in ihrer Durch- 
scbnittslinte dieselbe Zonenlinie liefern, so wird man auch die Werthe von 
iu, y and ^ aus den Parametern irgend zweier tantozonaler Flächen F' 
Qod F" ableiten können. Aus §• 25 ergiebt sich, dass in diesem Falle für die 
Zonenlinie die Gleichungen 

geltea, and dass die Zonengleicbung die Form 

übe 


48 Aoalytiiebe Stereonelrie; Zoaealebr«« 

«rbält, 10 wdchen Gleichungen die drei Grössen M, N und A, welche wir 
die Co^fficienten der Zonengleichung nennen wollen, durch die Wertke 

und R =r cW\a'b"^a"b') 
bestimmt sind. Da nun aber diese Linie identisch mit der, oben durch die 
Parameter fi, v und ^ gegebenen Linie ist, so muss offenbar 

At i N i R ^B ^ i V i q 
oder auch Jf a km iV =« Äy, R^Aq 

sein, wobei k irgend eine, von der Lage der beiden Flächen F' und F" ab- 
hängige Zahl ist, welche sieh, als der gemeinschaftliche Factor der zunächst 
gefundenen Grössen Jf, N uAd R leicht bestimmt, und eigentlich von selbst 
aus den Gleichungen eliminirt, so dass man zuletzt immer auf die einfach- 
sten Werthe von Jf, i>rund jß, d. h. auf die Wertbe ^, v und ^ gelangt^ 
welche die Parameter der projicirenden Ebenen der Zonenlinie sind. Aach 
diese Ebenen entsprechen immer gewissen Krystallflächen der Zone, 
welche letztere durch sie auf die einfachste Weis^ bestimmt wird, weshalb 
man von diesen Krystallflächen sagen kann, dass sie die Zone c bar akte- 
risiren. 

Arno. Dass übrigens die Zonengleichung von den Grnndparametern 
des' betreffenden Form eneomplexes vdllig nnabhangig, dass sie in allen Fällen nur 
als eine zwischen den Ableitnngszahlen bestehende Gleichung zn betrach- 
ten ist, diess ergiebt sieh sofort, wenn man, zufolge der in §. ^5 gegebeoeo 
Erläuterung, in den Werthen der Goefficieoten i/, N und R 

statt a'j b' und c die Grössen tna, n'b und rc 

n in II n II 1 II 

' a ^0 ' e ^ - m a^ n b " r c 
so wie für die Fläch^ F 

statt a, b und c die Grössen ma^ nb und rc 
einführt, indem man jetzt unter den Buchstaben a, b und c die Grundparameier 
versteht. Durch diese Substitution werden die Grundparameter aus der Zonen- 
gleichung gänzlich eliminirt, und es erscheint dann diese Gleichung lediglich als 
eine Function der Ableitungszahlen m, ;i, r u. s. w. 

§. 37. Bestimmung uiibekaunter Flächen, die in bekannte 

Zonen fallen. 

Wir wissen, dass es bei den Rryslallflächen nicht auf ihre absolute, son- 
dern nur auf ihre relative Lage ankommt, woraus denn folgt, dass uns eine 
Krystallfläche bekannt ist, sobald wir das Verbältniss ihrer Parameter /^^ 
b und c kennen, von welchen immer einer mit einem willkürlichen Werthe 
eingeführt werden kann. In dem Verhältnisse aibic ist also eine Grösse 
als gegeben zu betrachten, und es bandelt sich nur noch um die Bestimmung 
der beiden anderen Grössen. 

Wenn nun eine Fläche F, deren Parameter -Verbältniss a:b;€ unbe- 
kannt ist, in eine Zone fällt, welche bekannt, d. h. durch ihre Zonenlinie ge- 
geben ist, so wird uns durch dieses eine Zonenverhältniss zwar nicht der 


^^^ 
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absolute Werth, aber doch das Verbal tniss zweier Parameter bestimmt. 
Denn in der Zonengleichung 

— -H -r -*- — = oder h -r H — =0 

a c a c 

ist ja, nach dem so eben Gesagten, stets eine der drei Grössen a, b oder c 

als gegeben oder bekannt vorauszusetzen ; die Gleichung enthält also nur 

noch zwei unbekannte Grössen, deren Verhältniss ans ihr abzuleiten i^t, 

indem man die eine als eine Function der anderen ausdrücken kann. 

Sehr häufig fällt aber eine und dieselbe unbekannte Fläche F in zwei 
verschiedene Zonen, und dann ist sie offenbar vollkommen bestimmt, so- 
bald uns beide diese Zonen bekannt, d. h. durch ihre Zonenlinien gegeben 
sind. Die zweite Zone liefert uns nämlich eine zweite Zonengleichung von 
der Form 

— -H Y- -*- — =0 oder — + -7- H =0 

a , c a b c 

und dann gelten nach §. 25 für die Parameter a, b und c die Proportionen 

c i a =^ VQ — vq\ fiv — fxv 
b : c =s iiv — II V : q^i — p'ft 
a : 6 sss qfi — qii : vq — vq 

durch welche ihre Verhältniss wertbe völlig bestimmt werden. Von diesen 
zonalen Bestimmungen der Flächen wird in der Krystallographie ein eben so 
häufiger als wichtiger Gebrauch gemacht, wie wir uns später überzeugen 
werden. 

§. 38. Allgemeine Entwickelung einer Zone. 

Unter der allgemeinen Entwickelung einer gegebenen Zone versteht man 
eine erschöpfende Angabe aller derjenigen Flächen, welche rings um das 
Axensystem in dieser Zone möglich sind, wobei jedoch nur auf die krystal- 
lographisch möglichen, d. h. auf diejenigen Flächen Rücksicht genommen 
wird, deren Parameter- Verhältnisse durch rationale Ableitnngszahlen (§. 35) 
aus einem gemeinschaftlichen Grund Verhältnisse abzuleiten sind. Bei dieser 
Entwickelung dient uns die Zonengleichung 

— -♦- -T -*-- =0 oder — -h-r'^ — =0 
a b c a b c 

zum sichersten Leitfaden. 

Da in dieser Gleichung die Coefiicienten fi, v und g, oder if, N und R 
als bekannte, die Parameter a, b und c dagegen als unbekannte Grössen zu 
betrachten sind, so wird man nun zuvörderst untersuchen, für welche Vor- 
zeichen der Grössen a, b und c die Gleichung unmöglich wird. Diess muss 
offenbar für diejenigen Vorzeichen der Fall sein, durch welche alle Glieder 
der Gleichung entweder positiv oder negativ würden, weil eine Summe von 
lauter positiven oder lauter negativen Grössen niemals = sein kann. Man 
lernt so zuvörderst diejenigen Raum-Octanten kennen, in welchen es über- 
haupt gar keine Flächen für die Zone giebt, und welche keine anderen sein 
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werden, als diejenigen, in welche die auf den Mittelpunci transportirte Zonen- 
linie fallt. 

Für die übrigen Raum-Octanten, in welchen also möglicherweise FiächeD 
existiren können, untersucht man nun weiter, wie sich diese Flächen 
nach den verschiedenen Grössenverhäitnissen der Werihe von n, b und c be- 
stimmen, und welche allgemeinen Ableitungszahlen ihnen demgemäss ent- 
sprechen werden. Mit der Auffindung dieser Ableitungszahlen ist die Auf- 
gabe einer allgemeinen Entwickelung der Zone selbst als gelöst zu betrachten. 

Da sich die Entwickelung, je nach der besonderen Beschaffenheit des 
Axensystems und je nach der besondem Lage der Zonenlinie auf das Ver- 
schiedenste modificirt, so lässt sich auch im Allgemeinen nicht viel mehr dar- 
über sagen, als hier geschehen ist, und muss die speciellere Erläuterung der 
Betrachtung der einzelnen Krystallsysteme vorbehalten bleiben. 

§. 39. Graphische Darstellung der Zonen nach der Punctir- 

metbode. 

Wenn uns um einen gemeinschaftlichen Miltelpunct und an demselben 
Axensysteme irgend ein, durch dasselbe Grundverhällniss der Parameter 
verknüpfter Formencomplex gegeben ist, so können wir zu einer vollständi- 
gen Uebersicht aller möglichen, zwischen seinen Flächen existirenden Zonen 
durch sehr einfache graphische Darstellungen gelangen , auf welche zuerst 
Neumann aufmerksam gemacht hat. Da uns nun dergleichen Darstellungen 
wirklich alle möglichen und selbst die verstecktesten Zonen des ge- 
gebenen Formencomplexes mit einem Blicke erkennien lassen, so gewinnen 
sie einige Bedeutung für die theoretische Krystallographie, weshalb sie auch 
an gegenwärtigem Orte erläutert werden sollen. 

Die von Neumann selbst angewendete graphische Darstellung der Zonen 
können wir mit Quenstedt äie Punctirmethode nennen. Sie beruht auf 
dem Satze, dass die Centronormalen sämmtlicher Flächen einer und der- 
selben Zone in eine Ebene, und folglich die Durchschnittspuncte aller 
dieser Normalen mit irgend einer beliebigen , als Constructionsfläche dienen- 
den Ebene in eine gerade Linie fallen.*) Diese Durchschnittspuncte der Flä- 
chen-Normalen mit der Constructionsfläche bezeichnet Neumann mit dem 
Namen der Flächenorte, und die Aufgabe der Punctirmethode besteht we- 
sentlich darin, sämmtliche Flächenorte eines gegebenen Formencomplexes 
auf dem, die Constructionsfläche darstellenden Papiere genau einzutragen, 
um sich ein anschauliches Totalbild aller möglichen Zonen zu verschafien, 
welche zwischen den Flächen der gegebenen Formen hervortreten. Denn es 
wird ofienbar eben so viele verschiedene Zonen geben, als sich gerade Linien 
durch je drei oder mehre Flächenorte ziehen lassen, worüber man durch den 


*) NeumanfCs Beiträge zur KrystalloDomie, Heft T, S. 1 ff. ; diese geraden LinieD 
sind es, welche vod Neumann ZooeDlinleD gcnaoot werden. 
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blosen Augenschein, oder durch Hilf^ eines Lineals belehrt wird, wenn nur 
die Construction mit der gehörigen Genauigkeit ausgeführt wurde. 

Da nun die Wahl der Constructionsfläche ganz beliebig ist, so scheint es 
am zweckmässigsten , dazu die Parallelfläche einer der Coordinat- Ebenen, 
z.B. der Ebene (yx) zu wählen, welche die dritte Axe, also die Axe der ^, in 
der Entfernung 1 vom Mittelpuncte schneidet. Die Gleichung der so bestimm- 
ten Constructionsfläche wird also : 

Ä? = l. 
Ist nun die Gleichung irgend einer KrystallOäche 

_!. i- «1- — I 

a c 
so werden die Gleichungen ihrer Centronormale, unter Voraussetzung eines 
orthoe'drischen Axensystems : 

f-y=Ound^-f =0 

a a c • 

Man braucht nun blos diese beiden mit x behafteten Gleichungen der Centro^ 

normale mit der Gleichung der Constructionsfläche zu combinireQ, d.h. o? = 1 

zu setzen, um die Coordinaten y und z des Flächenortes zu erhalten, und 

findet demgemäss 

a ^ a 

y = ^undy=-, 

wobei natürlich auf die Vorzeichen der Parameter a, b und c sorgfältig 
Rücksicht zu nehmen ist. 

Diese Werthe von y und z sind es, welche bei der graphischen Darstel- 
lung der Zonen benutzt werden. Man zieht nämlich zwei, sich rechtwinkelig 
schneidende Linien, welche die in der Constructionsfläche liegenden Axen der 
y und z vorstellen, trägt hierauf für jede Fläche die ihr zukommenden Werthe 

-r und - in diese Axen ein, vollendet das Parallelogramm, und erhält so den 
c 

verlangten Flächenort. Sind auf diese Weise sämmtliche Flächenorte des ge- 
gebenen Formencomplexes eingetragen, so machen sich die Zonen von selbst 
darstellig, indem diese Flächenorte nach verschiedenen Richtungen reihen- 
weise in gerade Linien geordnet erscheinen. Je drei, in eine und die- 
selbe gerade Linie fallende Flächenorte bestimmen eine Zone, und jede 
einzelne Fläche fällt in so viele verschiedene Zonen, als sich verschie- 
denen Reihen von Flächenorten nachweisen lassen, zu denen auch ihr Flä- 
chenort gehört. 

Da übrigens je zwei Gegenflächen eine und dieselbe Normale haben, so 
wird bei der Construction nur auf die obere Hälfte einer jeden Form, oder 
auf diejenigen Flächen Rücksicht zu nehmen sein, für welche der Parameter 
a positiv ist. 

Anm. Wir haben die Panctirmethode nur in der Voranssetzang eines 
rechtwinkeligen Axensystems erläutert, weil solche bei schiefwinke- 
ligen Axensystemen minder einfach wird, wie sich daraus ergiebt, dass in der- 

4* 
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gleiehen Axensystenen die CeBtronomalen durch andere, voa des scbiefen Nei- 
gungswiakeln abhangige, and biaweiJen ziemlich eomplieirte VVerthe der Para- 
meter bestimmt werden. 

§. 40. Graphische Darstellung der Zonen nach der Linear- 
methode. 

Es iässt sich nicht läugnen, dass das gemeinschafllicbe Kreuzen vieler 
Linien in einem und demselben Puncte für die Anschauung ein weit bestimm- 
teres und leichter ergreifbares Verhältniss ist, als die Lage vieler Puncte 
in einer und derselben geraden Linie. Diess bestimmte Quenstedt^ eine an- 
dere, von Neumann gleichfalls angegebene aber nicht angewendete graphische 
Methode vorzuziehen*), welche die Linearmethode genannt werden kann, 
und auf dem Satze beruht, dass sich sämmtliche Flächen einer Zone, wenn 
solche sich selbst parallel auf einen und denselben Punct transportirt 
werden, in einer und derselben Linie schneiden, welche natürlich 
keine andere als die Zonenlinie ist. Wird nun eine solche Zone von irgend 
einer beliebigen Ebene oder Constructionsfläche geschnitten, so stellt sich ihr 
Durchschnitt gewöhnlich als ein System von geraden Linien dar, 
welche sich in einem und demselben Puncte schneiden; ausgenom- 
men sind nur diej eni gen Zonen, deren Zonenlinien der Constructionsfläche 
selbst parallel liegen, und deren Durchschnitt daher ein System von Pa- 
rallellinien darstellen wird. Da nun diese Linearmethode auch gänzlich 
unabhängig von der besondern Beschaffenheit des Axensystems ist, so dürfte 
sie aus mehren Gründen der Punctirmethode vorzuziehen sein. 

Die beliebige, als Constructionsfläche gewählte Ebene nennt Quenstedt 
dieSections-Ebene, und die Durchschnitte der Flächen mit ihr die Sec- 
tionsiinien oder Flächeniinien, unter weichem letzteren Namen sie 
schon Neumann einführte. Er transportirt sämmtliche Flächen auf denjeni- 
gen Punct der verticalen Axe (also der Axe der a?), welcher um die Länge 1 
vom Mittelpuncte entfernt ist, und wählt zur Sections-Ebene die Coordinat- 
Ebene durch die beiden andern Axen. Wir wollen die sämmtlichen Flächen 
auf den Mittelpunct des Axensystems verlegen, und zur Sections-Ebene die- 
jenige Fläche wählen, deren Gleichung ^==1 ist. 

Die Aufgabe läuft nun wesentlich darauf hinaus, die sämmtlichen Flächen- 
iinien eines gegebenen Formencoraplexes auf dem die Sections-Ebene darstel- 
lenden Papiere zu construiren, um sich dnrch solche Construction ein Bild za 
verschaffen, aus welchem man sogleich und mit einem Blicke ersehen kann, 
nicht nur, welche Flächen zu einer und derselben Zone gehören, sondern 
auch, in wi e vi el e verschiedene Zonen eine und dieselbe Fläche fällt. Jeder 
Kreuzungspunct (oder jedes Parallelsystem) von drei oder mehren Flächeo- 


*) Poggend, Annalen Band 36, S.'503 und 651, und Methode der Krystallograpbie, 
1840, S. 9 ff. Neumann gab die Methode an in seinen Beiträgen zur Rrystallonomie, I, 

s. iir. 
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linien bestinimt nämlich eine Zone, und es wird so viele verschiedene 
Zonen geben, als sich dergleichen Kreuzungspuncte (oder Parallelsysteme) 
heraasstellen. »Eine und dieselbe Fläche aber fallt in so viele Zonen, als 
ihre Flächenlinie durch verschiedene Kreuzungspuncte oder Zonenpuncte geht. 

Die Ausführung der Sache ist eben so einfach, als die ihr zu Grunde lie- 
gende Vorstellung. Die Gleichung der Sections-Ebene ist abermals 

a? = 1. 
Ist nun die Gleichung irgend einer, auf den Mittelpunct transportirlen Fläche 

^ + f + i=o 

a c 
so wird die Gleichung ihrer Sectionslinie 

b c ~" 

b c , 
folglich sind und die Parameter, welche die Lage der entsprechen- 
den Flächenlinie in der Constructionsfläche bestimmen. 

Man ziehe also auf dem Papiere zwei Linien, welche sich unter dem- 
selben Winkel schneiden, wie die Axen der y und z^ welche Axen sie in 
der ConstructionsOäche auch wirklich vorstellen, nehme fnv jede Rrystailfläche 
(unter sorgfältiger Berücksichtigung der Vorzeichen ihrer Parameter) 

in der Axe der y den Parameter , 

ü 

in der Axe der s den Parameter , 

a 

und ziehe die durch solche Parameter bestimmte Linie, so ist die verlangte 
Flächenlinie entworfen. Sind auf diese Weise die Fiächenlinien aller Formen 
eingetragen, so ist auch die Uebersicht aller zwischen ihren Flächen beste- 
henden Zonen construirt worden. Dass übrigens wiederum nur auf die 
obere Hälfte der Formen Rücksicht zu nehmen ist, diess versteht sich von 
selbst* 

Anm. Die vorstehende Regel zur' Ausführung der graphischen Darstel- 
lung der Zonen nach der Linearmetbode gilt zwar ganz allgemein, erführt aber 
in der Anwendung noch einige Modificationen , welche wesentlich darin begrün- 
det sind, dass wir es in jedem besonderen Falle nur mit solchen Formen und mit 
solchen Flächen zu thun haben, welche dem in §.35 erläuterten Gesetze der 
Ableitung unterliegen, weshalb denn fOr a, b und c die Grössen ma, nb und 
rc eingeführt werden müssen, woraus folgt, dass für jede Sectionslinie 

nh 

der Parameter in der Axe der y mit dem Wertbe — 

^ ma 

rc 
ma 
zu schreiben ist. Da es nun aber bei allen diesen Gonstructionen nur auf das 
Verhältniss der Parameter ankommt, so lässt sich aoeh der gemeiascbafl* 
liehe Divisor a gänzlich vernachlässigen. Demnach werden fär irgend eine. 


54 ' Analytische Stereometrie ; Zonenlehre. 

durch ihre Parameter ma^ nb and rc gegebene KrystallflUche die in der g^aphi* 

scheo Darstelinng auf der Projectionsfläche x sss 1 einzntragendeo Parameter 

tib 
in der Axe der y den Werth — 

tn 

rc 

m 
haben. Die bei den einzelnen Kry^tallsystemen zu erläuternden Beispiele wer- 
den diess noch deutlicher machen. 

§.41. Verhältniss der Tangenten tautozonaler Kanten im 

orthoe'drischen Axensysteme. 

Es ist ein allgemeines, die sämmtlichen Krystallformen beherrschendes 
Gesetz, dass die Tangenten tautozonaler Kanten zu einander in rationalen 
Verbältnissen stehen, oder, anders ausgedrückt, dass sie rationale 
Multipla eines und desselben irrationalen Grund wertbes sind. Obwohl wir 
den besondern Nachweis dieses Gesetzes erst bei der Betrachtung der einzel- 
nen Krystallsysteme geben können, so lässt sich doch ganz allgemein darthun, 
dass dasselbe unter gewissen Bedingungen Giltigkeit haben muss. 

Die gegenwärtige allgemeine^ wie die später zu gebende besondere Er- 
örterung dieses Gesetzes der Rationalität der Tangenten -Verhältnisse bat 
jedoch den verschiedenen Charakter der Axensysteme zu berücksichtigen, 
weshalb wir auch hier die beiden Fälle eines orthoSdri sehen und eines 
triklinoedrischen Axensystems besonders in Betrachtung ziehen müssen. 

Wir denken uns also zuvörderst in einem orthoe'drischen Axen- 
systeme eine Zone, deren Zonenlinie L durch die Gleichungen 

^~^=Ound^«^=0 

gegeben ist. Es seien nun Fund F\ F^ und F^ irgend vier beliebige Flä- 
chen dieser Zone, und es bedeute ßV den Kanlenwinkel der beiden ersteren, 
sowie fF' den Kantenwinkel der beiden letzteren Flächen, so ist nach §. 32 




adbb' -i- ccaa -f- bb'cc 

langff'^ — ,, .-/--- / /~7'jL"~i ' ' 
a^Qy^ b^b^ +^1^1 ^\l^i "*"^i^i ^\P\ 

wenn wir, wie dort, der besseren Uebersicht wegen 

aa\bc~^b*c) == M fliöf/(A,c/— A^'cJ = M^ 

bb\cd^ca) = N b,h; (c^«/ -c/aJ = N, 

cc{ab' ^a'b)=: R c^c^{a^b^ —0^1*1) = ^i 

setzen. Nun wissen wir aber aus §. 36, dass für die beiden ersten Flächen, 

weil sie in die Zone der Linie L fallen, die B.edingungen 

M^kfi^ N=Av^ R=^kQy 
und dass aus demselben Grunde für die beiden anderen Flächen die Bedin- 
gungen M^ = A,jM, iV, Ä k^Vy R^ = k^Q 
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erfüllt seia müssen. Folglich erhalten die beiden Tangenten die Werthe 
lang»- _ ^^,-^,—-,^^--^,^^, ^ 

tdDfff^ —^ / . -J— j j ; T- , ^ , — ^r 

Diese beiden Werthe müssen nun jedenfaUs ein rationales Verhältniss 
haben, sobald nur k und Q, sowie k^ und Q^ rationale Grössen sind. Diese 
letztere Bedingung wird aber bei den Krystali flächen wirklich erfüllt 
sein, wie schon daraus gefolgert werden kann, dass nach §. 35 für Rrystall- 
Sächen eines und desselben Formencomplezes 

satt a, b und c Werthe wie ma^ nb und rc 
- a\ b' und c' - - wi'ö, nb und rc 

u. s. w. vorauszusetzen sind, in denen die Ableitungszahlen m, n, r u.s.w« 
rational sind, und nach deren Einführung die in den Werthen von Q und Q^ 
erscheinenden Producte a'6% t^a^ und t^c^ ebenfalls rationale Werthe erhal- 
ten müssen, sobald die Grundparameter a, b und c entweder nur durch ratio- 
nale Zahlen oder durch Quadratwurzelzahlen auszudrücken sind. In derselben 
Voraussetzung werden aber auch die Werthe von k und k^^ welche dersel- 
ben (ob — und — ^, oder — und — , oder — und — ) auch in Anwendunir 

kommen mögen, nothwendig rational ausfallen müssen. 

Da nun ^und fF' irgend zwei beliebige tautoizonale Kanten be- 
deuten, so wäre hiermit vorläufig für sämmtlicbe orthoe'drische Krystallsjr- 
steme die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten, und 
zugleich die Behauptung erwiesen, dass in diesen Systemen die Tangenten 
tautozonaler Kanten rationale Multipla einer und derselben irratio- 
nalen Grösse, nämlich der Grösse Y fi^+v^-h^* sind. 

Auch ergiebt sich hieraus, dass die Tangente irgend einer, von zwei be- 
liebigen Flächen jP und F' gebildete Kante durch den Ausdruck 

tang«^= , Y^ T ;"^^w / 
° aa hb -hcc aa -hbb cc 

dargestellt wird, sobald nämlich diese Flächen in die durch /u, v und q be- 
stimmte Zone fallen. 

Anm. Da die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse eine durch alle Be- 
obachtungen Lestätigte Tfaatsache ist, und da sie, nach denen för tang^ und 
taog^' gefundenen Werlheo, gar nicht Statt finden könnte^ wenn die Grund- 
parameter <?, b und c andere^ als rationale Zablwerthe oder Quadratwurzel- 
werthe hätten, so liefert sie uns den Beweis für die Richtigkeit der von freist 
geltend gemachten Ansicht, dass die Grnndparameter in den orthoedrischen 
Krystallsystemen allgemein nur in Qnadratwnrzelgrössen ihren natur- 
gemässen Ausdruck finden können, ohne dass jedoch rationale Zablwerthe ganz* 
lieh ausgeschlossen sind. 
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§• 42. Verhältniss der Taogenten tautozonaler Kanten in 
den triklinoSdrischen Axensystemen. 

Nehmen wir an, dass die vier Flächen F und F\ F^ and F/ einem tri- 
klino^drischen Axensysteme angehören, so gelangen wir allerdings anf ganz 
andere und weit complicirtere Resultate. Die allgemeine Begründung dieser 
Resultate ist jedoch wesentlich dieselbe, wie im vorhergebenden Paragraph, 
und ihre Verschiedenheit ist nur in dem verschiedenen Wertbe begründet, 
welchen die Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen, vermöge des 
eigenthümlichen Cbaracters des Axensystems, noth wendig erhalten muss. 

Es sei die Zonenlinie abermals durch die Gleichungen 

^^y =:.Oundl-^ = 

gegeben, und es seien die Parameter der Flächen dieselben wie in §. 41, also 
a, b und c fiir F, a'j V und c für F' u. s. w., so wird nach §• 34 tang^= 

giii^iin/?Binyv^(Af*-i-iV*4-iy4-2yiVco8y4-g/fJfcoB^+2iVÄco8tt) 
iia'6*'«lo*y+ccW«io*/?+WW8in*«— afl'(frc'+^'o)iiJ'— 6t'(ü«'+c'flJÄ'— #c'(a6'+a'6)C 

oder tang^= rin^«nginyy-p 

ganz auf ähnliche Weise bestimmt sich der Werth von 

Vi 

indem wir in dem Ausdrucke von tang^ statt M^ iVund R die Grössen il/^, 

iV| und R^^ sowie statt a, b und c die Grössen a^, b^ und c^, endlich statt 
a\ y und c die Grössen a^^ b^ und c/ einsetzen. 

Da nun aber 4ie vier Flächen F, F\ F^ und F^ tautozonal sein sol- 
len, so gelten für sie abermals die Bedingungen : 

M^k^i, N^kv, R^kq 

Hieraus folgt denn : 

tang^'= s^P^^°/^sinyAr,// > 

in welchen Ausdrücken 

jpÄ jU*-*-y*-*-p*-*-2/wj'Cosy-H2^jUCoSj8-*-2vpcosa 
ist, daher sich denn vorläufig ergiebt, dass beide Tangenten Multipla eines 
und desselben irrationalen Grund werthes, nämlich der Grösse sin/4fsiuj^sin^y^P 
sind. 

Sollen nun aber die Factoren dieses irrationalen Grundwerthes ra- 
tional sein, so müssen sowohl k und Ar^, als auch Q und Q^ rationale Werthe 
haben. Für die beiden ersten Grössen ist diess nach §. 41 unbedingt anzu- 
nehmen \ die beiden anderen Grössen Q und Q^ aber werden, wenn man in 
ihnen ma, nb und rc statt a, b und c, sowie ma^ nb und rc statt a\ V und 
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c\ u. s. w. setzt, solche Werihe erhalten, deren Rationalität nur dann be- 
stehen kann, wenn jedes der drei Producte 

beA\ oder ^ecos^sin/ÜBin/ 

eaB\ - caeo%BmYÄna 

abC\ - aicosCsinosin/? 
für sieh einen rationalen Zahlwertb hat. 

Diess wären also diejenigen drei Bedingnngen, welche in einem jeden 
triklinoedrischen Axensysteme zwischen den Grundparametern a^ b nnd 
c, und zwischen den Grundwiokeln desselben erfüllt sein müssen, dafern 
auch in ihm das Gesetz der Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozo- 
naler Kanten erhalten bleiben soll. 


der Axensysteme. 


§.43. Erläaternng der Aufgabe. 

Da in manchen Kry stallformen die Wahl des Axensystems eine willkür- 
liche ist, oder auf verschiedene Weise getroffen werden kann, und da es bis- 
weilen selbst für solche Krystallfornfen, welche uns unbedingt auf ein einzi- 
ges und bestimmtes Axensystem verweisen, von theoretischem Interesse sein 
kann, sie auf ein anderes Axensystem zu beziehen, so bildet die Trans- 
formation der Axen, oder der üebergangvon einem Axensysteme 
auf ein anderes, eine nicht unwichtige Aufgabe der Krystallographie. 

Diese Aufgabe läuft wesentlich darauf hinaus, für irgend eine, durch 
ihre Parameter in Rezug auf ein gegebenes Axensystem bestimmte Fläche 
diejenigen Parameter aufzufinden, welche ihr in dem nen eingO'* 
führten Axensysteme zukommen. Da wir jedoch diese Aufgabe nur für 
das besonder^ Bedürfniss der Krystallographie zu lösen haben , so wollen 
wir sie' auch gleich in der Weise auffassen, wie sie für die Krysta 11 for- 
me n in Anwendung zu kommen pflegt. In den Krystallformen wird nämlich 
für das neu einzuführende Axensystem gefordert, dass selbiges von irgend 
dreien, nicht in eine Zone fallenden Rrystallflächen, als den 
neuen Goordinat-Ebenen, und daher von den drei Durchschnitts- 
linien dieser Flächen, als den neuen Axen gebildet werde. Sonach lässt 
sich unsere Aufgabe folgenderweise ausdrücken : 

In einem beliebigen Axensysteme ist uns eine Fläche F durch ihre 
Parameter a^ & und c gegeben; drei andere, auf dasselbe Axensystem 
bezogene Flächen F\ F" und F'" sollen als die Coordinat-Ebenen 
eines neuen Axensystems eingeführt werden; man sucht die Parameter 
/7^, b^ und ff^, welche sich für die Fläche F in den drei Durchschnitts- 
linien der Flächen F', F" und F"', als den Axen dieses neuen Axensy- 
stems, ergeben. 
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Bei dieser Transformatioa wird übrigens stets vorausgesetzt, dass beide 
Axensysteme einen gemeinschaftlichen Mittelpunct haben; daher 
werden wir uns die drei Flächen F\ ¥'* und F*" jedenfalls anf den Mittel- 
punct des gegebenen Axeosystems verlegt denken, in welchem sich die 
neuen Axen eben sowohl schneidea müssen, wie die ursprünglichen. Mit 
Ausnahme der Fläche F haben wir daher nnr solche Fläeben zu berücksichti- 
gen, welche durch den Mittelpunct gehen. 

§. 44. Allgemeine Auflösung der Aufgabe. 

Um unsre Aufgabe ganz allgemein zu lösen, wollen wir annehmen, dass 
das gegebene oder ursprüngliche Axensystem beliebig entweder ein ortbo- 
e'drisches, oder ein triklinoe'drischcs sei , wodurch nur für das Endresultat 
eine Verschiedenheit herbeigeführt wird. 

Die Fläche F sei durch die Gleichung 

a c 
gegeben, und eben so seien die Gleichungen der drei, auf den Mittelpunct ver- 
legten Flächen F\ F" und F'" : 

so kommt es zunächst darauf an, die drei Durchschnittslinien dieser Flächen 
zu linden, welche ja die neuen Axen bilden sollen. Nennen wir 

L die Durchschnittslinie von F' und F" 
L' - - . F'" . F' 

L" - - . F" . F'" 

so bestimmen sich nach §. 17 und 19 in jedem Axensysteme die Gleichungen 
dieser Linien, wie folgt: 

fürL, |r-|=0 und|- J=0 
fürL', |.-|. = und J-|. = 

in welchen Gleichungen: 

M = a'a"(b'c"-b"c'), N = b'b"(c'a"-c"a'), R = c'c"(a'b" -a"b') 

M ==: a a (ö c —6 c ), j\ = D (c a — c a ), n — c c (a o — ß o) 

M :=a a (b c —ö c ), ]\ = b o (c a — c a ), H =c c (a b — ß o } 

Combiniren wir nun die Gleichung der Fläche F suecessiv mit den Gleicbuo- 
gen der Linien L, L' und L'\ so gelangen wir auf die Coordinaten der 
Durchschnittspuncte P^ P' und P'\ in welchen jene Linien, als die neu ein- 
geführten Axen, von der Fläche F gescbnittpn werden. Diese Coordinaten 
erhalten, wenn wir der leichteren üebersicht wegen 
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Mbc +Nca -^Rab =5 
M'bc + N'ca + Rab = S 
M" bc-^ N" ca+ R' ab:^ S" 

schreiben, die folgenden Werthe : 

^.. , „ „ abcM abcN abcR 

für den Punct P, ä? =s — ^, y = o , ^ = ^ ■ » 

für den Punct f , o? = — ^i — , y = — ^7—5 z = — ^r-j 

für den Punct /* , a? = — htt— , y== — ktt— , ;:? = — ^rn— . 

Nun sind die Centrodistanzen dieser drei Puncte offenbar nichts Ande- 
res, als die gesuchten neuen Parameter a^^ b^ und e^, durch welche die 
Lage der Fläche F in Bezug auf das neue, von den drei Linien L, V und V 
gebildete Axensystem bestimmt wird. Die weitere Auflösung des Problems 
wird also auf den verschiedenen Charakter des ursprünglichen Axen- 
systems Rücksicht zu nehmen haben. 

Ist dieses Axensyste.m ein orthoedrisches, so finden sich die neuen 
Parameter (nach §. 28, 1) wie folgt: 


^* "■ Möc-hNca-hRab "" S 


* ■" M'bc^N'ca+R'ab "" S' 


^* "~ M"bc-{-N"ca-^B:ab "" S" 

und hiermit wäre denn die Aufgabe für alle diejenigen Fälle gelösst, da ein 
rechtwinkeliges Axensystem gegeben ist^ welche Beschaffenheit auch 
das neue Axensystem haben mag. 

Wenn dagegen das gegebene oder ursprüngliche Axensystem ein tri- 
klinoedrisches ist, so haben wir zu berücksichtigen, dass die Coordina- 
tcn jedes der drei Puncte P, P' und P" schiefwinkelig zu einander sind, in- 
dem X und y den Winkel y, z und w den Winkel /?, y und s den Winkel a 
bilden. Daher erhalten in diesem Falle die neuen Parameter (nach §. 28, II) 
folgende Werthe : 

_ fl&g}/yty*4-iV»+^*4-2iV^cos«4-2jg^cos/y4-2^iVcoiy = abc Y T 

^* "" Mbc-^Nca^Rub S~ 

. _ ahc-y M'*-k'JS'*-¥R"'-¥'lN'R'cosa'i-tR'M'cQsß+2M'N'cosy =abeY T' 

1 M'bc-hN'ca-^H'ab S' 

_ abeYM"*'k-N"^'k-R"^'^2J)/''R"cosa+2R"M'cosß+2M"N"cosy ^abcYT' 
^* M"bc+JS"ca-¥R"üb S" 

Setzt man in diesen Ausdrücken ct^^ß ^=^y =90®, so gelangt man natürlich 
wieder auf die vorher gefundenen Werthe. 
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§.45. Wichtige Folgerung für die Krystallographie. 

Die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Reanltate eriangen nun 
für die Krys lall formen deshalb eine ganz besondere Wichtigkeit, weil 
nach §. 35 alle Flächen eines und desselben Formencomplezes unter dem Ge- 
setze stehen, dass ihre Parameter rationale Multipla gewisser Grund 
Parameter sind, durch welche dieser Formencomplez zunächst cbarakte- 
risirt wird. 

Bezeichnen wir also diese Grundpararoeter mit a^ b und c, and woUeo 
wir die Resultate des vorhergehenden Paragraphen in einer, jenem krysUlio- 
graphischen Gesetze entsprechenden Weise darstellen, so haben wir in iboeo 

für die Fläche F statt n, b und c die Werthe mii, nb and rc 

- - - F' - a , 6' und d - - m'if, nb and re 

- - ./?"'- a\ b" und c' - - wi"a, nb and r"c 

. F' • Ä",4"'undc" . . «i'ir.n"* andre 
einzuschreiben. Dadurch erleiden die Werthe von a^, b^ und c^ eine kleine 
Umgestaltung ; denn es wird zuvörderst 

abc = mnrabc ; bc = nrbc^ ca = rmca, ab s= mnab ; 

ferner erbalten die bisher mit J/, iV, R u. s. w, bezeichneten Grössen folgende 

Werthe : 

M = mm"(nr"'^n'r)aHc = aMir&c 
N = riri'{rm-r"m)alP'c = ÄNcÄc 
/? = rr\mn — m"n)abc^ = eRaic 
JH' = m"fn{n"r-^nr")o^bc = aMabc 
N' = n"n(r"'m'—rm")ab^c = bNabc 
R = r" r (ni" n •^rnn")ab(? = cR'n^e 
itf ' = nim"(n'r"--n'"r")aHc^ aWabc 
N" ^ nn\rm^r''m)abH^ b^'abc 
R' Ä r'r"{m"n"-—w!"n')ab(?=s cK'abc 

Führt man alle diese Werthe in die Ausdrücke von ä^, ä^ und c^ ein, so er- 
giebt sich, dass wenn in irgend einem, durch die Grundparameter a, 6, c cba- 
rakterisirten Formencomplexe eioe durch die Parameter ma^ nb und rc be- 
stimmte Fläche F auf drei neue Axen bezogen werden soll, welche die 
Durcbschnittslinien dreier anderer Flächen F\ F" und JF" desselben For- 
mencomplexes sind, dann die drei neuen Parameter a^, b^ und c^ der Fläche 
F sich mit folgenden Werthen herausstellen : 

1. wenn das ursprüngliche Axensystem einorthoädrisches ist: 
* Mwr-hNm-i-Rw/t "~ S 


* *" MW-i-N'm-i-R'w*« ■" S' 

_ mnr Y^^^'^^^b^'^+c^K'^ _ mnrYT' 
^* " M"«r-*-N"mH.R'in« "" S" 


_--H 
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2. wenn das urspröngliche Azensystem ein triklinoedrisehes ist: 

fflwr|/g*M*4-feW4-c*R*+26cNRco8«+geflRMcos/9+2afrMiNcosy ^mnrYT 

* M;ir4-lNrm+Rmn "" S 


. __ mnr >/^fl'M"4- d*lH'»4-c*R'*4-26cN'R'co8tt+2caR M^coa^+ggfeMiNcosy _ mnrYT 
*"■ M'nr+N'rm+R'OT» "" S 

_ wwr y a*M"*-|-d*N''»^-c*R''*+26ci'N''R"co8«4-2"cäR''M"co8/9+2gfrM'^W"coiy _ mm' >^r' 
^*~ M'nr+N'rOT+R'ffi» "" S" 

Betrachtet man diese Werthe genau, so erkennt man sofort, dass jeder der- 
selben aus einem rationalen Factor besteht, welcher mit einem der 
drei irrationalen Fact'oren yT^ oder YT\ oder y'^*' multiplicirt 
ist. Denn da die Grössen m, n, r, m^ n\ r u. s. w. nach §. 35 stets ratio- 
nale Werthe haben, so gilt dasselbe auch von den Grössen M, N, R, M' 
u. s. w. , und folglich auch von denen durch S, S* und S" ausgedrückten 
Summen. 

Beziehen wir nun irgend eine zweite Fläche F^ desselben Formencom- 
plexes, welche uns in dem ursprünglichen Axensysteme durch die Parameter 
»7^0, ^^6 und r^c gegeben ist, auf dasselbe neue Axensystem, so bestim- 
men sich deren neue Parameter a^) ^t ^°^ H ^° S^°^ ähnlicher Weise, 
wie folgt : 

wobei die Grösse S^ = Mw^r^ -^ Nr^wi^ -i- Riw^ä^ 

S^" = M'n^r^ -I- N"r^m^ -*- R"»»^«^ 
und man erkennt, dass diese drei Parameter abermals aus rationalen 
Factoren bestehen, welche in dieselben drei irrationalen Fac- 
tor en yT, yT' und yT" multiplicirt sind, wie solche in den Werthen 
von «Tp b^ und c^ auftreten. 

Da nun die beiden Flächen Fund F, zwei ganz beliebige Flächen des 
gegebenen Formeucomplexes sein können, so ergiebt sich hieraus das sehr 
wichtige krystallonomische Gesetz : dass alle Flächen, und folglich auch 
dass alle Formen eines und desselben Formeucomplexes, wenn solche auf 
ein neues Axensystem bezogen werden, dessen Axen die Durchschnitts- 
linien irgend dreier Flächen desselben Formeucomplexes sind, diese 
neuen Axen gleichfalls in rationalen Verhältnissen schneiden/) 

Dieses Gesetz gilt ganz allgemein, es mag nun das ursprüngliche Axen- 
system ein orthofe'drisches oder ein klinoedrisches sein; es gilt allgemein, 
welche Beschaffenheit auch das neue Axensystem haben möge, und es 
liefert uns sonach den Beweis, dass ein jeder Formencomplex nach Be- 
finden auf sehr verschiedene Axensysteme bezogen werden kann, 
in deren jedem jenes andere Gesetz (§. 35) erhalten bleibt, dass die Para- 


*) I^^Pff^r gab den Beweis für dieses Gesett in seiDem Handbaehe der recbaenden 
KrystalloDomie 1831, S. 491 ff. 
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meter aller Piachen rationale MnltipU lireier Graniiparaaieter sine. 
welchen wir wohl im Aligemeinen irrationale Werthe znerkennen mör 
aen. Denn die drei Grossen yT^ y'T nnd y'T" stellen in der Thati^ 

drei neuen Grandparameter dar, so wie die drei Grossen — ^, -^ 


mnr 


nnd -^TT die rationalen Pactoren derselben, oder die neuen Ableitnogs- 

zahlen darstellen. 

Bei der Betrachtung der einzeben Kristallsysteme werden wir Gelego- 
heit haben, diese Transformation der Axensysteme specieller. za erläutern. 


£nnflt^ Captttl. 
Theorie der Zwillingskrystalle. 

§. 46. Erläuterung und Begründung dieser Theorie. 

In der Rrystallwelt kommt sehr häufig die Erscheinung vor, dass zvf 
gleichgestaltete Krystalle oder Individuen derselben Species nach eioec 
bestimmten Gesetze mit einander verwachsen sind. Man nennt der- 
gleichen gesetzmässig verbundene Paare von Individuen Zwillingskry 
stalle. Das ihnen zu Grunde liegende Gesetz lässt sich aber in den meistei 
Fällen dahin aussprechen, dass beide Individuen in Bezug auf irgeni! 
eine Fläche des betreffenden Formencomplexes, weiche die Zw illi ngs- 
fläche genannt wird, zu einander symmetrisch gestellt sind, oder, flü^ 
anderen Worten, dass sich das eine Individuum in einer, um die Normal« 
der Zwillingsfläche, welche die Zwillingsaxe genannt wird, durch \fff 
verdreh t|en Stellung gegen das andere Individuum befindet. 

Dieses Stellungsgesetz der beiden Individuen ist ganz unabbäDgi; 
von der Art und Weise ihrer Verwachsung ; es bleibt unverändert, beide Id* 
dividuen mögen nur an einander, oder durch einander gewachsen seio; es 
bleibt also auch unverändert, wir mögen uns die Axensysteme beider Ib* 
dividuen um verschiedene Mittelpnncte, oder nm einen und densel* 
ben Mittelpuncl ausgebildet denken. So weit es sich daher um die Bearthei- 
Inng der Stellung beider Individuen eines Zwillingskrystalls handelt, kön- 
nen wir jedenfalls voraussetzen, dass ihre beiden Axensysteme einen gemeiD- 
sehafUichen Hittelpunct haben. 

Sonach ist uns in jedem Zwillingskrystalle eine Copulalion zweier iden- 
tischer Axensysteme gegeben, welche um einen und denselben Mittelpooct 
dergestalt ausgebildet sind, dass beide symmetrisch gegen eine bestiiDmie 
Fläche liegen, welche stets eine krystallographisch-reelle Fläche des betref- 
fenden Formencomplexes ist. Von dieser Vorstellung ausgehend, köDDCo wir 
die Theorie der Zwillingskrystalle auf die symmetrische und krystallonoiDi- 


j 


Analytische Stereomeirte ; Theorie der Zwiilingsbildong. 

sehe Copulation zweier identischer Axensysteme gründen, und als ein ganz 
allgemeines Problem der analytischen Geometrie bebandeln. 

Die einfachste Vorstellung, welche wir bei dieser Theorie zu Grunde 
legen können, ist nun die, dass anfangs die beiden Axensysteme I und II coin- 
cidiren, und dass hierauf das eine gegen das andere um die Zwillingsaxe durch 
180^ verdreht werde. Es seien MX, MY und MZ die drei positiven Halb- 

axen des Axensystems I, und es sei MN die Zwil- 
lingsaxe. Das Axensystem II, dessen Axen wir mit 
MX\ MY' und MZ' bezeichnen wollen, coincidirt 
vor der Drehung mit dem ersteren; nach der 
Drehung fällt jede seiner Axen in die durch die Zwil- 
lingsaxe und die gleichnamige Axe von I bestimmte 
Ebene, oder in eine der projicirenden Ebenen der 
Zwillingsaxe, also die MX' in die Ebene NMX, 
die MY in die Ebene NMY, und die ifZ' in die 
Ebene NMZ. Auch bildet eine jede dieser Axen mit 
der Zwillingsaxe denselben Winkel, wie die gleichnamige Axe des Axen- 
systems I, so dass 

Winkel NMX' = Winkel NMX 
NMr ^ - NMY 
- NMZ' = - NMZ 
Aus diesen Bedingungen lassen sich nun die Gleichungen der Axen des 
zweiten Axensystems in Bezug auf das erste Axensystem ableiten; ein 
Problem, dessen Lösung uns weiter auf die Erkennung des Zusammenhanges 
führt, welcher zwischen den Flächen der beiden Individuen eines Zwillings- 
krystalls obwaltet, weshalb wir es wenigstens für die orthoedri sehen 
Axensysteme etwas ausführlicher bebandeln und verfolgen müssen. 



Fig. 13. 
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§• 47. Transposition des einen Axensystems auf das andere, 

bei rechtwinkeligen Axen. 

Wenn die symmetrisch copulirten Axensysteme orthocidrische sind, so 
wird die allgemeine Lösung der Aufgabe, die Axen des zweiten Systems als 
Linien darzustellen, welche uns im ersten Axensysteme gegeben sind, in fol- 
gender Weise zu geben sein. 

Es sei die im Axensysteme I gegebene Gleichung der Zwillingsfläcbe 

a c 
so werden nach §. 31 die Gleichungen der Zwillingsaxe : 

b a a c CO 

oder, vollständig so geschrieben, wie es eigentlich für eine durch den Mittel- 
punct gehende Linie gefordert wird (§. 23 und §. 31, Anm.) 

bc ca ^ ab bc ' ca ab 
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Unterscheiden wir nan die Axen des s weiten Azensvsteins als Axtuixi 
x\ y und z von den Azen der x, y «nd % des ersten Axensystems, so ist ti 
die erste Bedingung for ihre Lage, dass eine jede derselben in eine der prc- 
jicirenden Ebenen der Zwillingsaxe fallt ; nnd swar fallt 

die Axe der x in die projidrende Ebene dnrch x^ 

.-.,;.- - - - ,, 

folglich wird die eine Gleichung 

für die Axe der x i ^ # = 

€m ab 

s X 

für die Axe der vi —z — j- =0 

^ mb be 

für die Axe der V : ^ -=- =0 

öe em 

Da nun aber diese drei Axen gleichfalls durch den Mittelponct des erste: 
Axensystems gehen, so sind wir nach §. 23 berechtigl, als zwreite Glei- 
chungen für sie die folgenden einzuführen : 

für die Axe der jr' : ~ =0 

far die Axe der y z ^ i = 

^ bc r 

s X 

für die Axe der s' i *- = 

Q bc 

und es handelt sich jelzl nur noch darum, die Parameter u, v und ^ zu finden 

Dazu gelangen wir durch Benutzung der zweiten Bedingung fSr die La.' 

dieser Axen ; der Bedingung nämlich, dass jede derselben mit der Zwiilin; 

axe einen gleich grossen Winkel bildet, wie die gleichnamige Axe ()e> 

ersten Axensvstems. 

Es bestimmen sich aber die Winkel f, r und T, welche die Axen der/- 
y und s mit der Zwillingsaxe bilden, nach dem in §. 30, I stehenden Ab)- 
drucke 


St 
'V 


wenn wir in selbigem einerseits p = bc^ f = ea und s =: ab^ anderseits sa(- 
cessir p ssoo^ y' = oo und * ==oo setzen, wie folgt: 

bc bc 


eosi = 


cosi = 


ta ar 


ab ab 


y aVH.c^a*H.**c* > S 

Eben so erbalten wir die Winkel f , t- nnd ^ , welche die Axen der jr.y 
s mit der Zwillingsaxe bilden, wenn wir in demselben Ansdincke tob 
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Go^fV einerseits für p, q und s die vorherigen Wertbe, anderseits statt p\ q 

und s successiv die nachstehenden Werthe einsetzen : 

für die Axe der x i p ssfi, q'ssca^ s vstah 
far die Axe der y : p' ss bc, ^ ssv^ s ssab 
für die Axe der z z p =sz bc^ q s= ea, / ss ^ 

Auf solche Weise bestimmt sich 

cosl = ^ — _ 

Macht man nun die Bedingungen geltend, dass ^' = ^, v = t; und ^' = ^ sein 
müssen, so ergeben sich zunächst drei Gleichungen, aus welchen mit Leichtig- 
keit folgende Werthe von fi, v und q abgeleitet werden : 


y = 


26c 
2cä 


^= Zu* 

Demnach werden die Gleichungen der drei Axen des Axensystems II, wenn 
solche auf das Axensystem I bezogen werden, folgende : 

für die Axe der x : n-s — »,.q. », -_ iL s^O und ^ ; =0 

b^ir^<r{Jr'^(?) ca ca ab 

für die Axe dery: -5-5 — r^^ öt— -r- = Ound -x— ^ =0 

^ (ra^^br(cr-ha^) bc ab bc 

für die Axe der x' : -r^x — r--r — r^ — -=-= und v -^ ä 

a*6*— 6'*(fl*-*-o*) 6c 6c ca 

mit welchen drei Systemen von Gleichungen die Grundlage für die Theorie 
aller Zwillingskrystalle orthoe drischer Krystallformen gerunden ist/) 

§.48. T#ansposition der Coordinat-Ebenen des zweiten 

Axensystems auf das erste. 

Nachdem wir die Axen des Axensystems II als Linien dargestellt 
haben, welche uns im Axensysteme I gegeben sind, so ist es eine sehr leichte 
Aufgabe, auch die Coordinat-Ebenen jenes Axensystems als Flächen 
innerhalb des ersten Axensystems auszudrücken. Zu diesem Ende bedarf es 
nur der Erwägung, dass eine jede dieser Ebenen die Normal-Ebene einer der 


*) Vergl. mein Lehrboch der reinen nnd angewandten Rryitallographie, 11, S. 236, 
wo dieselben Resaltnte mitgetheiU worden sind. 
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b^(r'-a*(Jr'^(r) ca ca ab 

'"'*••'"'' ^^^^ 254? ■'»"••'-if-' 

die Gentrodistanz irgend eines Ponetes dieser Axe wird daher 

Nun ist uns aber die Gentrodistanz des Panctes X mit dem Werthe a geg^ 
ben ; folglich wird für diesen Panct, wenn wir seine Goordinaien mit p, f 
nnd s statt mit x, y nnd % bezeichnen, 

p^ S ' 9^—s~' '"~S~- 

Durch ganz ähBÜche BetrachtaingeB bestimmeii sich for den Ponct Y' die Co- 
ordinalen : 

p j-,9 =■ s , ,=^-; 

und eben so fiir den Punct Zf die Goordinaten : 

Die in dem Axensysteme II durch die Parameter a\ V und c' gegebene Fläck 
F* geht nun aber durch diese drei Puncto, deren vorstehende Goordinaten sicli 
auf das Axensystem I beziehen ; schreiben wir also ihre auf dasselbe Axeo' 
System bezügliche Gleichung 

— + I-H-— =1 

^1 ^1 ^1 
so werden ihre in die Axen der o?, der y und der s fallenden Parameter a^j 
b^ und c^ durch die neun Goordinaten p^ q^ Sj p' u. s. w. nach §. 18 rot 
kommen bestimmt sein. Substituirt man nämlich in denen zu Ende von §. 18 
stehenden Ausdrücken für a^^ b^ und c^, statt /9, q^ s^ p' u. s. w. ihre vor- 
stehenden Werthe, so erhält man nach den erforderlichen Reductionen : 

ab'c(aH^'^c^a^'hb^c^) _ ab'cS 

%abc{bU'i-cc)d'^{b^c^-aH''-c^a^)b'c ^ 2abc(bb''hcc)a''-Jlf'7 

. ^ a'b'c(aH^'^&'a^'h 6^ c^) db'cS 

* 2abc(cC'had)b'-h(c^a^-b^c^^aH^)cd "" 2abc(cC'had)b''^BcI 

db'c(a^b^^(^a^-hb^&^) db'cS 


a» SS 


c^ = 


* 2abc(ad'hbb')C'^(aH^^c^a^^b^c^)db' "" 2abc(ad^bb')c^Cak 
welches die gesuchten Parameter der auf das Axensystem I transponirteo 
Flache sind. 

Dass nun aber diese Parameter wirklich rationale Multipla der 
Grundparameter sind, diess wird sofort ersichtlich, wenn wir sowohl (Ü^ 
Fläche F (oder die Zwillingsflache) als auch die Fläche F' foder die beliebige 
Krystallfläche des Individuums II; als abgeleitete Flächen einführen, indem 
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wir voraussetzen, dass der betreffende Formencomplez durch die Gmadpara- 
meter a, b und c charakterisirt sei, und derogemäss in vorstehenden Wertken 

statt a, b und c die Grössen ma, nb und rc^ 
- a , b' und e die Grössen ma^ nb und rc 
einsetzen. Dadurch wird zuvörderst: 

S Ä ft?f?c?b^'^f^n?c^ff''\'ffr^b^t^ 
A = 'm^r?d^b'^'\'i^nf(?€?—'7ff^b^(? 
B = m^n^a^b^-^r^m^c^a^-hn^r^b^c^ 

und endlich : 

mnr Sa p 

* 2mnr{nnb^'hrr'c^)m'a^ — nrA 

, ^ mnr'Sb ^ ^ . 

* " 2mnr(rr'c^-hmm'a^)nb^-^rm'B ^ 

^ tnnr'Sc ^ -^ 

""* "" imnrimm'a^^^nnb^yc^^m'n'C " ^''' 

Da nun die Factoren P, iß ^^^ ti rationale Werthe haben, sobald nur 
die Grundparameter tf, b und c entweder durch rationale Zahlen oder durch 
Quadratwurzelzahlen darstellbar sind, so ergiebt sich, dass solchenfalls auch 
ff ^, 6^ und c^ rationale Multipla der Grundparameter des betreffen- 
den Formencomplexes sind/) 

« 

§.50. Transposition des einen Axensystems auf das andere 

bei schiefwinkeligen Axen. 

In den schiefwinkeligen und zumal in den triklinocSdrischen Axensyste- 
men lässt uns die Theorie der Zwillingsbildung auf weit complicirtere Resul- 
tate gelangen, weshalb wir uns auf die Transposition ^r Axen beschränken 
wollen. 

Denken wir uns, in einem triklinoedrischen Axensysteme sei die Zwil- 
lingsfläche ebenfalls durch die Gleichung 

^ y * f 
a b c 

gegeben, so werden die Gleichungen der Zwiilingsaxe, nach §. 31, II, 

^^1^0, ^«^=0, ^^^^0 

p q s p q s 

in welchen 

p = bcÄv?OL--abB' ^caC 
q = cas\v?ß^bcC ^abA' 
s ^ absüv^y-^caA --bcff 

und ^'=cos^sin/?sin/, jB'=:cosi?sin;/sina, C"=cosCsinasiu/9. 


^) Vergl. meio Lehrbuch der Rrystallographie, II, S. ^40. 
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Da Hun die Axen der a;\ y and » des zweiten Aaeneyilwu «lu ibiTr 
asfönglichen Lage (der Coincidenz mit den Axen der j:, y uad ji^) darob eiiK 
halbe Umdrehung um die Zwillingsaxe in ihre neue Lage gebracht wonici 
sind, so müssen sie abermals in die projioirenden Ebenen der Zwillingsai^ 
fallen, weshalb sich denn die eine GleidMing 

für die Axe der nc mit ^- =0, 

q s 

für die Axe der y mit = 0, 

^ s p 

für die Axe der s mit — — ^ =0 

P 9 

bestimmen wird. Auch werden sich die zweiten Gleichungen wiedenu 

für die Axe der a?' in der Form — — ^ « 

^* 9 

für die Axe der y in der* Pop» ~- — . 2- ä 

^ p V 

für die Axe der a! in der Fwm »0 

9 V 

einfttbren lassen, weil alle drei Axen durch den Mitlelpunot des Axensyslemi 

gehen. Zur Bestimmung der noch unbekannten Parameter ju, v und ^ gelaih 

gen wir abermals durch die Bedingung, dass jede Axe des zweiten Axeos; 

stems mit der Zwillingsaxe denselben Winkel bildet, wie die gieichDami^'^ 

Axe des ersten Systems. Es ist aber nach §. 30, II der allgemieine Ausdroci 

für den Neigungswinkel zweier Linien in einem triklinofSdrischen km 

Systeme : cosff^xs 

Lassen wir in diesem Ausdrucke die Buchstaben /?, g und s unverändert, wäh- 
rend wir successlv p\ q und s* mit dem Werthe oo einführen, so finden wir 
die Neigungswinkel ^, v und ^ der Axen der o?, y und z gegen die Zwillings- 
axe mit folgenden Werthen : 

cosf « /^-H^cos/g-hycosy 

Yk 

^-♦-«cosa-i-wcosy 
cost;= ~ -p — - 

Yr 

^ s-hgoosa-hpcosß 

COSL= r— ^^ 

Yk 

in welchem -ff =/?*-4-y*-h**-i-2y^cosa-|-2*;7Cos/9-i-?p5rcosy ist. 

Die gleichnamigen Neigungswinkel g', v und ^ der Axen der x\ y u^d 
z' gegen dieselbe Zwillingsaxe erhalten wir aber, wenn wir, mit Beibehaltung 
der Buchstaben p^ q und ^ , successiv 
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für die Axe der a?' i p' sssfi, f ^9^ / = « 

für die Axc der y i p ^/?, f ' = y» *' = * 

für die A» der % \ p ^p^ 9 ^9^ s ^q 
einsetzen ; es wird oämlich 

}//ir}A/w*+y*-4-«*-4-2f*cosa-4-2^cos/9-l-2f4ycosy 
, ^ v(q'^peosy-^seo$a)-h^'^p^'hispeo8ß^pqeo§y-hqscona 

YH }/^v*+**+^-*-24rpcos/^+2y/>cosy+2wcosa 
^, Q(S'hqeosa'hpco8ß)-hp^'^q*'h2pqcosy- ^qsc osa'hspcosß 

yHR y^^*4-/?*4- jr*-*-2pycosy+2ßycosa4-2^i/i€08/} 
Um null die Werihe von ^, v und ^ zu finde«, dazu haben wir aj^mn^l* ^i^ 
drei BedJn^nngen |' s $, t;' ss i; und ^' ^ ^ geltend zu machen. Wir wollen 
beispielsweifie die Recbnn^g für die erste Bedingung durchfiübreOy dann abef 
die Endresultate mittheilen, wie sich solche aus der äh^ilichen Behandlung dfiT 
beiden übrigen Bedingungen ergeben. 

Zur leichteren Verfolgung der Bedinguug co8|'s?eo8| set^e man zu- 
vörderst 

/9-l-/cos/?+7Cos}^s y 
y*-l-«*+2y*cosa4- j/?cos/94-pyco8y=5 W 

so führt uns die Bedingung cos^'scos^ auf die Gleichung: 

fiF -*- ^= f^}/^/w*-*-y*+«*-i-2y*cosa-*-2/w*cos/?-i-2f4ycosy 
oder auch, indem man das Wurzelzeichen wegschafFk, 

u^r^-hifirfT-^ fr^^^fi^r^-h F*(y*-*-**+2y*cosa+2iu*cos/9+2^yco8y; 
woraus denn folgt, dass 

2/wF(^-*cos/?F-.ycosyfO = ^Vy*+^-*-2y*cosa)- ^* (1) 
Substituir^ man in dem linker Hand vom Gleichheitszeichen stehenden Factor 
von 2fiF für F und fF ihre Werthe, so bestimmt siifc 

fF—scosßF^qcosyFsss ^sin^y-4-^^sin'/}+2jr^(cosa— cos/9cosy) = L 
Man setze ferner fFss 7-4-A, nämlich 

y^+**+2y*co8a » T, und 
spcosß-^pqcosy = R 

so wird die bei (1) rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehende Grösse 

r«(y»^.,»+2y*cosa)-f^*= r(/^*-r-2Ä)-Ä* 
Der Factor von T erhäk aber den Werth : 

/^2«T-2Ä=/?»-L 
also verwandelt sich die bei (1) stehende Gleichung in folgende: 

Nun ist'aber/>*r— Ä*=/?*L, folglich wird 

_ p^-T 

^■" 2r 

Setzt man in diesen Ausdruck für T und F ihre Werthe, so bestimmt sich 
endUch : 
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Behandelt nan auf ihnliche Weise die BediogniigagleichaBgj eoat;' = cosv, sc 
findet man : 

und durch daaaelbe Verfidirea ans der Beugung ees^' s eos£: 

^ 2(S'^peosß-hgeo^ 
Wir begnügen nns mit diesen Resoltaten, ohne solche noch weiter durch Sab- 
stitntion der Werthe yon p, q und s zu yerfoigen, weil in den triklinoedri- 
sehen Krystallen die ZwilUngsflache in der Regel einer der Coordinat-Ebenei, 
oder auch die Zwillingsaxe einer der Axen entspricht, wodurch sich die Sache 
sehr vereinfacht. Ffir die Zwillinge monoklino^drischer Krystalie erhalleo 
die Grossen p, q und s ebenfalls sehr einfache Werthe ; für ortho^risclie 
Krjrstalle aber wird ^ = ^c, q=sca^ sssaö, weshalb denn (weil auch a^j 
s^ssQO* ist) die Torstehenden Werthe yon fi, v und q auf die in §. 47 g^ 
fiuHlenen Werthe zurückkommen. 


Zweiter Theil. 
Theoretische Krystallographie. 


§.51. Uebersicht der Krystallsysteme. 

Es ist bekannt, dass die sämmtüchen Krystallformen nach denen in ihren 
Symmetrie -Verbältnissen angezeigten Axensystemen in sieben Abtbeilungen 
gebracht werden können, welche man Krystallsysteme genannt hat.*) 

Der geometrische Grandcharakter eines jeden krystallographischen Axen- 
Systems beruht nämlich auf folgenden drei Momenten : " 

l).aaf der Zahl der Coordinat-Ebenen oder Axen, 

2) auf dem allgemeinen Neigungsverhältnisse der €oordinat- 
Ebenen, und 

3) auf dem allgemeinen Grössenverhältnisse der Axen. 

Nach der Zahl der Coordinat-Ebenen oder Axen zerfallen die sämmtlicben 
Krystallformen zuvörderst in die beiden Abtheilnngen der trimetri sehen 
und der tetrametrischen Formen, je nachdem sie vermöge ihrer Sym- 
metrie-Verhältnisse auf ein dreizähliges, d.h. aus drei Coordinat-Ebenen 
bestehendes Axensystem, oder auf ein vierzäbliges, d. h. aus vier Coor- 
dinat-Ebenen bestehendes Axensystem zu beziehen sind. 

Die trimetrischen Formen zerfallen weiter nach dem allgemei- 
nen Neigungsverhältnisse ihrer Coordinat-Ebenen in vier Abtheilun- 
gen, welchen die oben in §. 12 erläuterten Axensysteme zu Grund liegen, 
weshalb denn diese Abtheilungen selbst füglich als orthoedrische, mono- 
klinoe'drische, diklinoedrische und triklinocSdriscbe Formen 
aufgeführt werden können . Die tetrametrischen Formen lassen nur das 
einzige Neigungsverbältniss erkennen, dass sich drei Coordinat-Ebenen in 
einer und derselben Linie unter 60^ schneiden, während die vierte anf ihnen 
rechtwinkelig ist. 

In Bezug auf das Grössenverbältniss der Axen, in welchem auch 
ihr gegenseitiges Werlhverhältniss begründet ist, findet nun bei den or- 


*) Vergl. meiae AofaDg8^}>äDde der Krystallographie, 2.Anfl. S. lOf. 
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thoedrischen Formen eine dreifache Verschiedenheit Stall, je nachdea 
nämlich alle drei Axen als vollkommen gleiche und gleichwertiiige, oder 
nur noch zwei als solche erscheinen, oder endlieh alle drei ungleich udc 
ungleicbwerthig sind. In den verschiedenen klinol$drischen Formen schei- 
nen die drei Axen immer ungleich und ungleichwerthig zu sein, weshalb dens 
das Grössenverhältniss derselben keine weiteren Unterschiede heiingt. Ic 
den tetrametrischen Formen waltet stets das eine Verhältniss, dass di? 
drei in einer Ebene liegenden Axen gleiche und gleichwerthige sind, w^ährcnd 
die vierte, auf ihnen rechtwinkelige Axe uagleieh oder doch wenigstens oo- 
gleichwerthig ist. 

Fassen wir nun alle Merkmale zusammen, so erhalten wir zuvörderst 
folgende DefintlioA : da Krystailsysten ist der Inbei^ff jaller möglichen 
Formen, welche, bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigno^^s- 
Verhältnisse der Coordinat- Ebenen, dasselbe allgemeine Grössenverhältniss 
der Axen besitzen. Nach diesem Begriffe und nach den vorhergehenden Er 
örterungen gelangen wir aber zur Anerkennung folgender sieben Krystali- 
Systeme : 

A. Trfanetriselie fernen ^ 

a, Orthoedrische Formen ; 

1. Tesserales oder isometrisches Krystalisystem, 

2. Tetragonales oder monodimetrisches Krystalisyslem, 

3. rlbombisches oder anisometrisches Krystallsystem ; 

b. Klmoedrüche Formen i 

4. Monoklinoedrisches Krystallsystem, 

5. Diklinoedrisches Krystallsystem, 

6. Triklinoe drisch es Krystallsystem; 

B. Tetrametrische formen j 

7. Hexagonales oder monotrimetrisches Krystallsystem. 

Wir glaubten hier diese üebersicht der Rryslallsysteme einschalten zq 
müssen, weil sie uns die Reihenfolge für die nun folgenden Lehren der theo- 
retischen Krystallographie bestimmt. 

Warum wir denen, an und für sich trefflichen IHBrnen isometriscbes, mono- 
dimetrisches und monotrimetrisches System die Namen tesserales, tetragonales 
und hexagonales System vorziehen, darüber werden wir uns bei der Betrach- 
tung dieser Krystallsysteroe aussprechen. Der Name rhombisches System aber 
ist äusserst bezeichnend für die betreffende Abtheilong von Formen, und jeden- 
falls weit bezeichnender als der Name anisonietrisches oder trimetrisches Sy- 
stem, weil dieses System die Ungteiehheit aller dr^ Axen mit dea klinoe- 
drischen Systemen gemein hat, wfibrend ihm die Eigieisebalt aussehliesslicii 
zukommt, dass seine Formen nach allen drei Axen rhombische Qner- 
^ schnitte, d. h. solche Querscbnilte Itefero, welche eotweder Rhomben oder 
doch solche Figuren sind, in und um welche sich Rhomben beschreiben lassen. 
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Tesserales System. 


<Cr^f0 Cofntel. 
HolDödrivohe Formen des TeMeraltyttems. 

§. ä2. Axensysteoi; Zwisehenaxen« 

Gleichheit und absolute Gleichwerthigkeit dreier, auf einander 
rechtwinkeliger Axen sind bekanntlich die Eigenschaften, welche das 
tesserale Rrystallsyslem auszeichnen, und für seine Formen den höchsten 
Grad von Regelmassigkeit bedingen, dem wir überhaupt in derKrystallwelt be- 
gegnen. Ja, es gehören sogar mehre von den regelmässigen Körpern, welche 
die Geometrie za betrachten pOegt, mit in den Bereich der tesseralen Formen. 

Daher sind wir dena auch fast genöthigt, bei der Nomenclator d«r 
tesseralen Formen dasselbe Priocip zu befolgen, dem die Geometrie bei der Be- 
nennung der regelmassigen Körper gefolgt ist, d. h. die Namen derselben nach 
der Zahl ihrer Flachen zu bilden. Wollten wir anders verfahren, so wQrden 
dieselben Körper in zwei so nahe verwandten Wissenschaften verschiedene Na- 
men erhalten, was sich auf dem Gebiete der Krystallograpfaie um so seltsanrer 
ausnehmen würde, als sie eine Tochter der Geometrie ist, und zwar die jflngst- 
geboreoe Tochter, wacher es gewiss nicht zukommt , den zweitausendjährigen 
Sprachgebrauch ihrer Mutter zu verdrängen. Nirgends dOrfte wohl die Regel, 
dass den alteren Nameo, sobald sie nur gut «ad brauchbar sind, das Vor- 
recht gebührt, mehr zur Geltung zu bringen sein, als auf dem Gebiete eiuer 
der Geometrie entsprossenen Wissenschaft. Und was ist wohl an den so be- 
zeichnenden Naroeu Tetraeder, Hexaeder und Oktaeder auszusetzen , welche 
man neulich durch die Namen Helvinoeder, Haloeder und Magneloeder zu er- 
setzen versucht hat? — 

Was den Namen des Krystallsystems selbst betrifft, so ziehen wir das PrA- 
dicat tesseral deshalb den (Übrigens sehr bezeichnenden) Pridicaten isome- 
trisch oder regulär vor, weil es sich besser zu gewissen Znsammensetaua- 
gen eignet. So kann z. 'R. eine hemi^drisehe Form des Tesseratsystemes sehr 
wobi eine semiteaserale Form, aber nicht fttgiich eine hemi^isemetriscbe oder 
iseaiiregnlare Form genannt worden« 

Aus der absoluten Gleichwerthigkeit der drei Axen ergiebt eich , dass 
ganz 'beliebig eine jede derselben als'Hauptaxe gelten, oder die aufrechte 
Siellang der Formen bestimmen kann, dass also jede tesserale Ponm drei 
völlig gleichwerthige Haupt axen besitzt. Wir denken uns nun das Axen- 
system in einer solchen Stellung vor uns, dass eine seiner Axen vertical ateht, 
während eine der horizontalen Axen gegen uns gerichtet ist. Die aufrechte 
Axe betrachten wir als die Aäie der ^, die an uns vorbeilaufende Axe als die 
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Axe der y, und die auf uns zulaafende Axe als die Axe der st ; auch bestim- 
men wir ein für alle Mal den vorn, oben, rechts liegenden Octanten als 
den Octanten der positiven Halbaxen. 

Ausser den drei Haoptaxen sind noch einige andere, durch den Mitlei- 
punct gehende Linien von Wichtigkeit, welche wir die Zwischenaxea 
nennen, und als rhombische und trigonaie Zwischenaxeu unterscheiden. Un- 
ter rhombischen Zwischenaxeu verstehen wir nämlich diejenigen in 
den Coordinat- Ebenen enthaltenen Linien, weiche mitten zwischen zwei 
Hauptaxen liegen, und folglich den Winkel derselben halbiren; unter trigo- 
nalen Zwischenaxeu dagegen verstehen wir diejenigen Linien, w^elche 
mitten zwischen drei Hauptaxen liegen, und also gegen jede derselben gleich 
geneigt sind. Es giebt daher 6 rhombische, und 4 trigonaie Zwischenaxeu. 

Da wir ihrer oft bedürfen, so müssen wir die Gleichungen dieser Zwi- 
schenaxeu wenigstens im Octanten der positiven Halbaxen aufsuchen ; ans 
der so eben mitgetheilten Lagenbestimmung derselben ergeben sich für die 
drei rhombischen Zwischenaxen dieses Octanten die Gleichungen: 

a? = und y — z = 

y=0 und ^— 07 = 

5? = und x—y = 
für die trigonaie Zwiscbenaxe desselben Octanten aber gelten die Glei- 
chungen 

X — y = und z — x = 
Man wird sich leicht auch für jede andere dieser Axen die ihr zukommenden 
Gleichungen bilden können. 

§. 53. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Unter einer Form überhaupt versteht man in der Krystallographie einen 
Inbegriff von lauter isoparametrischen Flächen, d. h. von solchen Flä- 
chen, welchen dasselbe Parameter -Verbältniss zukommt; man unterschei- 
det aber die Formen als holoedrische und als hemiö'drische Formen, 
je nachdem sie den vollständigen Inbegriff, oder nur die symmetrisch 
vertbeilte Hälfte aller derjenigen Flächen besitzen, welche für das gegebene 
Parameter- Verbältniss möglich sind; (Anfangsgr. S. 14 und 15). Da nun die 
Eigenthümlichkeit einer jeden Form wesentlich in dem Parameter -Verhält- 
nisse ihrer Flächen begründet ^st, so wird es offenbar eben so viele Arten 
von holoödrisch-tesseralen oder plenotesseralen Formen geben, als es 
wesentlich verschiedene Parameter -Verhältnisse giebt. Allgemein sind diese 
Verbältnisse nur dreierlei: nämlich das Verhältniss der durchgängigen 
Gleichheit, das Verbältniss der Gleichheit zweier gegen einen ungleichen Pa- 
rameter, und das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit. Die beiden 
letzteren Verhältnisse sind jedoch verschiedener Modalitäten fähig, welche 
eine besondere Berücksichtigung erfordern. 

Betrachten wir zuvörderst das Verhältniss der durchgängigen Ungleich- 
heit, welches sich allgemein durch mtnii ausdrücken lässt, indem wir den 
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kleinsten Parameter ssl setzen, den grössten mit m, und den mittle- 
,. r e n mit n bezeichnen, so begründet es eine wesentliche Verschiedenheit, ob 
der grösste Parameter fM noch einen endlichen Werth hat, oder ob er mit 
. dem absolut grössten Werthe oo gegeben ist. Sonach kann das Verhält- 
niss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter in den zweierlei Moda- 
litäten 
^ m i n : l und oo : » : 1 

vorkommen, welchen zwei verschiedene Arten von Formen entsprechen. 

1^ Das Verhältniss der Gleichheit zweier gegen einen ungleichen Parameter 

^ ist zunächst ein verschiedenes, je nachdem die beiden gleichen Parameter 

I grösser oder kleiner als der dritte Parameter sind. Bezeichnen wir also 

Is fv^iederum den grössten Parameter mit m, und setzen wir den kleinsten = 1, 

nj so gelangen wir auf die beiden Modalitäten m : m : 1, und m : 1 : 1. Beide 

^ diese Verhältnisse gestatten aber wiederum die Unterscheidung der Fälle, ob 

^ fn noch mit einem endlichen Werthe, oder mit dem absolut grössten 

], Wertbe oo auftritt, weshalb denn das Verhältniss zweier gleicher gegen einen 
ungleichen Parameter in den vier Modalitäten 

»t : »t : 1, und oo : oo : 1, 
m i 1:1, und oo : 1 : 1 

'' vorkommen kann, welchen eben so viele Arten von Formen entsprechen 
werden. 

Das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit der Parameter, welches 
sich am einfachsten durch 1:1:1 darstellen lässt, gestattet natürlich gar keine 
weitere Verschiedenheit, und liefert auch daher immer nur eine und dieselbe 
Form. 

Hieraus ergiebt sich denn, dass im Tesseralsysteme nur sieben wesent- 
lich verschiedene Parameterverhältnisse, und folglich auch nur sieben Ar - 


t ten von holocSdrischen Formen möglich sind; was durch die Erfahrung voll- 


kommen bestätigt wird. 


§. 54. Arten der plenotesseralen Formen. 

Denen im vorhergehenden §. nachgewiesenen Parameter -Verhältnissen 
entsprechen nun folgende sieben Arten von plenotesseralen Formen. 

1. Das Hexaeder, der Sechsflächner oder der Wür- 
fel (tessera) ; eine von 6 gleichen Quadraten umschlos- 
sene Form , deren 12 Kanten 90® messen, und deren 
Flächen das Parameter -Verhältniss oo : oo : 1 haben; 
diese Form ist einzig in ihrer Art, weshalb sich denn 
die verschiedenen Hexaeder nur durch ihre Grösse und 
durch den verschiedenen Grad der Regeln»*""*"'^'''* ihrer 
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Flg. 14. Ausbildung unterscheiden. 



Fig. I«. 


2. Du Oktaüdor, «dar 4er Aablllcbiv; cne 
von 8 gteichen, gleickveiligeii Dreieckes ■Baehloasene 
Porm, deren 12 Kanto IM* 28' ■«wea, nd dem 
Fiacben das PirwMter^VerbillBiM 1:1:1 Men ; sack 
diese Pom ist eintig Js ihrer Art, weduüh es deai 
keine wesentlich verschiedenen OkUSder fiebt , nnd 
ihre wirklich vorkommende Verschiedenheit nor in den 
alMoInten DimemioBen, oder in der TerMkiedeneD Vvtt- 
kommeuheit der Ausbildung begründet iat. 

3. DasRhombendodeia«der, oder der Zwölf- 
ffäcbner; eine von 12 gleichen and ähnlichen Rbom- 
ben umscblossene Porm, mit 24 gteichwertbigen Kan- 
ten, welche 130* messen, and mit 14 Ecken, von 
denen 6 letragoaal and 8 trigonal sind.'j Die Pia- 
eben haben das Parameter- Verbältniss oo : 1 : t, ond 
sind durch das Verfaältniss ihrer beiden Diagonalen 
)/'2;l charakterisirt. Das Rhombendodckai^der ict, 
eben so wie das Hexaeder nnd das Oktat^er, cid zig 
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in seiner Art, nnd gestattet daher keine verschiedenen Varietäten. 

4. Die Tetrakishexaeder, Vjermalsechsfläcbner 
oder Pj'rami den Würfel ; sie sind von 24 gleicbsch enke- 
ligen Dreiecken umschlossene Porraen, deren Plichen 
allgemein dorch das Parameter- Verhitlniss oo : m : I be- 
stimmt werden, nnd deren Gestalt sieh, mcb Maassgabe 
des Werthes von n, bald mehr dem Hexat-der, bald mehr 
dem Rbonbendodekaeder nähert, welche als die beiden 
Gränz formen derselben zu betracbten sind. Von den 
36 Kanten fallen die 12 längeren mk den Kanten des 

eingeschriebenen Hexatfders zusammen ; die Ecke zerfalle« in 6 lelri^;»Bale 
und 8 secbsflficbige Ecke. Es giebt möglicherweise eine zahllose Menge von 
Varietäten dieser Porm. 

5. Die Triakisoktaeder, Dreimainchtflächner, 
oder Pyramideooktaeder ; sie sind gleichfalls von 24 
gleicbscbenkeligen Dreiecken umschlossene Pormen, 
deren Flächen jedoch allgemein durch das Parameter- 
Verhaltniss m : i : 1 beslinunt werden , und deren Ge- 
stalt sieh, nach Maassgabe des Werthes von m, bald 
mehr dem Oktaeder, bald mehr dem Rhombendodekag- 
der nähert, welobe als die beiden Gränzformen der- 
selben zu betrackten sind. Von den 36 Kanten fallen die 

den Kanten des eingesebriebenen Oktaedern znsammen ; die 



*) lieber diete UolerseheiditDE der Ecke vergl. AafaDgsgrEiide S. i. 
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E4)ke unterscheiden sieb als 6 4iietrag(Hi«le tmd 8 trigonale Eeke. MdgKehef- 
weise kaiio es zaMlose Varietäten Aeser Vntm geben. 

6. Die Ikositetraeder oder Vierundzwanzigfläch- 
ner sind von 24 Deltoiden oder symmetrischen Trape- 
zoiden umschlossene Formen, deren Flächen allgemein 
durch das Parameter - Verhältniss m:m :l bestimmt 
werden , und deren Gestalt sich , nach Maassgabe des 
Werthes von //z, bald mehr dem Oktaeder, bald mehr dem 
Hexaeder nähert, welche als die beiden Gränz formen 
derselben zu betrachten sind. Von den 48 Kanten fallen 
die 24 längeren paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen Oktaeders, die 24 kürzeren paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen Hexaeders; die Ecke zerfallen in 6 telragonale, 8 trigonale und 12 
rhombische Ecke. Auch diese Form kann in zahllosen Varietäten vorkommen. 

7. Die Hexakisoktaeder oder Sechsmalacbt- 
flächner sind von 48 ungleichseitigen Dreiecken um- 
schlossene Formen, deren Flächen allgemein dorch 
das Parameter- Verhältniss fnmil bestimmt werden, 
und deren Gestalt sich, nach Maassgabe der besonde- 
ren Wertbe von m und », bald mehr dieser, bald mehr 
jener der vorher aufgeführten Formen nähert, wes- 
halb denn die Tetrakiilbexaeder, die Triakisoktaeder 
nnd die Ikositetraeder gewissermaassen als die er- 
sten, das Hexai^der, das Oktaeder und das Rhombendodekaeder aber als die 
letzten Grunz formen derselben zu betrachten sind. Von den 72 Kanten 
fallen die 24 mittleren paarweise über die Kanten des eingeschriebenen Oktae- 
ders, die 24 kürzesten paarweise über die Kanten des eingeschriebenen He- 
xae'ders, und die 24 längsten einzeln über die Kanten des eingeschriebenen 
Rhooliendodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 6 ditetragonale, als 
8 sechsflächige (bald ditrigonale, bald hexagonale), und als 12 rhombische 
Ecke. Es giebt mögUcherweise zahllose Varietäten dieser Form. 

Anm. Unter diesen Varietäten sfnd zwei Gruppen hervorzuheben, welche 
sich dfffcli eine besondere Regelmassigkeit auszeiebnen. Die erste Grnppe be- 
greift dtejenigen Hexakisoktae'der , deren sechsfläebige Ecke hexagonale 
sind, oder deren .längste und kOrzeste Kanlen gleiches Winke Im aats 
haben ; die zweite Gruppe Ist dadurch ausgezeichnet^ dass ihre längsten Kan- 
ten mit den Kanten des eingeschriebenen Rhombendodekaeders zusamaeo- 
fallen, ued folglich zu je sechs und sechs einander parallel sind. Wir woU 
leo die ersteren die isogonalen, die andern die para llelkantigen He- 
xakisoktae'der nennen. 
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§.55. Grundform, Ableitung und Bezeichnung. 

Zur Grundform kann nur eine solche Form gewählt werden, deren Flä- 
chen ein dem Axenverhältnisse entsprechendes Parameter- Verhältniss haben ; 
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(Anfangsgr. S. 20). Da nun jenes Verhälinias daa der darebgängigen Gleid- 
heil ist, so wird auch für die Grundform des Tesserakystems das Parameter- 
Verhäitniss 1:1:1 gefordert. 

Denken wir uns um das Axensystem für dieses Verhäitniss den voll- 
ständigen Inbegriff alier isoparametrischen Flächen, so erhalten wir das regu- 
läre Okta^'der. Denn in jedem Raum-Octanten ist offenbar nur eine solche 
Fläche möglich ; jede derselben wird durch ihre drei Nebenflächen]] als eis 
gleichseitiges Dreieck begränzt, und alle diese Dreiecke werden ein- 
ander gleich sein. Das Oktae'der ist also die Grundform des Tesseraky- 
stems, und der Buchstabe liefert uns das krystallographische Zeichen, 
dessen Anblick unsrer Einbildungskraft die Gestalt des Okta<$ders vorfuhren 
soll; (Anfangsgr. S. 21). Auch folgt hieraus, dass jede Halbaxe des Oktae- 
ders den Werth 1 oder dieselbe Länge hat, wie jeder Parameter |seiDer 
Flächen. 

Unter Benutzung der übrigen Parameter-Verhältnisse lassen sich nun die 
übrigen sechs plenotesseralen Formen sehr leicht durch Umschreibung 
aus dem Oktaeder ableiten, und mit den entspi^echenden krystallographischeo 
Zeichen versehen. 

Man lege in jedes Okta(;dereck eine Fläche, welche den beiden, nicht 
7U diesem Ecke gehörigen Hauptazen parallel ist, oder selbige in der Ent- 
fernung oo schneidet, so resultirt das Hexaeder, dessen Zeichen ooOoo 
wird, weil seine Flächen das Parameter- Verhäitniss oo : oo : 1 haben. 

Man lege in jede Oktae'derkante eine Fläche, welche der nicht zu die- 
ser Kante gehörigen Hauptaxe parallel ist, oder solche in der Entfernung oo 
sehneidet, so resultirt das RhombendodekaSder, dessen Zeichen ooO 
wird, weil seine Flächen das Parameter- Verhäitniss oo: 1 : 1 haben. 

Man verlängere jede Halbaxe des Oktaeders nach einer rationalen Zabl 
»f, welche grösser als 1 ist, und lege hierauf in jede Kante zwei Flächen, 
welche die nicht zu dieser Kante gehörige Hauptaxe beiderseits in der Ent- 
fernung iti schneiden, so resultirt ein Triakisoktac^der, dessen Zeichen 
mÜ wird, weil seine Flächen das Parameter- Verhäitniss m : 1 : 1 haben. 

Man verlängere abermals jede Halbaxe des Oktaf^ders nach einer Zabl »i, 
und lege hierauf in jedes Oktae'dereck vier Flächen, von [welchen jede ein- 
zelne über eine Fläche dieses Eckes dergestalt fällt, dass sie die beiden zo 
derselben Fläche gehörigen Halbaxen in der Entfernung m schneidet, so 
resultirt ein Ikositetraeder, dessen Zeichen mdm wird, weil seine Flä- 
chen das Parameter- Verhäitniss m:m;l haben. 

Man vergrössere jede Halbaxe desOktae'ders nach einer rationalen ZahU, 
die grösser als 1 ist, und lege hierauf in jedes Oktaedereck vier Flächen, 
vou welchen jede einzelne über eine Kante dieses Eckes dergestalt fällt, 
dass sie die zu derselben Kaute gehörige Halbaxe in der Entfernuug» 
schneidet, während sie der nicht zu dieser Kante gehörigen Axe paralleÜst, 
oder solche in der Entfernung oo schneidet, so resultirt ein Tetrakishe- 
xaeder, dessen Zeichen coOn wird, weil seine Flächen das Parameter-Ver- 
hältniss oo : ^ : 1 haben. 


j 
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Man verlängere endlich jede Halbaxe des Oktaeders nach zwei ver- 
schiedenen rationalen Zahlen m und », von denen m>n ist, während beide 
>1 sind, und lege hierauf in jedes OktaSdereck acht Flächen, von welchen 
je zwei über eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, dass sie die zu 
derselben Kan te gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung n, die n i c h t 
zu dieser Kante gehörige Axe aber beiderseits in der grösseren Entfernung 
m schneiden, so resultirt ein HexakisoktaSder, dessen Zeichen mOn wird, 
weil seine Flächen das Parameter- Verbältniss minil haben. 

Die Debergänge und Verwandtschaften der sieben plenotesseralen For- 
men lassen sich am besten aus folgendem triangulären Schema erkennen : 

In der Mitte dieses Schemas steht 
das Hexakisoktaeder, welches als der 
eigentliche Repräsentant aller ple- 
notesseralen Formen zu betrachten ist, 
wie ja auch in seinem Zeichen alle 
übrigen Zeichen enthalten sind. An den 
Eckpuncten des Dreieckes stehen die 
drei singulären Formen des Tesseral- 
systems ; jede Seite des Dreieckes aber 
wird von einer der 24flächigen Formen 
eingenommen, mit welchen das Hexa- 
^ ^ kisoktaeder durch unmittelbare üeber- 
gänge verbunden ist, so wie es andere, 
mehr mittelbare Uebergänge in jene drei singulären Formen erkennen lässt. 
Alle diese und manche andere Verhältnisse, so wie die numerischen Bedin- 
gungen, welche für die Ableitungszahlen m und n bei dem einen oder anderen 
Uebergänge erfüllt sein müssen, lassen sich aus vorstehendem Schema mit 
einem Blicke ersehen. 

§.56. Das Hexakisoktaeder als Repräsentant alier Formen. 

Wie das Verbältniss mmil das allgemeinste Parameter- Verbält- 
niss ist, weil ja aus ihm alle übrigen Verhältnisse hervorgehen, sobald wir 
nur für m und n gewisse besondere Werthe einführen, so muss'aucb die durch 
dieses Verbältniss bestimmte Form die allgemeinste plenotesserale 
Form sein, in welcher die Bedingungen für die Existenz aller übrigen Formen 
gegeben sind. Da nun die analytisch-geometrische Methode fordert, das Be- 
sondere in dem Allgemeinen zu erfassen, so müssen wir zunächst unter- 
suchen, welche Eigenschaften dieser allgemeinsten Form des Tesseralsystems 
zukommen. Wir können diese Eigenschaften in folgenden Sätzen zusammen- 
fassen : 

1) Das Hexakisoktaöder ist eine von 48 Flächen umschlossene Form ; 

2) Dasselbe besitzt dreierlei Ecke, nämlich 

a) 6 achtflächige Ecke an den Endpuncten der Hauptaxen, 

NaiimanD*s Kryslallogpraphie. 6 
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b) 8 secbsflächige Ecke an dea Eodptncte« der ingooaleD Zwischeoaxeo, 
«od 

c) H^vierfläcbigeEckeandeBEndpoDeteBder rbombisebeo ZwuchoMULea; 

3) Seine sänBiÜicben PUchen begränzen sieb gegenseitig als lanter gleiche 
nnd äbnUehe, nngleiebseitige Dreiecke. 
Diese Sätze beweisen sieh darcb folgende sebr einfache Setracbtongen. 

1. Das Parameter -Verbältniss m:n:t erfordert offenbar in jedem Oc- 
tanten 6 isoparametriscbe Flächen. Nehmen wir z. B. innerhalb des Octanten 
der positiven Halbasen den Parameter 1 in der Axe der a, so wird der Para- 
meißF m einmal in die Axe der x^ nnd einmal in die Axe der y fidlen könnea, 
während zugleich der Parameter n in der Axe der y, oder in der Axe der x 
liegt, was also zwei verschiedene Flächen giebt. Da nun aber, bei der abso- 
luten Gleich werthigkeit alier drei Axen, die Parameter ihre Stellen beliebig 
vertauschen können, so wird der Parameter 1 auch eben so in der Axe dery, 
oder in der Axe der j? anzunehmen sein, während die Parameter m und» 
ihre Stellen respective in den Axen der z und Xy oder der y und z finden. 
Folglich wird es fiir d as Verhältniss mmil im Octanten der positiven Halb- 
axen 6 Flächen, und, weil Dasselbe für jeden anderen Octanten gilt, über- 
haupt 4S isoparametriscbe Flächen geben. 

2, In jedem Octanten liegen an jeder Halbaxe zwei Flächen, welche 
dieselbe in der Entfernung 1 vom Mittelpuncte schneiden; da nun eine jede 
Halbaxe zwischen vier Octanten fällt, so müssen auch um jede derselben 
acht Flächen liegen, welche solche in einem und demselben Puncto schnei- 
den. Folglich muss das Hexakisoktacider & achtflächige, in den Hanptazea 
liegende Eckpuocte haben. 

In jeden einzelnen Octanten fallen aber äberhanpi sechs Fläieben» welche 
die trigonale Zwisehenaxe desselben Octanten in einem Pnnele sehneideo. 
Im Octanten der positiven Halbaxen z. B. sind die Gleichungen dieser Fläehei 
folgende : 


m n 

X ^ « 

m ^ n 

-+^+4^ = 1 
n m 

X * M 

n ^ m 

m n 

X ^^-^^ :el 

n m 


während die Gleichungen der trigonalen Zwisehenaxe 

a? — y = und ;:? — a? =0 
sind. Welche von jenen sechs Fläcbengleichongen wir nun mit den Glei- 
chnngen der Zwisehenaxe combiniren mögen, so erhalten wrr Kr die Goordi- 
naten des Durchschnittspunctes immer dieselben Werthe 

mn 

woraus denn folgt, dass sich die sechs Flächen emea nnd desselben Oetantea in 
einem und demselben Puncto der trigonalen Zwisehenaxe seiuMidna, nnd dass 
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also das HexakiMkUätar 8 seehsfläeliigey in dea IngeoaleB Zwiscbenaxeii 
Uegewfe Eeke haben mmn. 

Ab der €rftnze je zweier Neben-OcUBten liegen altonai Tier FlMcben, 
welche die daselhst befindliche rhombische Zwischenaxe in einem Ptmcte 
schneiden. Diese Flächen sind z. B. an der Gränze des Octanteu der positiven 
Halbaxen gegen den darunter liegenden Octaitten durch folgende Gleichungen 
gegeben : 


m n 

X ^ M 

m ^ n 

^+ä'+*-l 

X ^ M 

hv-h -=ä1 


m n m '^ n 

während die Gleicbnugen der betreffenden rhombischen Zwischenaxe 

x=sO und y — Ä = 
sind. Welche von den erstem vier Gleichungen wir auch mit den Gleichun- 
gen der Zwischenaxe combiniren , so erhalten wir für die Coordinaten des 
DurchsehniCtspunctes immer dieselben Werthe 

woraus denn folgt, dass je vier, an der Gränze zweier Ootanien liegende ¥1^ 
chen die dortige rhembisebe Zwischenaxe in einem und demselben Pincte 
schneiden, und dass also da» Hexakisokta^der 12 vierffiicbige, in den rhombi» 
sehen Zwischenaxen liegende Ecke haben mnss. 

3. Jede Fläche trägt mit bei znr Bildung von drei Ecken und erleidet 
drei Durchschnitte von* direi anderen Flächen, von weichen zwei mit ihr in 
denselben Octanten fallen, während die dritte in einen Neben -Oetanten fiUh; 
folglich wird jede Fläche als ein D^reieck begränzt werden. Alle diese Drei- 
ecke müssen aber gleich und ähnlich sein, weil für ein jedes derselben 
die drei Seiten m ieu Verbindungslinien je eines aebtflächigeD, eines seebs^ 
fläehigen und eines viei*lächigen Eekpunotes desselben Ootaoten gcgriien sind» 
Dass aber diese Dreieeke stet» i>ng ) ei chs eilige sein mBssen, diess läest 
sich leicht zeigen. Ein jedes derselben trägt nämlich mit seinen drei Winkeln 
bei zur Bildung eines achtflächigen, eines seehsflächigen und eines vierflächi- 
gen. Bckes;. nennen wie diese drei Winkel lOy u> und w\ so ist nothwendig 

jeder Winkel t(^ < 45<» 

jeder Winkel «^' < 60^ 

jeder Wrokei w'* < W 
Da nun aber u; + u)' + u?" = 180® ist, so folgt auch, dass 

jeder Winkel m' > 45® 
sein muss; mithin kann niemals w^s^w sein^ eben so folgt aber auch, dass 

jeder Winkel w" > 75® 
sein muss, woraus sich denn ergiebt, dass w* niemals weder =«? noch = w 
werden kann. Folglich wird das Hexakisoktae'der von 48 gleichen und ähn- 
lichen, stets ungleichseitigen Dreiecken gebildet. 

A n m. Jede andere plenetesserale Form lässt sich als ein Qnasi-Hexakis- 
oktae'der betraehten^ indem man ihre Flttchea dorch Theilangslinien in solche 

6* 


84 Teueraltjritoa. 

Dreiecke zerlegt, welche dei Fllcben eines HexakieekUiMert eit ayr e ch ci. 
Diese Redoction aller Pormeo auf die VorstelloDg eiaes Hexakisokteedcn er- 
weist sich bei maocben Betracbtaogea sehr Tortbeilbaft, wie wir bald sebei 
werden. 

§. 57. Berechnung des Hexakisoktac^ders mO/i. 

Wir haben bei der Berecbnnng des Hexakisokta^ders besonders zweier- 
lei Probleme, nämlich die Bestimmung der Zwischenaxen und die der Kan- 
tenwinkel zu berücksichtigen.*) 

1. Berechnung der Zwischenaxen. 
In §. 56 haben wir gesehen, dass sich die Coordinaten des secbsflächigeo 
Eckpunctes im Octanten der positiven Halbaxen mit den Werthen 

mn 

^ »m-l-iw-i-if 

bestimmen. Da nun dieser Eckpunct zugleich der Endpunct der trigonalen 

Zwischenaxe ist, so wird uns seine Centrodistanz die Grösse der halben 

Zwischenaxe liefern. Nach §. 28, I ist die Centrodistanz eines durch seine 

Coordinaten ^, y und z gegebenen Punctes = y a^"\-y^'^»^ ; diess wird in 
vorliegenden Falle =a?|^3; folglich bestimmt sich 7, oder die halbe trigo- 
nale Zwischenaxe des Hexakisoktaeders mO», durch 

y_ mny^ 
mn-hm-hn 
Wir fanden femer in §. 56, dass sich die Coordinaten eines vierfläcbigen 
Eckpunctes mit den Werthen 

bestimmen. Da nun dieser Eckpunct zugleich der Endpunct einer rhombi- 
schen Zwischenaxe ist, so liefert uns di^ Centrodistanz desselben die Grösse 
R der rhombischen Halbaxe mit dem Werthe y ^2, oder 

«-hl 
Im Okta(5der wird also T= y^^ und R^y\\ betrachten wir diese Grös- 
sen der beiderlei Zwischenaxen als die Grund werthe derselben, so werden 
die Zahlen t und r, mit welchen solche Grundwerthe multiplicirt werden müs- 
sen, um wieder auf die allgemeinen Werthe von 7 und R zu gelangen, 

3mn 
t = 


r = 




*) Die Einheit, welche diesen und allen folgenden Berech nangen tesseraler For- 
men za Grunde liegt, ist die Länge der halben Hauptaxe. Die Berechnung der Ranten- 
Linien habe ich nicht mitgetheilt, und verweise ich deshalb auf mein Lehrbuch der Ery- 
stallographie, wo alle Begränzungs-Elemente der Formen berechnet warden sind. 
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Diese beiden Zahlen t und r nennen wir die Coc^fficienten der Zwischen- 
axen. 

Anm. Im Rhombendodekaeder wird ^=-|; da nun in den parallelkan- 
tigen Hejcakisoktaedem (§. 54 Anm.) die längsten Kanten mit denen des Rhom- 
bendodekaeders zusammenfallen , und da die Lage dieser Kanten wesentlich 
durch die Grosse der trigonalen Zwiscbenaxe bestimmt wird, so muss in diesen 
Hexakisoktaedern t genau denselben Werth haben, oder es muss 

Smn . . 
=f 

m 
sein. Daraus folgt m/i = iTt+zz« oder ;i = -\ die parallelkantigen Hexa- 

kisoktaeder stehen daher unter der allgemeinen Zeichenform 

Om 


m — 1 

und man kann es auf den ersten Blick erkennen, ob ein durch sein Zeichen ge- 
gebenes Hexakisoktaeder die in Rede stehende Eigenschaft besitzt. So sind 
z. B. die Varietäten 30f , 40^, 640|f parallelkantig. 

2. Berechnung der Kantenwinkel. 

Bezeichnen wir in einem jeden Hexakisoktaeder mOn die längsten 

Kanten mit ^j die mittleren Kanten mit B^ die 
kürzesten Kanten mit C, so sind in beistehender 
Figur F\ F" und F'" diejenigen drei Flächen, wel- 
che mit der Fläche F eine Kante ^, B und C bilden. 
Setzen wir also in dem allgemeinen Ausdrucke für 
den Cosinus des Neigungswinkels zweier Flächen 
(§.32) 

-,- aabb'-hccaa-^bb'cc' 

^.,^ cos^=— ^ — — ■ 

Y^2\. YaH^^cH^^bH^ y äH^^c^a'^^b'^c'^ 

zuvörderst für a, b und c die Parameter*) der Fläche 
Fy also 01, n und 1, dann aber für a\ b' und c snccessiv die Parameter der 
Fläche F'y F" und F''\ indem wir berücksichtigen, dass in dem Ausdrucke 
von cosfV unter /i', b' und c die, respective in derAxeder o?, y und z liegen- 
den Parameter gemeint, und solche durchgängig positiv vorausgesetzt sind, so 
erhalten wir folgeode Wcrthe ; 

^ «(2OT*-h«) 7i(2wi*-i-n) 

COSC = 2/ 2 . /i\ ■ — 2 ^^ i? 



*) Bine jede Fiäctie des Hexakisoktaeders hat allemal den kleinsten Parameter 1 
in derjenigen Halbaxe, mit welcher sie unmittelbar zum Dnrchschnitle kommt; ihre mitt- 
lere Kante verweist uns aof diejenige Halbaxe, in welcher der mittlere Parametern, 
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Derselbe Ausdruck von eo$fF verhilft uns auch zur Besümnung 4er halben 
Kantenwinkel, deren Kenntniss oft noch wichtiger ist. Die Fläche JP bildet 
nämlich 

die Kante |^ mit der Fläche, deren Gleichung x^y ss 
- \b ' ' ' - . Ä? = 

. - iC K-Ä=»0 

Setzen wir also in dem Ausdruck von eos^ ein für alle Mal : 

und successiv a' = 1, &' as — 1, c s^ oo, 

a =0, y = oo, c s= oo, 

ö' 3= OQ, y = 1, C =r — 1, 

so ergeben sich die Werthe : 

cos^-^ = 


COBJ^B 


y2Ä 


yzR 

in welchen TT = !»*(«*+ 1)+»* ist, und aus welchen die Proportion 

cos^^ : cosj^^ : cos^^C = m—n : «y^2 : i»(«— 1) 
folgte mittels welcher man leicht aus einem dieser Winkel die beiden andern 
berechnen kann. 

Eine Gleichheit der KaptenwiDkel kann möglicherweise nur für die 

beiden Kanten ^ und C eintreten, und es folgt aus den Werthen von eo^J 

2m 

und cos^Cj dass für solche Gleichheit die Bedioginip n s= erfüllt sein 

^ "^ 111+1 

muss. Daher wird 

m-4-1 
die allgemeine Zeichenform für alle isogonalen fiexakisoktaMer (§• 54 Anm . y 
2tt weleben also z. B. 30f , 50f n. a. geboren. Die VarieUt 30f besitat i\t 
merkwürdige Eigenschaft, sowohl isogonal als auch parallelkantig zu seia. 

§. 58. Berechnung der übrigen plenotesseralen Formen. 

Wir könnten die Berechnung der übrigen plenotesseralen Formen unmit- 
telbar auf ähnliche Weise vornehmen, wie solches in §. 57 für die Hexakis- 
oktaeder geschehen ist. Da sich aber (nach §. 56 Anm.) eine jede dieser For- 
men als ein Hexakisoktae'der vorstellen lässt, und da ihr Zeichen in dem all- 
gemeinen Zeichen tnOn enthalten ist, so gelangen wir weit kürzer zum Ziele, 


und ihre kürzeste Kante anf diejenige Halbaxe, io welcher der g r Ö s s t e Parameter iti 
liegt. Man wird hiernach leicht für jede Fläche ihre Gleichung aus der Fignr ablesen 
kb'anen. 
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wenn wir in denen für das HexakisoktaiJder gefundenen Resultaten «tntt m 
und n diejenigen Werlbe einsetzen, welche irgend einer anderen Form zu« 
kommen. 

a. Berechnung der Ikositetra^'der «lOm. 
Setzen wir in den Resultaten des §. 57 nssm, so gelangen wir auf die 
zar Berechnung der Ikositetraclder dienenden Formeln. 

1. Cofe'fficienten der Zwisehenaxen. 

Zm 2m 


2. Kantenwinkel. 


COS^ss — 1 

eosBsss 


m^ 


~»^ — m»:i^ 

Die Kante ji existirt also nicht mehr als solche, weil sie 180^ misst ; 
Are Rattlenlhrie entspricht der symmetrischen Diagonale der Deltoide, zu 
denen sich je zwei Fliehen des Hexakisoktac^ders Tereivigen, indem sie i* 
eine einzige Ebene fallen ; die Ikositetrafe'der lassen sieb daher als solche He- 
xakisoktae'der vorstellen, deren längste Kanten 180^ messen. 

b. Berechnung der Triakisoktacfder mO. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 57 n = 1, so erhalten wir die zur 
Berechnung der Triakisoktae'der dienenden Formeln. 

1. Coefficienten der Zwiscbenaxen. 

» 

3»! 


2. Kantenwinkel. 


m(ift-t*S) 


cos^ = — o 2 
2m*-i- 

n 2m -1 

"^'^="^2;;^q4 

cosC=— 1 
also verschwindet die Kante <7; ihre Kantenlinie entspricht der Höhenlinie 
der gleichschenkeligen Dreiecke, zu welchen sich je zwei Flächen des Hexa- 
kisoktaeders vereinigen, indem sie in eine Ebene fallen; die Triakisoktaäder 
sind daher solche Hexakisoktaeder, deren kürzeste Kanten 180^ messen. 

c. Berechnung der Tetrakishexa^der ooOt?. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 57 m = oo, so ergeben sich die For- 
meln zur Berechnung der Tetrakishexaeder. 

1. Co^^'fficienten der Zwischenaxen. 

3» 2» 

t = r, r = T 
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2. Rantenwinkel. 

COS^ = s r 

COhB a= — 1 

Hieraus folgt, dass die Kanten B verschwinden ; ihre Kautenlinien erscheinen 
nur noch als die Höhenlinien der gleichschenkeUgen Dreiecke, zu welchen sich 
je zwei Flächen des Hexakisoktaeders vereinigen, indem dasselbe in ein Te- 
trakishexaeder übergeht; diese TetrakishexaSder lassen sich daher als solche 
Hexakisoktaeder betrachten, deren mittlere Kanten 180® messen. 

Da cos^ = cosC wird, wenn n=2 ist, so ist die Varietät oo02 isogo- 
nal, d. h. ihre zweierlei Kanten haben gleiches Winkelmaass, und ihre sechs- 
flächigen Ecke sind hexagonal. 

d. Berechnung des Rhombendodekae'dcrs ooO. 

Setzt man in den für ooOn gefundenen Formeln ;»ssl, so erglebtsici 
für das Rhombendodekaeder : 

cos^» -}i^, folglich A^ 120<^ 

COSÄ =s — 1 
COsCss — 1 

Die Kanten B und C verschwinden also ; je vier an einem rhombischen Ecke 
des Hexakisoktaeders liegende Flächen fallen in eine Ebene, und bilden einen 
Rhombus, dessen halbe Diagonalen noch die Kanten B und C repräsentireo. 
Das Rhombendodekaeder lässt sich daher als ein Hexakisoktaeder vorstellen, 
dessen mittlere und kürzeste Kanten 180® messen. 

e. Berechnung des Oktaeders 0. 

Setzt man in den für mO, oder auch in den für mOm gefundenen Formeln 
01 = 1, so erhält man für das Oktaeder: 

f=l, r = l 

COS./X ^"^ ""^ 1 

cosB= -h also Ä=rl09® 28' 16" 

cosC= — 1 
Es fallen also je 6, zu einem sechsflächigen Eckpuncte des HexakisektaSders 
gehörige Flächen in eine Ebene, und bilden ein gleichseitiges Dreieck, des- 
sen Höhenlinien uns noch die Kanten ji und C vergegenwärtigen. Das Ok- 
taeder lässt sich daher als ein Hexakisoktaeder betrachten, dessen längste 
und kürzeste Kanten 180^ messen. 

f. Berechnung des Hexaeders ooOoo. 

Setzt man in den für mOm gefundenen Formeln m = oo, oder auch in 
den für ooOn gefundenen Formeln 72 = 00, so erhält man für das Hexaeder: 
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^ = 3, rx=2 
cos^ = — 1 
cosB ss= — 1 

cosC=rO, al8o6 = 90<^ 
Demnach fallen je 8, zu einem achtflächigen Eckpuncte des HexakisoktaMers 
gehörige Flächen in eine Ebene, und bilden ein Quadrat, dessen Diagonalen 
und Transversalen uns noch die Kanten ^ und B vergegenwärtigen. Das 
Hexaeder lässt sich daher als ein Hexakisoktafe'der deuten, dessen längste 
und mittlere Kanten 180^ messen. 

Hemiddrische und tetartoödrische Formen des Tesseral- 

systems. 

§. 59. Uebersicht der semitesseralen Formen. 

In der Natur sind bekanntlich bis jetzt sechs wirklich hemie'drische 
Formen des Tesseralsystems nachgewiesen worden, von welchen vier ge* 
neigtflächig und zwei parallelflächig sind, was einen wichtigen Un- 
terschied begründet, weil an derselben Species nie zugleich geneigtflachig- 
und parallelflächig-semitesserale Formen auftreten. Von jeder dieser Formen 
giebt es übrigens zwei, einander vollkommen gleiche und ähnliche, und nur 
durch ihre Stellung verschiedene Gegenkörper. 

A. Geneigtflächig-semitesserale Formen. 

1. Das Tetraeder oder der 
Vierflächner ; eine von 4 gleich- 
seitigen Dreiecken umschlossene 
Form , deren 6 Kanten 70® 32' 
messen, und deren Flächen das 
Parameterverbältniss 1 : 1 : t ha- 
ben. Diese Form ist ihrer Ge* 
Fig. 22. staltung nach einzig in ihrer 

Art, obwohl ihrer gegenseitigen 
Stellung nach zwei Tetraeder zu unterscheiden sind. 

2. Die Trigondodekaeder; si6 sind von 12 gleichschenkeligen 

Preiecken umschlossene Formen, 
deren Flächen das Parameter- Ver- 
hältniss m:m:i haben, und sich, 
nach Maassgabe des Werthes von 
m, bald in 4 dreizählige, bald in 6 
zweizählige Flächensysteme grnp« 
piren, weshalb denn auch die Ge- 
Fi^. 23. ' stalt selbst bald mehr dem Tetrae- 
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der, bald mehr dem Hexaeder genlhert ist, welche ab die beideii Gränzfor 
m e n derselben za helracbten sind. Von den 18 Kanten fallen die 6 läogem 
mit den Kanten des eingeschriebenen TetraJ!ders Msammen ; die Eckest« 
4 trigonale und 4 sechsflächige. Es kan« sahlbne Varietäten dieser Fora 
geben. 

3. Die Deltoiddodeka^^'der; sie sind von 12 Deltoiden ode^sfllral^ 

irischen Trspezoiden mnschlosspip 
Formen, deren Pläeben das Pan 
meter- Verhältnis 0i:l:l hateü 
und sieh, nach Maassgabe des Wer- 
thes von m, mehr öder weoigr 
anfTallend in 4 dreiflächige Systeix 
grnpytren, wnsimlk tnch die G^ 
stak bald mehr dem Tetraeder 

P>s- 2i- bald mehr dem Rhombendodeka^ 

der genähert ist, welche als die beiden Gränz formen derselben zu beUacht« 
sind. Von den 24 Kanten fallen die 12 langem paarweise über die Kaslc 
des eingeschriebenen TttralSders $ die Ecke sind 4 sf itnere ma4 4 simp 
trigonale, sowie 6 rhombisohe. Mi^eherwease giebt es zahllose Varietato 
dieser Form. 

4. Die Hexakistetraeder oder SechsmalvierBächner ; sie sind ro! 
24 ungleichseitigen Dreiecken omschlossene Formen, deren Flächen das f^ 
meter-Verhältniss m:n:l haben , und einer sehr verschiedenen GnippirDS! 

fähig sind, weshalb denn auch t 
Gestalt bald mehr dieser, baidmelL' 
jener Form genähert ist, und i^ 
Trigondodekaedw, die Deltoi(iii<> 
dekaSder sowie die Tetrakisbei^ 
eder als die nächsten, dasTe 
traeder, das Hexaeder und ^ 
Rhombendodekaeder als die letz 
Fig. t5. t e n Gränzformen derselben zu b^ 

traehten sind. Von den 36 Kanten faUen die 12 mittleren paarweise äberdi^ 
Kanten des eingeschriebenen Tetraeders. Die Ecke unterscheiden sich als i 
spitzere und 4 stumpfere sechsflächige, sowie als 6 rhombische. Es köpn«« 
zahllose Varietäten von dieser Form ezistiren. 

B. Parallelflächig-semiCesserale Formen. 

1. Die Pentagondodekaeder; sie sind von 12 symmetrischen Pen 
tegonen umschlossene Formen, deren FUchen das Parameter -Verhältnis^ 
öo:»:l haben, und sich, nach Haassgabe des Werlhes von », mehr oder 
wenige auffallend in 6 zweizählige Systeme gruppiren , weshalb auch die 
Gesteh bald mehr dem Hexaeder , bald mehr dem Rhombendodekaeder ge 
nähert ist, weiche als die beiden Gränzformen derselben zu betrachtea 
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Figp. 26. 


sind. Von den 30 Kanten fallen 
die 6 regelmässigen (längeren oder 
kürzeren) über die Flächen des 
eingescbriebenen HeuiSders; die 
Ecke zerfallen ia 8 trigMale, unil 
in 12 uflregelGBässig dreiflächige« 
Es giebt BMglicberweise aabllose 
VarietlUen. Das reguläre PenU- 
gondodekaisder der Geonetrie ist 


1^ 
s 
i 

Fl 

. ■ 

i 

¥ 

ß 

iß 

m 
» 


zwar ab Krystallform unoiöglicbt bildet aber doch die ideale Gränzform 
zwischen den beiden Gruppen, in welche die PeaiagondodefcaedÄr überha«^ 
zerfallen, je nachdem die föftOe Seite ihrer paatogonalen Flächen grösser oder 
kleiner ist, aU jede 4er vier übrige«. 

2. Die Dyakisdodekaeder oder Zweimalzwölfflächner; sie sind von 
24 gleichschenkeligen Trapezoidcn oder auch Trapezen umschlossene Formen, 

deren Flächen das Parameter-Ver- 
hältniss m\n\\ haben und sich, 
nach Maassgabe der Werlhe von 
m und n<i verschiedentlich, meist 
aber zu zweizähligen Flächensy- 
stemen gruppiren, weshalb denn 
die allgemeine Gestalt bald dieser 
bald jener Form genähert ist, und 
die Pentagondodekaeder, die Iko- 
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sitetraeder, sowie die Triakisoklaeder als die nächsten, das Hexaeder, das 
Oktaeder und das Rhombendodekaeder als die letzten Gränzformen der Dya- 
kisdodekaeder zu betrachten sind. Von den 48 Kanten fallen die 12 längsten 
über die Flächen, die 12 kürzesten paarweise über die regelmässigen Kanten 
des eingeschriebenen Pentagondodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 
6 rhombische, 8 trigonale und 12 unregelmässig vierflächige Ecke. Es sind 
zahllose Varietäten möglich, unter welchen diejenigen, deren Flächen Trapeze 
sind, in jedem Flächenpaare drei parallele Kanten besitzen, weshalb sie 
parallelkanlige Dyakisdodekaeder genannt werden können. 

Anm. Die Kanten, welche hier die kflrzesten genannt worden sind, 
pflegen es in der Regel avch wirklich zu sein. Eigentlich aber ist diese Be- 
zetchnnng nicht ganz richtig, weil es Dyakisdodekaeder geben kann, in welchen 
dieselben Kanten Ifinger sind, als die unregelrnttssigen Kanten. Genauer würde 
es daher sein, die Kanten der Dyakisdodekaeder zovördefst als symmetri- 
sehe und als unregelmässige, dann aber die ersteren als längere und 
als kürzere symmetrische Kanten zo unterscheiden, welche Benennungen 
in allen Fällen richtig bleiben. Der Kürze wegen behalten wir jedoch einstwei- 
len noch die obige, allen bis jetzt in der Natur nachgewiesenen Dyakisdode- 
kafe'dern entsprechende Unterscheidung bei. 


M Tesseraltytten. 

§. 60. Verschiedene Arten der Hemicfdrie im Tesseral- 

systeme. 

Wollen wir die verschiedenen Modalitäten und Gesetze der Hemiedric 
des Tesseralsystems ganz allgemein und sicher erkennen, so haben wir solche 
zunächst für das Hexakisokta^'der aufzusuchen. Denn was von dieser 
Form gilt, das wird auch, mutatis mutandis, von jeder anderen plenotessera- 
len Form gelten müssen, weil solche jedenfalls auf die Vorstellung eines He- 
xakisoktafe'ders zurückgeführt werden kann (§. 56 Anm.), und weil doch vor- 
auszusetzen ist, dass jede Form der Hemi(!drie unterliegen wird, sobald diess 
für eine Form der Fall ist. 

Unter Berücksichtigung des allgemeinen Gesetzes der Hemils'drie (Ad- 
fangsgr. S. 16), kraft dessen für die bleibenden Flächen jedenfalls eise 
ringsum symmetrische Vertheilung um das Axensystem erfordert wird, 
erhalten wir nun für das Hexakisokta^'der folgende Resultate. 

1. Das Hexakisoktaeder ist der Hemiedrie fähig nach den ab wechselnden 
einzelnen Flächen. Die dadurch entstehende Form ist, wie sich leicht 
zeigen lässt, ein von 24 unregelmässigen Pentagonen umschlossener Körper. 
Diese Art der Hemiedrie wurde jedoch bis jetzt noch nicht beobachtet, wes- 
halb wir sie auch hier als eine mögliche zwar erwähnen, als eine in Wirk- 
lichkeit noch unbekannte aber weiter nicht berücksichtigen. 

2. Das Hexakisoktaeder ist der Hemiedrie Tähig nach denen an den ab- 
wechselnden mittleren Kanten gelegenen Flächenpaaren. Denken wir 
uns die so bestimmten Flächenpaare allein ausgebildet, so verwandelt sicii 
das Hexakisoktaeder in ein Dyakisdodeka^'der. Nach dem einfachsteD 
Resultate, welches diese Hemiedrie liefert, können wir sie auch die dode- 
kae'drische Hemie'drie nennen. 

3. Das Hexakisoktaeder ist endlich der Hemiedrie Tähig nach den >ier 
abwechselnden sechszähligen Flächensystemen, oder nach denen 
in den vier abwechselnden Octanten gelegenen Flächensystemen. Denken wir 
uns diese Flächensysteme allein ausgebildet, so verwandelt sich die holoe- 
drische Stammform ip ein Hexakistetra^'der. Nach dem einfachsten Re- 
sultate, welches diese Art der Hemiedrie liefert , können wir sie auch die 
tetraedrische Hemiedrie nennen. 

Eine andere Modalität der Hemiedrie, als die drei hier genannten, kaoo 
am Hexakisoktaeder und also im Tesseralsysteme überhaupt nicht vorkom- 
men, weshalb wir uns deun auch, sofern wir nur die wirklich nachgewiese- 
nen Modalitäten berücksichtigen, nur mit der tetrae'drischen und dodekaedri- 
schen Hemiedrie zu beschäftigen haben. 

§. 61. Tetrae'drische oder geneigtflächige Hemiedrie. 

Dass wirklich ein jedes Hexakisoktaeder mün^ sobald nur seine ab- 
wechselnden sechszähligen Flächensysteme ausgebildet sind, in ein Hexakis- 
telraeder übergehen müsse, diess lässt sich sowohl durch Rechnung als auch 
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darch Construction sehr leicht beweisen/) Daher wird denn —s— das allge- 

meine Zeichen eines HexakistetraSders. Da jedoch li:eine der beiden Flä- 

cbeobälften ein Vorrecht vor der andern besitzt, da also die Natnr bald die 

eine, bald die andere, bisweilen auch beide zugleich zur Ausbildung gebracht 

hat, so werden auch die beiden durch ihre Stellung verschiedenen hemi^- 

j . , ^ L •. 1 ^0« j mO'n j , mOn , »lOif 
drischen Gegenkorper als — «— und —5- , oder als -i- -^— und 5— 

zu unterscheiden sein, bei welcher letzteren Unterscheidungsweise jedoch das 
Vorzeichen -h ohne Nachtheil weggelassen werden kann. 

Lassen wir nun dasselbe Gesetz der Hemif^drie auch für die übrigen 
sechs Arten von plenotesseralen Formen in Erfüllung gehen, so gelangen wir 
auf folgende Resultate. 

Die Triakis Oktaeder mO, deren dreizählige Flächensysteme die 
Aequivalente der sechszähligen Frachensysteme der Hexakisokta^'der sind, 
verwandeln sich in Deltoiddodeka^'der, welche daher das allgemeine 

Zeichen -^ erhallen müssen. 

Die Ikositetraeder mOnt, deren dreizählige Flächensysteme gleich- 
falls die Aequivalente der sechszähligen Flächensysteme von mOn darstellen, 
verwandeln sich in Trigondodekaeder, für welche also das Zeichen 

~Y~ gefordert wird. 

Das Oktaeder 0, dessen einzelne Flächen die sechszähligen Flächen- 
systeme von mOn repräsentiren, wird nur mit seinen abwechselnden Flächen 
ausgebildet erscheinen, und folglich als Tetrae'der auftreten, dessen Zeichen 

daher ^ ist. 

Die drei noch übrigen plenotesseralen Formen, nämlich die Tetrakishe- 
xaeder, das Rhombendodekaifder und das Hexat^der sind zwar gleichfalls die- 
ser Hemi^drie unterworfen, ohne jedoch eine wirkliche Gestaltveränderung 
zu erleiden, weshalb sie gerade so erscheinen, als ob sie holo^'drisch geblie- 
ben wären. Desungeachtet sind auch sie als hemiedrische Formen zu beur- 
theilen, sobald sie an einem Minerale vorkommen, welches Tetraeder, Tri- 
gondodekaeder u. a. tetraedrisch - semitesserale Formen zeigt; sie sind nur 
noch scheinbar holoedrische Formen, an denen gleichfalls die Hälfte der 
Flachen verschwunden ist, was jedoch die Gestalt unverändert lässt, weil die 
rückständigen Flächen mit den verschwundenen Fläohen in dieselben Ebenen 
fallen. Diess wird besonders einleuchtend, wenn man sich eine jede der drei 
Formen durch angemessene Theilung ihrer Flächen in ein Quasi-Hexakisok- 


*) Versl. meio Lebrbach der Krystalio^raphie, I, S. i;27 f. 


U£der verwaadell, uod dann auch fljr sie bncbsUblieb gemta äai Gesetz ia 
HemiSdrie zir Verwirklicbang bringt. 
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In vorstebeadeD drei FignreD siellea die ichwireen fleile diejeaSgea FU- 
Gbenfelder vor, weiche eifeatUcii als venebwanden zu denken, wlbread die 
wem gehsieoen FlacbenCelder die wirklieb rackillodigen »ind. Da nan üa 
jedef verschiviadeode Placheofeld mit einem bleibenden PlSehenfelde in eint 
Ebene fällt, so wird in der geomeiriscfaen Brschetnnngiweise dies« 
FormCD gar nichts geändert werden, obgleich die Bedenlung ihrer FIScbn 
eine ganz andere ist. Im Hexaeder z. B. beitebt jede Fl3che sireng genomiBM 
aar nocb ans zweien, an einer Diagonale anliegenden quadratischen Peldera, 
welche sich aber, weil sie in eine Ebene Fallen, zar vollsOadigen Hexaeder' 
fläche Bosdebnen ; und auf ähnliche Weise verhalt es sich im RhomfaendodetaC' 
der nnd Tetrakisbezaeder. Diese drei Formen sind also da, wo sie sogleich hü 
Tetraedern vorkommen, wenn auch nicht ihrer Erscheinung, so dech ihren 
Wesen nach als bemiEdrische Formen la denten, was auch dnrcb die Berecb- 
nang, nnd Uberdiess nocb dadarch vollkommen bestätigt wird, dasi in dem all- 
gemataen Schema des Tesseralsystems (S. 81) der gegenseitige Znsammenfaang 
nnd die Uebergünge der Formen ganz nngeslOrt erhalten bleiben , wenn m» 
darin diejenigen vier Formen, welcbe durch die letraüdriscbe Hemiedrie eine 
wirkliche Gestalt Veränderung erleiden, mit ihren hemiedriscben Znchen ein- 
schreibt. 

g. 62. Berechoang der Hexakistetraedcr. 

Gleichwie ~s— das angemeinste Zeichen einer tetraedriacb-Bemiiesse- 

ralen Form ist^ so sind die Hexakistetragder als die allgemeinea RepräsenlaD- 
tea dieser Fonuea za betcachleo, weshalb denn auch die Berechnung zunäcbsl 
flir sie awznfiihreB ist. 

1. Beieebnang der Zwtscbena&en. 
Was nun zuvilt-derBt die ZwiseheitaaeD der tetraüdrisafa-iemitessc- 
ralen Formen tiberhanpt belrifik, so gehen die rhombisohen ZwiMbenaxen 
nnveründert bim der boloSdrisehen Stammrarmi in die bemiädeisahe Form 
über ; sie bilden daher auch keinen neuen Gegenstand der Berechnung, haben 
aber überhaupt wenig Bedeutung, weil ihre Endpuncte in den wirklich be- 
miüdriscb umgestalteten Formen gar nieht mehr als Pnncte von besonderer 
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Lage aasgezeichnet sind. Die trigonalen Zwiscbemxen dagiegen erieiien 
ia deu tolraedrisch-'^emiteaseraleo Formen eine eigentJhüiDliche Veränderang, 
welche map al$ da$ Eiolxeten eiaes polaren Gegensatzes ihrer beiden 
Halhax^en bezeichnen kann, wie ja überhaupit diese ganze Hemiedrie als ein 
Gegeasalz charakterisirt i^t, der sieb zwischen je zweien Gegenoctanten des 
Axensystems geltend macht. 

Jede trigonate Zwischenaxe zerfälh oänlicb in zwei ungleiche und 
daher uAgleicbwerthige Halbaxen, indem die eine Halbaxe ihre ur- 
sprüngliche Grösse behauptet, während die andere eine angemessene Verfän- 
gerung erleidet. In den tetrac^drisch - seniteaseralen Formen haben wir daher 
für jede trigonale Zwisehenaxe die holoedrische und die hemii^drische 
Halbaxezu aoterscheiden, «ad diese letztere noch besonders zu bereohne«. 

Im Hexakistetrafe'der werden die holoedrischen Halbaxen von den stum- 
pferen , die bemicSdrischen Halbaxen von den spitzeren sechsflächigen Eck- 
puncten begränzt. Vergleichen wir das in §. 57 (S. 85) stehende Bild des 
Hexakisokta^ders mit dem S. 90 stehenden ersten Bilde des HexakistelraS- 
ders, so ergiebt sich, dass wir die Grösse der hemiödrischen Halbaxe finden 
werden, wenn wir z. B. die Gleichung der Pläehe F' mit den Gleichungen 
der, in dem links anliegenden Octanten fallende» trigonalen Zwischenaxe 
eombiniren ; denn der Durchschnittspunct jener Fläche mit dieser Zwischen- 
axe ist ja der Endpunct ihrer hemiedriaehen Halbaxe. Nun ist die Gleichung 
der FUobe ¥' 

n m 
und es sind die Gleichungen der erwähnten Zwischenaxe 

X'^y^Q und z-^je^O 
Führt man die Bedingungen dieser letzteren Gleichungen in die Gleichung 
von F' ein, so erhält man 

mn 

als die Goordinaten des gesuchten Endpunctes ; seine Centrodistanz, oder die 
Grösse der hemiedrischen Halbaxe wird daher 

y, ^ rnnyS 

mn-^m — n 
Nennen wir die Zahl, mit welcher die halbe trigonale Zwischenaxe des Oktae- 
ders multiplicirt werden muss, um auf de» Werik von T' zu gelangen, den 
Coefficienten der hemiedrischen Halbaxe, und bezeichnen solche mit 
T, so bestimmt sich endlich 

Zmn 

wogegen Sirdie-holocSdrische Halbaxe der oben in §« 57 gefnndene Werth 
unverändert geltend bleibt. 


M Tesseralsyslem* 

2. Berechnang der Kanten. 

Bei der Vergrösserang der abwechselnden sechszähligen Flächensysteme 
von mOn werden natürlich die beiden Kanten ^ und C ihrem Winkelroaasse 
nach unverändert aus der holoc^drischen Stammform auf die hemic^driscbe 
Form übergehen, und nur ihrem Linearmaasse nach, durch die Verlängerong 
der Kanten C, in das entgegengesetzte Verhältniss treten, so dass jetzt die 
Kante C als die längs te, die Kante ^ ak die kürzeste Kante erscheint. 
Wir müssen daher auch beiden Kanten dieselbe Buchstaben-Signatur lassen, 
wollen sie aber mit einem Accente versehen, um anzudeuten, dass sie als 
Kanten der hemi^drischen Form gedacht werden sollen. 

Die Kanten B verschwinden durch die HemiSdrie; an ihrer Stelle ersehei- 
nen aber neue Kanten, als die mittleren Kanten des Hexakistetra^ders, for 

welche wir nun füglich den Buchstaben B mit einem 
Accente benutzen können. Demnach werden j4\ B' 
und C die Signaturbucbstaben der kürzesten, der mitt- 
leren und der längsten Kanten eines jeden Hexakiste- 
traeders. 

Da nun die Winkel A' und C dieselben Werthe 
haben, wie A und C im Hexakisoklaeder, so ist ancb 
nur noch die Kante B' zu berechnen. Eine solche Kante 
¥\%, 29. ist z. B. diejenige , welche in beistehender Figur die 

Fläche F' mit der Fläche F" bildet, welche erstere die obige Gleichung hat*), 
während die andere durch die Gleichung 

^ H- z =1 

m n 

gegeben ist. Setzt man also in dem allgemeinen Ausdrucke für cos^ (§. 32j 

a ^ Uy b ^ ifij c = 1 

a = — wi, b' = ^n^ c' = 1 
so erhält man den Werth von cosB' ; überhaupt aber bestimmen sich fär die 
drei Kanten^', fl' und C, wenn wiederum wi*(«*H-l)-H«* = /if gesetzt wird 



cos^'= — 
cosfl' = — 

COSC =r — 


K 

mn(mn^2) 

K 


K 

Will man den Cosinus der halben' Kante B' haben, so beachte man nur, 
dass die so eben berechnete Kante B' durch diejenige Fläche halbirt wird, 


*) Jede FlXcbe eioei Hexakistetraedert bat ihren kleinsten Parameter 1 in der 
jenigen Halbaxe, an welcher ihr rhombischer Eckpunct liegt; von diesem Poncte aas ver« 
weist nns eine^ rechtwinkelig gegen die längste Kante gezogene Linie anf die Halbaxe, is 
welcher der mittlere Parameter n liegt ; die längste Kante selbst aber verweist uds aof 
die Halbaxe, in welcher der grSsste Parameter m enthalten ist. 
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deren Gleichung o? -H y = ist. Behält man also für n, b und c ihre vorigen 
Werthe, und nimmt n' = 1, A' s 1 und c = oo, so folgt aus dem Ausdrucke 
von cosff^: 

cos4^iy = ^ 

und es gilt daher die Proportion : 

cos|^^' : cos^i?' : cos^C'=wi— « : iw-H« : »1(11— 1) 

Anm. Vergleicht man diese Werlhe unter einander, so ergiebt sich 
dass A' == C\ wenn n = ^ 1 wie oben in §. 57 Aom« 

und dass Ä' =* C\ womi « =x r« 

m— 1 

Es giebt daher zweierlei isogonale Hexakistetraeder ; in den einen sind die 
stumpfen, in den anderen sind die spitien sechsflSchigea Ecke bexagonal. 

§. 63. Berechnung der übrigen tetraSdrisch* semitesseralen 

Formen. 

Führen wir in den Resultaten des §. 62 für m und n die den übrigen 
tetracSdrisch - semitesseralen Formen entsprechenden Wertbe ein, so gelangen 
wir auf die zur Berechnung dieser Formen dienenden Ausdrucke. 

mOm 

a. Berechnung der Trigondodeka^der — 5 — . 

1. CoeflBcienten der Zwischenaxen. 

2. Kantenwinkel. 

cQiA' = - 1, also A' = 180« 

cosC = - ^^ = cosC (§. 58a) 

Setzt man cosJ?' as eosC, so ergiebt sich für m der Werth 3; folglich ist 

303 

'-^- diejenige Varietät, deren Kanten gleiches Winkelmaass haben, nd deren 

sechsflächige Ecke hezagonale sind. 

0tO 

b. Berechnung der DeItoiddodekae*der -^. 

1. Coäfficientea der Zwischenaxen. 

im 3m 

2. Kantenwinkel. 

cos^' ^±|U co8^(§.58b) 

Naamann's Krystallograpbie. ' 
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«-rv-n' wi(»i— 2) 

""»* — -iü^^^iÄ 

cosC = - 1, also C = ISO». 
ESne Gleichheit der Kanten ^' und ^' kann nicht vorkommen. 

c. Berechnang des Tetraeders ^. 

1. Goe'flBcienten der trigonalen Zwiscbenaxen. 

f=l, T = 3 

2. Kantenwinkel. 

cos^' = -l, also^' = 180» 

cosÄ' =i, also Ä' =70^31' 44" 

cosC'=:-l, also C' = 180«. 
Setzen wir femer in denen für das Hexakistetra^der gefundenen Resultateo 
in = oo9 so gelangen wir genau auf die in §. 58, bei c für das Tetrakis- 
hexaeder erhaltenen Resultate^ was offenbar beweist, dass auch diese 
Formen als hemie'drische Formen oder als Quasi- Hexakistetraeder zu inter- 
pretiren sind, sobald sie mit Tetraedern und anderen geneigtflächig-seinitesse- 
ralen Formen auftreten. Dasselbe gilt für das Rbombendodekaeder und Hexa- 
eder, wenn man in denen für das Hexakistetraeder geltenden Ausdrücken 
m = oo, und n=l oder aucb = oo setzt. Diese Ergebnisse liefern also einen 
mathematischen Beweis für die Richtigkeit der zu Ende von §. 6t gegebenen 
Deutung der Tetrakishexaeder, des Rhombendodekaeders und des Hexaeders 
in den tetraedrisch-semitesseralen Krystallreihen, und bestätigen zugleich die 
Behauptung, dass eigentlich das ganze Kristallsystem mit allen seinen 
Formen dieser Hemiedrie unterworfen ist. 

§. 64. Dodekaedrische oder parallelflächige Hemiedrie. 

Der Beweis dafür, dass sich ein jedes Hexakisoktaeder wirklich in ein 
Dyakisdodekaeder verwandeln müsse, sobald nur die an seinen abwechselnden 
mittleren Kanten gelegenen Fläcbenpaare ausgebildet sind, ist sehr leicht zq 
geben."^) Die Dyakisdodekaeder, als hemiedrische Formen des Hexakisoktae- 

der, fordern daher gleichfalls das Zeichen ^ ; um sie jedoch von den He- 

xakistetraedern in der Bezeichnung zu unterscheiden, wollen wir ihr Zeichen 

in ein paar parallele Klammern schliessen, und also •— ^ schreiben. 

Kenngott bedient sich des Zeichens ===» in welchem uns die beiden pa- 

rallelen Trennungsstriche gleichfalls darauf verweisen , dass die parallelflächig- 
hemiedrische Form des Hexakisoktaeders gemeint ist. 


*) Vergl. mein Lehrbuch der Rrystallographie, I^ S. 131 f. 
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Untersuchen wir nun, welchen Eänfluss dieselbe Art der Hemi^'drie auf 
die übrigen sechs Arten von plenotesseralen Formen ausübt, so gelangen wir 
auf folgende Resultate. 

Da die einzelnen Flächen des TetrakishexacSders als die vollgil- 
tigen Aequivalente der an den mittleren Kanten gelegenen Flächenpaare 
des Hexakisoktae'ders zu betrachten sind, so werden die Tetrakishexaeder ge- 
nau demselben Gesetze der Hemiedrie unterliegen, wenn wir sie uns nur mit 
ihren abwechselnden einzelnen Flächen ausgebildet denken ; sie verwandeln 
sich dadurch in Pentagondodekaeder, deren allgemeines Zeichen daher 

ooOn , . , , 

— ^ — geschrieben werden muss. 

Alle noch übrigen plenotesseralen Formen, also die Ikositetraeder, die 
Triakisoktaeder, das Rhombendodekae'der, das Oktaeder und das Hexaeder 
werden zwar gleichfalls derselben Hemiedrie unterliegen, ohne jedoch ii^end 
eine wesentliche Gestaltveränderung zu erleiden. Von der Richtigkeit dieser 
Behauptung wird man sich am leichtesten überzeugen, wenn man diese fünf 
Formen durch eine angemessene Theilung ihrer Flächen in Quasi-Hexakis- 
oktaeder verwandelt, und dann auch für sie buchstäblich genau das- 
selbe Gesetz in Erfüllung bringt, nach welchem die Dyakisdodeka^'der aus dem 
Hexakisoktaeder abgeleitet werden; das Gesetz nämlich, dass nur die an 
den abwechselnden mittleren Kanten gelegenen Flächenpaare allein ausge- 
bildet sein sollen. Man erkennt dann, dass die bleibenden und die verschwin- 
denden Flächenfelder immer zu je zwei oder mehren in eine Ebene fallen, 
weshalb denn die Hemiedrie scheinbar gar keinen Erfolg hat, obgleich streng 
genommen die Bedeutung der Flächen eine wesentlich andere gewor- 
den ist. 

Fig. 30. 
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In vorstehenden Figuren entsprechen die weiss gelassenen Flächenfelder 
den bleibenden , die schwarzen Flächenfelder dagegen denjenigen Fläehenpaa- 
rcn, welche eigentlich als verschwunden zu denken sind. Da nun aber auf jeder 
Fläche diese beiderlei Flächenfelder in einer Ebene liegen, so bleiben schein- 
bar die ganzen Flächen, und die Hemiedrie lässt die Formen unverändert in 
ihrer Erscheinungsweise, während doch das Wesen derselben nun anders zu 
beurtheilen ist. Im Hexaeder z. B. sind eigentlich von jeder Fläche nur zwei 
gegenüberliegende von den vier Dreiecken geblieben, in welche diese Fläche 
durch ihre beiden Diagonalen getheilt wird, welche Dreiecke sich jedoch zu den 
beiden Rectangeln ausgedehnt haben, aus denen die Hexaederfläche besteht; 
und ähnliche Verhältnisse gelten für die übrigen Formen. Daher werden denn 

7* 
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asch alle dliefe Farmen an mIcIim MneraliM, welche P^etigeBiefcbiciJcr d 
DrdudMckae'iicr zeigea, aU parallalflidiif -hewedrMdie Pamea xa dertei 
sein; ja, sie sind hemie drisch, wenn auch siebt fneed phlnoBeaoi, h 
doch ipioad neonnenon. Dnrcb die Berechnung wird diess ^en so besllli^ 
wie durch das allgemeine Schema des Tesseralsysteas in §• 55« in welch» 
alle Debergflnge und Verwaodtichiften der Fonneo vflilig uagestArt bleibei. 
wenn man diejenigen beiden Formen, welche eine wirUiche GesUltTeraodeniig 
erleiden, mit ihren bemiedrischen Zeichen einschreibt. 


§. 65. Berechnung der Dyakisdodeka^s'der. 

1. Berechnung der Zwischeaaxeu. 

Die Zwiscbenaxeo gehen unverändert aus den HexakisoklaMem in ik 


DyakisdodekaMer über, und bedürfen daher keiner abermaligen Berechnoo; 
auch gilt für die DjrakisdodekalSder die schon bei den Hexakistetraedem g^ 
machte Bemerkung, dass die rhombischen Zwischenaxen dnrcb keine 
gulären Puncte beaeichnet und daher gewissermaassen bedeutungslos 

Für jedes Djrakisdodekae'der — ^ ist also : 

3mn ^ 2» 

t s , und r = 


2. Bestimmung der unregelmässigen Eckpuncte. 

Statt der Endpuncte der rhombischen Zwischenaxen gewinsen dagego 
die unregelmässigen Eckpuncte eine grosse Wichtigkeit, welche zw» 
noch innerhalb der Coordinat-Ebenen , aber ausserhalb jener Zwischenaxei 
gelegen sind, daher sie für jedes Dyakisdodekals'der unmittelbar durch i 
Goordinaten bestimmt werden müssen. Diese Bestimmung ist sehr 
zu geben. Da nämlich ein jeder solcher Eckpunct in eine der Coordinat-E^ 
nen fällt, so ist allemal eine seiner Goordinaten ==0; die beiden anderti 
Goordinaten aber finden sich, indem man die gleichnamigen Intersectit^ 
nen (§. 22) zweier in demselben Octanten und an derselben CoordiBii* 
Ebene liegender Flächen, z. B. der beiden Flächen Fund F" in nachfolges^ 
der Figur, mit einander verbindet. Die Gleichungen der lutersectionen (^' 
tür diese beiden Flächen sind folgende : *) 

für F y = und — -i- ;5 = 1 

fiirF"y = Ounda?-H- =1 

n 


*) Jede FlSche eioes Dyakisdodekaeders hat allemal ihren kleinateo Parameter! 
in derjenigen Halbaxe, mit welcher sie unmittelbar znm Darebschoitte kommt, oderii 
dem rhombischen Eckpuncte, den sie mit bilden hilft; von diesem Eckpuncte aas v(^ 
weist uns ihre kürzeste Kante auf diejenige Halbaxe, in welcher der grösste Pir*^ 
meterm, und ihre längste Kante auf diejenige Halbaxe, in welcher der mittlere P*- 
raaeter n zu finden ist. 
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Combinirt man diese GleichaDgen , so erbält man zunächst die Goordinaten 
des in dem Axenquadranten {xs) gelegeneo anregeimSssigen Eckpunctes, 
deren Werthe jedoch ganz allgemein auch für jeden andern solchen Eckpanct 
gelten ; setzen wir also überhaupt die grössere Goordinate dieser Eckpuncte 


3stf, und die kleinere Goordinate 


s . so werden 


s = 


und s = 


mn — m 



it 


die Goordinaten der unregelmässigen Eckpuncte. 

3. Kantenwinkel. 

Was die Kant«nwinkel der Dyakisdodekaäder betrifft, so ist zuvörderst 
einleuchtend, dass die Kante B ihrem Winkelmaasse nach unverändert aus der 

holoedrischen Stammform in die hemiödrische Form 
übergeht, obwohl solche ihrem Linearmaasse nach 
eine Verlängerung erfahrt; daher werden wir auch 
dieser Kante, welche. die längste Kante des Dyakis*- 
dodekaeders geworden ist, den Signaturbuchstaben 
B lassen müssen, wollen ihn jedoch mit zwei Accen- 
ten versehen. Dagegen verschwinden die Kanten ^ 
und C der holoe'drischen Stammform, und statt ihrer 
Fig. 31. bilden sich zwei neue Kanten aus, welche die kür- 

zesten und die mittleren Kanten des Dyakisdodekaedcrs sind. Wir wol- 
len die kürzeste Kante mit A'\ und die mittlere oder unregelmässige Kante 
mit C" bezeichnen, so dass also A"j B" und C" die Signaturbuchstaben der 
dreierlei Kanten eines jeden Dyakisdodekaedcrs werden. 

Um die Gosinus dieser Kanten zu finden, brauchen wir nur für eine jede 
derselben auf die Lage derjenigen Prächen zu achten, von welchen sie gebil- 
det wird. Nehmen wir z. B. die Fläche F, so bildet mit ihr die Fläche F' 
eine Kante A'\ und die Fläche F" eine Kante C'j die Kante fi" bedarf 
keiner Berechnung, weil sie identisch mit der Kante B in §. 57 ist. Setzen 
wir also in dem allgemeinen Ausdrucke für cos/F (§. 32) 

und successiv 

erst a' = wi, ^' = — «, c' = 1 
dannna' = l, ä'=wi, c' = « 
so folgen die Werthe von cos-4" und cosC", und so erhalten wir, mit Hin- 
zufügung des Werthes von cosB", wenn wiederum »i*(»*-l-l)-H«*=/f ge- 
schrieben wird : 


cos^ = — 


cosfl = — 


K 
Ä 


cosC 


// 


»>«(»i-4-ii-h1) 


K 
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4. Parallelkantige Dyakisdodekaeder. 

Noch haben wir die Bedingung aufzusuchen, unter welcher ein Dyakis- 
dodekaeder ein paralielkantiges, oder ein aolehes sein wird, welches 
nicht von Trapezoiden, sondern von Trapezen begiünzt ist (§. 59). DaDo 
müssen in jeder Fläche die Kantenlinie B" und die ihr gegenüberliegesde 
Kantenlinie C" einander parallel, und folglich die Centroparallelen beider Li- 
nien identisch sein. Nun sind z.B. für die Fläche Fdie Gleichungen der Ceo- 
troparallele der Kantenlinie B " 

a? = und ^ -I- 4? = z 
n 

die Gleichungen der Gentroparallele der ihr gegenüberliegenden Kantenlinie C 
aber finden sich durch Combination der Gleichung von F mit der Gleichung 
von F'\ wie folgt: 

-/- + , ^ ., = und 7— ^r- -t- -J^ =0 
TT—m (iww— 1)« (m»— l)»i nr-^n 

•Sollen nun beide diese Linien coiocidiren, so muss offenbar 

7?—m =0 
und {mn — l)ffi : n? — n = « : 1 
sein, welche Bedingungen beide für m den Werlb r?' ergeben. Folglich wer- 
den alle diejenigen Dyakisdodekaeder parallelkantig sein, für welche die grös- 
sere Ableitungszahl gleich ist dem Quadrate der kleineren Ableitungszahl; 

[4021 
-s- erfüllt ist. 


§. 66. Berechnung der übrigen dodekaedrisch-semitesse- 

ralen Formen. 

Setzt man in denen für die Dyakisdodekae'der gefundenen Ausdrücken 
m = oo, so erhält man die zur Berechnung der Pentagondodekaeder 
geeigneten Wert he. 

1. Coefficienten der Zwischenaxen : 

2. Coordinaten der unregelmässigen Eckpuncle : 

, «-1 

j= 1, s = 

n 

3. Kantenwinkel : 

«*— 1 
cos^" = - ^^^^ 

cosÄ" = -l, also fi" = 180« 


,// w 


n' 
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Der Werlh von cosB" lehrl, dass die Kanten B'' im PenUgoadodekaSder 
nicht mehr als solche vorbanden sind ; sie werden nur noch ihrer Lage nach 
durch die Höhenlinien der pentagonalen Flächen repmentirt. 

In dem regulären Pentagondodekac^der der Geometrie würde ^'' = C" 
sein müssen, woraus sich für die betreffende AbleitungszabI der Werth 


n 


ergiebt. Da nun dieser Werth irrational ist, so kann auch das reguläre 
Pentagondodekae'der als Krystallform nicht vorkommen. 

-^— gefundenen Ausdrücken ita=»z, oder 

n=ly so gelangen wir genau auf dieselben Formeln, welche oben in §. 58 
lur mOm und mO gefunden worden sind, woraus denn folgt, dass diese For- 
men, eben so wie die Pentagondodekaeder, wirklich als Gränzformen der 
Dyakisdodeka^der betrachtet und in den Bereich der parallelflächig semites- 
seralen Formen gezogen werden müssen. Dasselbe gilt aber auch für ooO(x>, 
ooO und 0, auf deren Formeln uns die für die hemiedrische Form be- 
rechneten Ausdrücke gelangen lassen, wenn wir in ihnen die entsprechenden 
Werthe von m und n einsetzen. Und hiermit wäre denn die zu Ende von 
§• 64 aufgestellte Ansicht über die Bedeutung aller dieser Formen vollkom- 
men gerechtfertigt. 

§. 67. Tetartoedrische Ausbildung des Tesseralsystems. 

Die Möglichkeit einer tetartoedrischen, d.h. einer nur mit dem vier- 
ten Theile der Flächen vollbrachten Ausbildung der tesseralen Formen wurde 
schon lange anerkannt; die Wirklichkeit der Erscheinung ist aber erst 
kürzlich durch Rammeisberg* s Beobachtungen über die Krystallformen des 
chlorsauren Natrons dargethan worden, welche in der That als tetartoedrische 
Combinationen des Tesseralsystems zu betrachten sind. 

Wir gewinnen die einfachste Vorstellung von dieser Tetartoedrie, wenn 
wir sie als eine wiederholte Hemiedrie, und zwar als eine geneigtfläcbige He- 
miedrie der parallelflächig-semitesseralen Formen auffassen ; das heisst^ wenn 
wir uns die Dyakisdodekaclder nur mit ihren in den abwechselnden 
Octanten liegenden Flächen ausgebildet denken. Sie verwandeln sich da- 
durch in ganz eigentbümliche, von 12 unregelmässigen Pentagonen begränzte 
Formen, welche VfirvBÜiMohs tetraedrische Pentagondodekae'der 
nennen können. Da nun die Dyakisdodekaeder bereits hemiedrische oder 
semitesserale Formen sind, so müssen diese Pentagondodekae'der viertel- 
fiächige, tetartoödrische oder quadrantotesserale Formen sein, und folg- 
lich das Zeichen —, — erhalten. 

4 

Aom. In Bezug auf seine eigentliche holoedrische Stammform mOn Ittsst 
sich das tetraedrische Peotagoododekaeder auch als diejenige Form erklären, 
welche durch Vergrösserutfg der abwechselnden einzelnen Flächen inner- 
halb der abwechselndensechszähligen Flächensysteme entsteht. Dass 


IM 
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ühngent dmelke Form aoeh a«6 4em Hezaki§tetraeder, dareh Vergrosse- 
mg der abweebaelode« etazelaen Plflefaen, «od aas dem io §. 60 erwflhii- 
teo Pentagon-Ikesiletrai^der, doreb Vergrösterinig der abweebselndea 
dreiEflhligeD Flacheosysteme erhallen werdeo kaon, diess ist bereits von 
Mohs gezeigt worden. Sonach liefern denn alle drei hemiedrisebe Formeo des 
Hezakisoktaeders eine ond dieselbe tetartoedrische Form. 
Diese tetraSdrischen PentagondodekaSder stellen recht aosymmetrische 
Körper dar. Ihre Flächen sind Pentagoue mit zwei Paaren von gleichen Sei- 
ten, aber mit laater verschiede-' 
nen Winkeln. Sie haben dreier- 
lei Kanten, welche insgesammt 
den Charakter von unregel- 
mässigen Kanten besitzen, und 
von denen sechs (4) durch die 
Endpuncte der Hauptaxen ge- 
hen, während die übrigen, 
eineslheils als 12 schärfere 
^'^- ^^- (fl), anderntheik als 12 stum- 

pfere (€) zu je drei von den Endpuncten der trigonalen Zwischenaxen auslau- 
fen. So entstehen denn dreierlei Ecke, nämlich 4 spitzere und 4 stumpfere trigonale 
Ecke, welche respeclive in die Ecke und über die Flächen, so wie 12 unregel- 
mässig dreiflächige Ecke, welche paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen TetracSders £allen. Die merkwürdigste Eigenschaft je zweier corre- 
later, d. h. aus einer und derselben hemiedriscben Form abgeleiteter sol- 
cher Pentagondodeka^'der ist, dass sie sich zu einander als ein rechts und 
als ein links gebildeter Körper verhalten, oder dass sie in der Lage und Ver- 
knüpfung ihrer (übrigens völlig gleichen) Begränzungs-Elemente dieselbe Ver- 
schiedenheit darbieten, wie z. B. der rechte und der linke Handschuh eines 
und desselben Paares. 

Anra. Diese Verschiedenheit des rechts and links Gebildetseins, welche 
sehon Mohs an den tetraedrischen Pentagondodekaedern hervorhob, ist eine Er- 
scheinung, der wir auch in anderen Krystallsystemeo begegnen, weshalb es nicht 
onzweekmflssig sein dfirfte, solche mit einem bestimmten Namen zu belegen. 
Wir bringen dafOr das Wort Enantiomorphie in Vorschlag, welches den 
absolutes, durch keine StellnngsSnderung auszngleicfaenden Gegensatz der Übri- 
gens ganz identischen Formbildnng ansdrücken soll. Je zwei correlate tetrae* 
drische Pentagondodekaäder sind also enantiomorpb. Da nun jedes Heza- 
kisoktaeder, als holoedrische Stammform, vier dergleichen Pentagondodekae- 
der liefert, go wird es darunter zwei rechts, und zwei links gebildete gebeo, 
von denen zwar je zwei gleichnamige durch blose Stellungstfndernng zur Con- 
gruenz gebracht werden können, wahrend solches für je zwei ungleichnamige 
ganz unmöglich ist. Fig. 32 giebt das Bild eines rechten und eines linken 
Exemplars. 

Es entsteht uns nun die wichtige Frage, welche Wirkung die Tetartoe- 
drie auf die übrigen plenotesseralen Formen ausüben wird, weil sich doch 
a priori voraussetzen lässt, dass auch dieses Bildungsgesetz, gerade so wie 
die eine oder die andere Hemie'drie, das ganze Tesseralsystem beherrschen. 
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und daher alle »eine Formen ergreifen und zu quadranlotesoeralen 
Formen umgestalten muss. Mögen wir nun diese Tetartoe'drie unmittelbar als 
eine solche, oder mögen wir sie als eine wiederholte RemiSdrie semitesseraler 
Formen betrachten, jedenfalls erhalten wir für die übrigen holoedrischen For* 
men folgende Resultate. 

Wie sich die Hexakisoktafe'der in tetraedrische PentagondodekaSder, so 
verwandeln sich 

die Ikositetra^der in TrigondodekaSder, 

die TriakisoktaSder in Deltoidd odekaeder , 

die TetrakishexaSder in PentagondodekaSder und 

das Oktafe'der in Tetra(?der, 
während das Rhombendodekae'der und das Hexa($der scheinbar unver- 
ändert bleiben. 

Also liefert diese Ausbildongsweise des Tesseralsystems das sehr merk- 
würdige Ergebniss, dass das Tetraeder und das Pentagondodekaeder aber- 
mals, und zwar beide zugleich zum Vorscheine kommen, dass beide als 
tetartoedrische Formen eben so noth wendig co($*xi stiren und zusam- 
mengehören, wie sie als hemiedrische Formen rieh gegenseitig au s- 
sch Hessen und unmöglich machen. Der Gegensatz der beiden Arten von 
Hemiedrie findet sonach in der Tetartoödrie seine Ausgleichung. 

Obgleich übrigens diese tetarto^drischen Tetraeder und Pentagondode- 
kaeder in ihrer Erscheinungsweise mit den gleichnamigen hemiSdri- 
schen Formen übereinstimmen, so ist doch die Bedeutung ihrer Flächen 
eine wesentlich verschiedene geworden. Denn, streng genommen, wird nun 
jede Tetraf^'derfläche nicht mehr von einer ganzen Fläche des Oktaeders, 
sondern nur von drei abwechselnden Feldern einer solchen Fläche gebildet; 
und eben so ist jede Fläche des Pentagondodekal^ders eigentlich nur noch mit 
ibrer einen Hälfte vorhanden; auf ähnUche Weise verhalten sich auch die 
tetarto^drischen TrigondodekacSder und Deltoiddodekacfder*). Für alle diese 
Formen aber, sowie für das Hexaöder und das Rhombendodekaeder, als die zwei 
scheinbar unveränderten Formen, macht sich dicEnantiomorphie geltend, 
indem der Gegensatz von rechts und links ein durchgreifendes Verfaältniss 
ist, welchem sich keine Form entziehen kann, wenn er auch in der geometri- 
schen Erscheinungsweise derselben nicht hervortritt. 

Anm, Diess bestäligeu die interessanten Beobachtungen von Marbaeh^ 
welchen zufolge sich diese Enaotiomorphie an allen Krystallen des Chlorsäuren 
Natrons durch die Erscheinung der circnlaren Polarisation des Lichtes zu er- 
kennen giebt.^^) Die optischen Eigenschaften entsprechen also vollkommen den 
morphologischen Eigenschaften und den allgemeinen Resultaten, auf welche uns 
die conseqnente Verfolgung der Tetartoe'drie in ihren Wirkungen auf die ver- 
schiedenen plenotesseralen Formen gelangen lässt. 


*) Zar Erlaoternog dienen di« Bilder in Fig. 30, S. 99. 

*^) Mit Recht bebt Biot diese Entdeckan^f Marbach'^s als eine sebr wichtige bervor ; 
auch ist es wohl sehr wahrscheinlich, dass das bromsaore Natron und das essigsaure 
Uranosyd-NatroD gleichfalls tetartoedrisch krystallisiren. 
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§. 68. Berechnung der qaadrantotesseralen Formen. 
Da die telraedrischen Pentagondodekai^er die allgemeiosten Formen dar- 
stellen und in ihrem Zeichen —j— die Zeichen aller übrigen telartoedriseheii 

Formen begreifen, so brauchen wir auch nur sie zu berechnen. 

Was nun zuvörderst die Zwischenaxen betrifft, so gilt für sie das- 
selbe, was oben in §.62 von den Zwischenaxen des Hexakistetraeders ge- 
sagt wurde, d. h. die rhombischen Zwischenaxen sind gar nicht indicirt. 
während die trigonalen Zwischenaxen in zwei ungleichwertbige HälAeo 
zerfallen, deren Längen genau dieselben sind, wie im Hexakistelraeder. 

Ausnahmsweise wollen wir für diese Formen auch die Kanten linieD 
berechnen, weil sich aus den Werthen derselben mit der gröasten EvideDZ 
diejenigen Folgerungen ableiten lassen, welche zu Ende des §. 67 über die 
anderweiten Effiecte dieser Tetartoedrie ausgesprochen worden sind. Wir 
unterscheiden die dreierlei Kanten als Haoptaxenkanten, als schärfere and ali 
stumpfere Zwischenaxenkanten, weil sie an den Endpancten der Hauptaien, 
der hemiedrischen und der holoedrischen trigonalen Halbaxen liegen; wir 
bezeichnen aber ^ 

die 6 Hauptaxenkanten mit 21, 

die 12 schärferen Zwischenaxenkanten mit 6, 

die 12 stumpferen Zwischenaxenkanten mit C 

In beistehender Figur ist also z. B. RB! eine Hauptaxenkante, RT eine 
schärfere, und RT eine stumpfere Zwischenaxenkante. Da nun diese drei 
Kanten von den Puncten T, T\ R und R begränzt werden, so bedürfen wir 
zur Berechnung derselben nach §. 29 die Coordinaten dieser Puncte. Nun 

haben der stumpfere trigonale Eckpunct 7, ddiI 
der spitzere trigonale Eckpunct T dieselbe Lage, 
wie im Hexakistetra^Sder; folglich werden, weiio 
JCj Y und Z die Endpuncte der drei positiven 
Halbaxen sind, die Coordinaten 



für T, a;=iys=z «;= 
für T\ scs=yss:z = 


mn 


mn-^m-^n 


mn 


mn-^m — n 

P'5- 33. und zwar die drei ersteren alle positiv, von 

den drei letzteren dagegen a? negativ. Wir haben nun noch die Coordinalen 
der Puncte R und R' zu bestimmen. Es ist aber R der Durcbschnitlspunct der 
Kantenlinie RR' mit der Fläche F\ und es ist Ä' der Durchschnittspunct der- 
selben Linie mit der Fläche F"\ während diese Kanlenlinie von den beiden 
Flächen Fund F" gebildet wird. Eine aufmerksame Betrachtung lehrt, dass 
die Gleichungen der vier Flächen F, F\ F" und F'" folgende sind : 


furF, - + y 
m n 


4-^=1 
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fürF', a?+?^ + - = l 

m n 


m n 


fdrF"',-a;--^-- = l 

m n 

Combiniren wir die GleichuDgcn von F und F", so erbalten wir als die Glei- 
chungen der Kantenlinien RR 

— -f. ^ =0, und ;5 = 1 ; 
m n 

woraus sieb ergiebt, dass die Hauptaxenkanten den Coordinat^Ebenen paral- 
lel sind. Combiniren wir nun ferner diese Gleichungen der Linie RR mit 
der Gleicbung der Fläche F\ so ergeben sieb die Coordinaten des Punctes R 
mit folgenden Wertben : 

ffl^f« — 1) Wl(fl — 1) , 

Da nun die beiden Puncto R und R' zu der Axe der z und zu der Coordinat- 
Ebene {zx) eine ganz symmetrische Lage haben, so geltes für den Punct R 
dieselben Coordinaten, nur erhalten x und y die entgegengesetzten Vor- 
zeichen. 

Aus den so bestimmten Coordinaten der Puncte R und R^ so wie aus 
den oben stehenden Coordinaten der Puncte T und T' berechnen sich nun 
nach §. 29 die Längen der dreierlei Kanten wie folgt : es ist 

Kante a^ ^-^^T^^^^^ 


n{nr — n) 


Kante 6 = 7 ; — rr-i ;^ 


Kante C = 7 tt—ö ^ -^ 

n{mn-^m — n)(m* — n) 

Aus diesen Werthen ersieht man sogleich, dass für n = 1 die Kanten A ver- 
schwinden , und folglich die Flächen Deltoide werden ; dass für 72 = m die 
Kanten 6 verschwinden, und folglich die Flächen gleichschenkelige Dreiecke 
werden, und dass für m = c» die Kanten 6 und C einander gleich, und folg- 
lich die Flächen symmetrische Pentagone werden. 

Wir haben nun noch die Winkel dieser Kanten zu berechnen. Es sind 
aber die Kanten C offenbar identisch mit den Kanten C" der Dyakisdodeka^'- 
der, und folglich ausj. 65 bekannt. Die Kanten A and B dagegen (z. B. die 
Kanten RR und RT in Fig. 33) bilden einen neuen Gegenstand der Berech- 
nung, und finden sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von cos^ in §. 32, 
wenn man in solchem statt a, b und c die Parameter der Fläche F, für a', b' 
und c aber successiv die Parameter der Flächen F" und F'*' einsetzt ; man 
erhält so 
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cosA sss « 

COS0 = ^ — T3 ^ 

^ winfiw+ii-f-l) ^// . o Äft 

cosC = — iji = cos€7 in §. oo. 

wobei wiederum ür = m'(n'+l)-i-i}^ ist. Setzt man in diesen Aasdriieken 
statt m und n die den übrigen Formen zukommenden Werthe, so gelangt vm 
für » s: m auf die Kanten der Trigondodekal$der, 
für 72 = 1 auf die Kanten der Deltoiddodekai^der, 
für 7A 33 oo auf die Kanten der PentagondodekaiSder, 
förin s= oo and » « 1 auf die Kanten des Rhombendodekaeders, 
für n s= it SB 1 auf die Kanten des Tetraeders, und 
für m := n = oo auf die Kanten des Hexae'ders, 
wodurch denn die, zu Ende von §. 67, über die Wirkungen dieser Tetartoe- 
drie mitgetheilten Ergebnisse abermals ihre vollkommene Bestätigung erhalteo. 


If^xxXXts^ Copttol. 
Combinationen der tesseralen Formen. 

§.69. Eintheiiung derselben. 

Bekanntlich können die Formen des Tesseralsystems zu zweien, dreien 
und mehren an einem und demselben Krystalle zugleich ausgebildet vor- 
kommen, oder mit einander zu Combinationen verbanden sein. Dabei findet 
jedoch das Gesetz Statt, dass die combinirten Formen entweder holoedrische, 
oder hemiedrische, oder tetartoedrische, und im zweiten Falle entweder tetrae- 
drisch- oder dodekaedrisch-semilesserale Formen sind, weil niemals die eine uod 
die andere Ausbildungsweise des Systems zugleich angetroffen wird. Daher sind 
denn die Combinationen des Tesseralsystems, eben so wie seine einfacheD 
Formen, als plenotesserale, semitesserale und quadrantotesse* 
rale, die semitesseralen aber als tetraedrisch- und als dodekae- 
drisch-semitesserale Combinationen zu unterscheiden. Dass sie übri- 
gens nach der Zahl der combinirten Formen als binäre, ternäre, quatemäre, 
oder als zweizählige, dreizählige, vierzählige Combinationen u. s. w. unter- 
schieden werden, ist bekannt. 

Indem wir die gewöhnlichen Combinationen des Tesseralsystems als 
bekannt voraussetzen, oder wegen ihrer auf die Anfangsjgründe d^ Krystallo- 
graphie (S. 73 ff.) verweisen, wollen wir gegenwärtig nur in aller Kürze dis 
allgeme ine Theorie der binären Combinationen mittheilen, w^lsolek« 
die Grundlage für die Beurtheilung und Entwickelung aller Combinationen 
gewährt. Denn jede ternäre oder mehrzähligeCombination lässlsich auf binäre 
Combinationen zurückführen, indem man immer nur das Verhältniss je zweier 
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ihrer Formen in das Auge fasst. Wer also die bioäreo ConliiDationen ent- 
-wickeln kann» der wird sich auch in den mebrzähligen Combinati^nen znrecht 
finden, für deren Entwickelung wir noch überdiess im vierten Ga^tel ein 
äusserst wichtiges Hilfsmittel kennen und benutzen lernen werden. 

Anm. Da die quadrantotesseralen Formen uod CombinalioDen bis 
jetzt nur am cblorsaoreD Natron aacbgewiesen worden sind, und zu den sehr 
seltenen ErsebeianDgeo gehören, so werden wir ans auch nur mit den plenotes- 
seralen md somitesseealen Gombinationen beschäftigen. Die in den §§. 67 und 
68 mitgetheilten Betrachtongea werden den Leser hinreichend in den Stand selaieB, 
die Eigenthfimlichkeit der quadrantotesseralen Combiaationea zo beurtbeilen. 

§.70. Theorie der plenotesseralen Gombinationen. 

Da die Hexakisoktaeder die Repräsentanten aller plenotesseralen For- 
men sind, so werden wir die allgemeine Theorie der binären plenotesseralen 
Gombinationen nur dadurch erhalten, dass wir die Verhältnisse aufsuchen, 
unter denen irgend zwei Hexakisoktaeder mit einander combinirt sein können, 
und dass wir die diesen Verhältnissen entsprechenden Bedingungen ermitteln. 
Dabei wollen wir der leichteren Vorstellung wegen voraussetzen, dass das 
eine Hexakisoktaeder tnO» als vorherrschende, und das andere m'O»' 
als untergeordnete Form ausgebildet ist; zur Vereinfachung der Reeh- 
Dung aber denken wir uns desungeachtet beide Formen auf gleich grosse 
Hauptaxen reducirt, so dass die Halbaxen einer jeden den Wertb 1 haben. 
Es fragt sich also, welcherlei Veränderungen wird die vorherrschende Form 
durch die untergeordnete erleiden können? Die Antwort auf diese Frage lau- 
tet dahin, dass es überhaupt sechs verschiedene Modificationen sind, 
welche in der Erscheinungsweise eines vorherrschenden Hexakisoktaeders 
durch die Flächen eines untergeordneten Hexakisoktaeders verursacht werden 
können; und zwar sind diese Modificationen folgende: 

1. eine Zuschärf ung der längsten Kanten A^ 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B^ 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C, 

4. eine achtOäcfaige Zuspitzung der ditetragonalen Ecke^ 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der rhombtscben Ecke. 

Die Bedingungen, welche diese sechs verscUedenen Modificationen 
bestimmen, beruhen wesentlicb auf den Verhältnissen der CoäSdenten t und 
r, i und V der Zwischenaxen beider Formen, wie aus Folgendem erhellt. 

1. Zuschärfung der längsten Kantend. Sie erfordert die Er- 
füllung der beiden Bedingungen, dass die Kanten A beider Hexakisokta^'der 
einander parallel «sind, und dass dieselbe Kante in der untergeordneten 
Form stumpfer ist, als in der vorherrschenden Form. Denken wir uns also 
beide Formen auf gleiche Hauptaxen reducirt, so wird die erste Bedingung 
durch Goincidenz der beiderseitigen Kantenlinien A^ und folglich durch Gleich- 
heit der trigonalen Zwischenaxen beider Formen erfüllt sein, während der 
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zweiten Bedingung dadurch Geoüge geleistet wird, dass die rhombische Zwi- 
scbenaxe von mOn grösser ist, als jene von mOn. Eine Znsehärfung der 
längsten Kanten von mQn wird daher jedenfalls Statt finden, wenn ^ s= ^ uod 
r'^r ist. 

2. Zuscbärfung der mittleren Kanten B, Sie erfordert za- 
vörderst einen Parallelismus der beiderseitigen Kanten B^ und folglich, bei 
gleichen Hauptaxen, eine Coincidenz derselben, also Gleichheit der beider- 
seitigen rhombischen Zwischenaxen. Ausserdem aber muss dieselbe Kante in 
mOn stumpfer sein, als in mOn^ was nur dann der Fall sein wird, wenn die 
trigonale Zwischenaxe von mOn grösser ist, als jene von mOn* Eine Zu- 
scbärfung der mittleren Kanten von mOn wird daher jedenfalls Statt finden, 
wenn r ^s^r und ^ > ^ ist. 

3. Zuscbärfung der kürzesten Kanten C Sie erfordert er- 
stens einen Parallelismus der beiden Kanten C, und folglich, weil die Lage 
dieser Kanten durch die Endpuncte der trigonalen und rhombischen Zwischen- 
axen bestimmt wird, eine Gleichheit der Verhältnisse ^: r' und txr\ nennen 
wir also diese Quotienten q' und ^, so ist q' =^q die erste Bedingung, welche 
erfüllt sein muss. Zugleich muss aber die Kante C in mOri stumpfer sein, 
als in i7iO;i, was bei gleichen Hauptaxen durch die Bedingung r <,r erreicht 
wird. Eine Zuscbärfung der kürzesten Kanten von mOn muss demnach Statt 
finden, wenn q ^q und r <,r ist. 

4. Achtflächige Zuspitzung der ditetragonalen Ecke. Sie 
wird jedenfalls eintreten müssen, wenn zugleich /^ > f und / > r ist; dabei 
werden die Combinationskanten den kürzesten Kanten von mOn parallel, 
wenn q' ^^q ist. 

5. Sechs flächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke. Eine 
einfache Betrachtung lehrt, dass die ihr entsprechenden Bedingungen durch 
die Grössenverhältoisse d <,t und q' <,q ausgedrückt werden ; dabei werden 
die Combinationskanten für r' s: r den mittleren Kanten von mOn parallel. 

6. Vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Man 
erkennt leicht, dass eine solche jedenfalls Statt finden muss, wenn r <,r and 
q'>q ist; sind die Combinationskanten den längsten Kanten von mOn 
parallel, so muss ^ =s ^ sein. 

Aus vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich also, dass es lediglich auf 
die Verhältnisse der Coöfficienten ^ und r, ^' und / ankommt, ob diese 
oder jene von den überhaupt möglichen Combinations-Erscheinungen eintre- 
ten soll. Benutzen wir nun bei diesen Gleichungen und Vergleichungen die 
oben in §. 57 stehenden Werthe von t und r, indem wir die entsprechenden 
Werthe von t' und r mit accentuirten Buchstaben schreiben, so ergiebt sich 
nach einigen Reductioneu, dass 

. ^ ^ * M n ^ mn 

t> — <t, wenn , , > = < - 

r ">- ^=<,r^ wenn »' > z=s < » 

q > = < y, wenn --^—7 — ^ > = < 

n n 
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SubstiUiirt nan in die obigen sechs Sätze diese Werthe, so erhält man die 
Bedingungen, welche die Combinationen zweier Hexakisoktaeder mOn und 
m'On beherrschen, unmittelbar als Functionen der Ableitongszahien ausge- 
drückt. Es erleidet daher mOit, als vorherrschende Form, durch ein 
zweites untergeordnetes Hexakisoktaifder mOn 

1. eine Zuschärfung der längsten Kanten A, 

m'n mn j / ^ 

wenn —, j = , und « > « ; 

m -+-« m-^n 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten By 

wenn n s= ;i, und m' > m ; 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C, 

wi'(«'4-l) m(;i+l) j / ^ 
wenn — ^ — ? — - ä ^ , und « < fi ; 

n n 

4. eine achtflächige Zuspitzung der ditetragonalen Ecke, 

wenn —, > > , und « > n ; 

5. eine sechsflächige Zuspitzung*der sechsflächigen Ecke, 

mn mn , mV«' 4-1) ^»i(«-|-l) 
wenn —, , < , und — , — < ■ : 

6. eine vierflächige Zuspitzung der rhombisch en Ecke, 

, m\n+\) ^ 7/i(«4-t; 

wenn « < «, und -, — - > . 

n n 

In diesen sechs Sätzen ist die Theorie aller binären plenotesseralen Combina- 

tionen enthalten. Denn, welche andere zwei Formen auch gegeben sein 

mögen, man wird durch Anwendung dieser Sätze allemal bestimmen können, 

welche von jenen sechs Combinations-Verhältnissen für sie möglich sind, 

üod welche Bedingungen das eine oder das andere Verhältniss erfordern. 

Nur wird natürlich die Beschreibung der Combinationen angemessene 

Veränderungen erleiden, wie solche durch die besondere Beschaffenheit der 

jedesmal gegebenen Formen nöthig gemacht werden. 

Ein Beispiel wird diess hinreichend erläutern. Man will wissen, welche 
Veränderungen ein vorherrschendes Ikositetra^s'der mOm dnrch ein untergeord- 
netes Tetrakishexaeder ooOn erleidet. 

An dem Ikositetrae'der existiren nur noch die Kanten B und C; die dite- 
tragonalen Ecke sind nnr tetragonale, die sechsflächigen Ecke nnr trigonale 
Ecke; die nntergeordnete Form hat nur 24 Flächen, die Znschärfungen der 
Kanten gehen daher in Abstumpfungen, die achlflächigen Zuspitzungen der Ecke 
in vierfläehige, die Tierflächigen Zuspitzungen in Zuschärfungen der Ecke 
über. Da nun ns=m^ und m' = oo ist, so folgt ans einer Vergleichung der ent- 
sprechenden Bedingungen, dass die drei Falle 1, 3 und 5 unmöglich sind, und 
dass also ein Ikositetrae'der durch die Flächen eines Tetrakishexaeders nur fol- 
gende Veränderungen erleiden kann : 

a) eine Abstumpfung der Kanten B^ wenn ;i' = m ; 

b) eine vierflächige Zuspitzung der tetragonalen Ecke, bei welcher die Zn- 
spitzungsflächen auf die Kanten aufgesetzt sind, wenn // >• m ; 
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c) eine ZatdiarfoDg der rhombischen Ecke, bei welcher die Zoiebirfiegs« 
flflcheD auf die KaDten B aufgesetzt nad, weon n -^m. 

Durch ttbniicbe ftetrachtungea wird man fOr je zwei andere Permen mu ifarn 
krystallographitchea Zeichen, unter Berttcksiebtigung ihrer besonderen Geitai- 
tnng, die fQr sie möglichen Coabinalions-Verhttltnisse erschliessen können. 

§• 71. Theorie der geneigtflächig-semitesseralen 

Combinationeu. 

Da uns die HexakistetraSder gewissermassen das ganze Tesseralsystem 
in seiner tetraedrischen Hemiedrie repräsentiren, so werden wir auch in der 
Combination irgend zweier Hexakistetrae'der die sämmtlichen tetrae- 
drisch-semitesseralen Combinationeu erfassen. Die Theorie dieser Combina- 
tioneu beruht also auf der Untersuchung der Verhältnisse, unter denen sieb 

zwei verschiedene Hexakistetrae'der — ^— und — ^ — mit einander verbinden 

können. Dabei ist jedoch der bei allen hemi^'drischen Combinationeu sehr 
wesentliche Unterschied zu berücksichtigen , ob sich die beiden conbinirteo 
Formen in gleicher oder in verwendeter Stellung befinden, weshalb 
wir jeden dieser Fälle besonders in Betrachtung ziehen müssen. 

I. Combination zweier Hexakistetrae'der von gleicher Stellung. 

Indem wir abermals die eine Form als vorherrschend, die andere 
als untergeordnet, übrigens beide auf gleiche Hauptaxen redncirt 
denken, lässt uns eine Betrachtung der möglichen Verschiedenheiten der Flä* 
chenlage auf das allgemeine Resultat gelangen, dass ein vorherrschendes He- 

xakistetra^er --^ durch die Flächen eines anderen, untergeordneten, aber 

inOn 
in gleicher Stellung befindlichen Hexakistetraeders — ^ — folgende sechs ver- 
schiedene Modificationen erleiden kann : 

1. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten ^', 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten ff 9 

3. eine Zuschärfung der längsten Kanten C\ 

4. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächigen Ecke, «nd 

6. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sechsflächigen Ecke. 

Die Bedingungen, denen diese sechs Combinationeu unterworfen sind, bemheo 
wesentlich auf den Grössenverhältnissender holoe'drischen und der hemi^dri- 
schen trigonalen Halbaxen (§.62) beider Formen, mithin auf den Verhältnissen 
der Coefficienten t und 7, f und 7', wie aus folgenden Betrachtungen erhellt. 
1. Zuschärfung der kürzesten Kanten A\ Eine solche er- 
fordert erstens einen Parallelismus oder, bei gleichen Hauptaxen« eine Coin- 
cidenz der beiderseitigen Kanten ^^ und zweitens einen stumpferen 
Winkel für diese Kanten in der untergeordneten Form ; die erste Bedingung 
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^wird durch die Gleichheit der beiderseitigen holofe'drischen Halbaxen, die 
zi^eite BedinguDg durch das Ueberwiegen der hemife'driscfaeii Halbaxe der 
untergeordneten Form in Erfullang gebracht. Eine Zuschärfung der kürze- 
sten Kanten findet also jedenfalls Statt, wenn ^ sst und t > t ist, woraus 

t i 

zugleich folgt, dass q' <^q sein müsse, wenn wir — =i q und -7 = / setzen. 

2. Zuschärfung der mittleren Kanten B'. Sie setzt voraus 
Parallelismiis oder Coincidenz der beiderseitigen Kanten B\ and eine 
^össere Amplitude oder eine stumpfere Beschaffenheit derselben Kanten 
in der untergeordneten Form ; Bedingungen, von denen die erstere durch die 
Gleichheit der beiden hemi^'drischen Halbaxen, die andere durch das Ueber^ 
wiegen der holoedrischen Halbaxe der untergeordneten Form erfüllt wird. 
Demnach fiudet eine Zuschärfung der mittleren Kanten allemal Statt, wenn 
V = T und ^' > / ist, woraus zugleich y' > y folgt. 

3. Zuschärfung der längsten Kanten C\ Sie erfordert ausser 
dem Parallelismus der beiderseitigen Kanten C\ welcher durch die Be« 
dingung q ^=q erfüllt wird, auch noch ein grösseres Winkelmaass 
derselben Kanleo io der untergeordneten Form, welches durch die Bedingung 
t' <,t gewährleistet wird. Folglich muss die vorherrschende Form jedenfalls 
eine Zuschärfung ihrer längsten Kanten erleiden, wenn zugleich y' = y und 
i' ^t ist, woraus sich zugleich ergiebt, dass auch 7' < t sein wird. 

4. Vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Eine 
solche wird jedenfalls eintreten müssen, wenn zugleich /' > ^ und t > 7 ist, 
wobei übrigens das Verhältniss von q' und q ein sehr verschiedenes sein kann, 
und für y' ==y ein Parallelismus der Gombinationskanten mit den längsten 
Kanten der vorherrschenden Form Statt findet. 

5. Sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächi- 
gen Ecke. Sie wird allemal Statt finden, wenn zugleich t* <,t nnd q <q 
ist, wobei das Verhältniss von t und r ein verschiedenes sein kann, für t =st 
aber die Combinalionskanten den mittleren Kanten der vorherrschenden 
Form parallel werden. 

6. Sechsflächige Zuspitzung der spitzeren secjhsflächi- 
gen Ecke. Sie wird sich noth wendig herausstellen, wenn zugleich r' < t 
und qy^q ist, wobei das Verhältniss von ^ und i sehr verschieden sein kann, 
und fflr ^' = ^ ein Parallelismus der Gombinationskanten mit den kürzesten 
Kanten der vorherrschenden Form eintritt. 

Wir haben nun noch die, zwischen den Coefficienten der beiderseitigen 
trigonalen Halbaxen obwaltenden Bedingungen als Functionen der Ablei- 
tungszahlen m und n, m und n auszudrücken, um es sogleich aus den 
krystallographischen Zeichen je zweier Formen erkennen zu können, welche 
von den verschiedenen Combinations-Erscheinungen für sie Statt finden wird. 
Setzen wir für t und ^^ für % und t ihre in §. 62 stehenden Werthe, so ei^ 
halten wir für jene Bedingungen folgende aequivalente Ausdrücke : es ist 

NaumaDD^s Krystallographie. o 
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-/». ^- wfji^ ^ mit 
r > Ä < ^ weuD -7 } > =« < 

'^ ^ ^^'^' ^ ^ w« 

T > =* < T, wenn —, f > » < 

m — « »i— « 

V N. — ^ ^ wann »»'(»-*-^) ^ _ ^ »»<»■*■ t) 

y > = < y, wenn , > = < — 

it n 

wir diese Werthe ia die obigen sechs Silze, so gelaogen wir 
Msh cinigeii Rednetionen endKob auf folgende Resmltate. Bift Torherrscbeo- 

des Hexakistetraeder —^ errähri durch ein zweites, untergeordnetes Hez2- 

m'On' 
kistetraeder — ^ — , bei gleicher Stellung beidor Formen: 

1. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten ^', 

nin mn 


wenn —, > » , und « > « ; 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B\ 


m'n mn 


wenn —, > = , und « > « ; 

m — » m^n 

3. eine Zuschärfung der längsten Kanten C\ 

m\n^\) m(n+l) , / ^ 

wenn — ^^ — ■, — - = — ^^ , und » < n ; 

n n 

4. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 

mn ^ mn , . 

wenn —7 7> , und » >»: 

m -♦-« m^n 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpfe rensechsflächigen Ecl^e, 

mV _ mn , mV»' 4-1) ^m(«+l) 

wenn —7 > < , und — ^^ — -, — - < -^^ ; 

m -4-» m+» » » 

6. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sechsflächigen Ecke, 

mV»'-*-!)^ m(7i4-l) , mV ^ »i« 
wenn — ^ , — - > — ^^ , und —7 , < 


«' " « ' m— »' ^«— »' 


mit weichen Resultaten die Theorie der binären, tetrai^risch-semiiesseralen 
Combinationen für den ersten Fall, der gleichen Stellung beider Formen 
erledigt ist. 

II. Combination zweier Hexakistetraeder von verwendeter Stellung, 
Wenn sich die beiden He2takistetra($der in rerwendeter Stellung befinden, 

£e Zahl der möglichen Combinations- Verhältnisse geringer. Da nämlich io 
diesem Falle die hemiSdrischen Halbaxen der einen Form in die hoto^'- 
sehen Halbaxen der andern fallen , und vice versa , so sind die Verhält- 
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nisfle von % and t^ tmi i und % 
zu Tergleichen, wekhe aatiirlich 
Bicht so nancbhitige sein können, 
weil immer r > f und t' > 1^ sein 
mnss. Diese beschränkenden Be- 
dingungen gestatten überbaapt nur 
folgende Combinationen; es erlei- 

, ^ wO» • . mQn 
jdct —3— durch — 


2 2 

7. eine Zoschärfung der mittleren Kanten B\ wenn f' = T und t'>/; 

8. eine vierfläeliige Zuspitzoog der rhombischen Ecke, wenn l' > t ; 

9. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sechsflächigen Ecke, 
wenn ^^ < t, wobd die Combinationskanten den kürzesten Kanten pa- 
rallel werden, wenn t' = f ist. 

Drücken wir diese Bedingungen als Functionen der Ableitungszahlen ans, so 
erhalten wir 


t 9 


«'>=r<T,wenn 
T > = < f , wenn 


m n 


> = < 


> = < 


Uli» 

mn 


m — n wi-f-n 

und folglich findet Sutt : 

7. eine Zoschärfung der mittleren Kanten B'^ 

mn mm 


wenn 


m — n 


8. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 


wenn 


mn 


i> 


mn 


9. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpf<^en sechsflächigen Ecke, 

mn _ mn 

wenn -7-— 7 < ; 

m -f-n iw— /i 

womit denn auch der zweite Fall erledigt ist, da sich die beiden contbinirten 

Formen zu einander in verwendeter Stellung befinden. . 

Dass nun aber in diesen neun Sätzen wirklich die Theorie aller semi- 

tesseralen Combinationen gegeben ist, davon überzeugt man sich leicht, wenn 

man irgend zwei andere Formen herausgreift, um deren Combinations-Er- 

scheinung zu bestimmen. 

Es sei z. B. die vorherrsebende Ponn ein Trigondodekaeder — ^, nod die 

lii'O 

ButergeordBete Form ein Deltorddodekaeder -^ ; man ersieht sogleich, dass in 

diesem Falle r immer < r sein wird, woraus sieh denn ergiebt, dass die Fälle 
3, 5 und 6 die einzigen noch möglichen sind. Da nun aber beide Formen jetzt 
Zwdtfflächner sind, so erfahren natarlich die Besehreibangsformeln der Combi- 
nationen eine angemessene Verändernng, und man findet endlich, dass ein Tri- 
gondodekaeder durch ein Deltoiddodekaeder von gleicher Stellung nur folgende 
Veränderangen erleiden kann : 

8* 
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a. eiDeAbstampfaDg der (jetzt) kürzesten Kaoteo C\ wenn in'3=-J^(m+l),- 

b. eine dreiflächige Zospitznog der trigonalen Ecke, wenn m'^-|'(^+Oi 

c. eine dreiflächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke, wenn m'>j-(m+l). 
Das in beiden letzteren Fällen die Zuspitznngsflächen auf die Kanten C' aufge- 
setzt sein mfissen, diess lehrt schon eine Vergleichung beider Formen in tier an- 
gegebenen Stellung. 

Oder es sei die untergeordnete Form ein Tetrakishexae'der ooOn ^ so ist 
ebenfalls r < r, zugleich aber auch q >> ^, folglich kann nur noch der Fall 6 
vorkommen, d. h. ein Trigondodekaeder erleidet durch ein Tetrakishexaeder 
jedenfalls eine sechsflächige Zuspitzung seiner sechsflächigen Ecke. . 

§. 72. Theorie der dodekaedrisch-aemitesseralen 

Combinationen. 

Die Theorie der parallelOächig-semitesseralen CombiDatiooen bemht auf 
der UntersucbuDg der Verbältnisse, unter welchen sich irgend zwei Dyakis- 
dodekac^der combiniren können, weil ja eine jede andere Form gewisserroaas- 
sen als ein Dyakisdodekaeder zu betrachten ist. Da aber zwei Dyakisdode- 
kafe'der sowohl in gleicher, als auch in verwendeter Stellung corobina- 
tioosfäbig sind, so haben wir abermals zwei verschiedene Fälle in Betrach- 
tung zu ziehen. 

I. Combination zweier Dyakisdodekaeder von gleicher Stellung. 

Wir denken uns wiederum die eine Form als die vorherrschende, die 
andere als die untergeordnete, beide aber von gleicher Länge der Hauptaxeo. 
Die Zahl der möglichen Combinations-Erscheinungen ist etwas grösser, als 
bei zwei Hexakisoktae'dern oder zwei Hexakistetraedern, weil die Dyakisdo- 
dekaeder vierseilige Flächen besitzen , deren jede von dreierlei Kanten und 
von dreierlei Ecken begränzt wird. Um daher unsere Betrachtung zn verein- 
fachen, wollen wir uns nur auf die wichtigeren Combinationen beschränken, 
als welche sich folgende Veränderungen herausstellen, die ein vorherrschen- 
des Dyakisdodekaeder — ^ durch die Flächen eines untergeordneten D]ra- 

kisdodekaSders — n — erleiden kann. 

i. Eine Zuscbärfungder kürzesten Kanten A'\ wenn m^=m, und »'>»• 

2. Eine Zuscbarfung der längsten Kanten B'\ wenn n^=n^ und ia'>9t. 

3. Eine Abstumpfung der unregelmässigen oder mittleren Kan- 
ten C". Sie erfordert erstens, dass m <,m^ und 
zweitens, dass die Flächen der untergeordneten Form 
in die Zonen dieser Kanten fallen; nun ist in der bei- 
stehenden Figur 

die GleichuQiT der Fläche Fi — +^ -f. « = 1 
" m n 

Fig. 34. m n 
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daher erhalten in der allgemeinen Zonengleichung (§. 36) 

M N R_^ 

a D c 
die CoefiBcienten My N und R folgende Werthe : 

Ns= Vb'\cd'—c'a) = — mn{mn^\) 

R = cc\ab"—a'b) » n(m^—n) 

und die Zonengleichung selbst wird in vorliegendem Falle : 

a 6 c 

Nan kann aber die Fläche, welche die Kante C* abstampft, entweder eine der 
F^ oder eine der ¥' analoge Lage haben; hiernach ergeben sich also für die 
Abstumpfung der unregelmässigen oder mittleren Kanten zwei Fälle, welche 
wir dadurch unterscheiden können, dass wir sagen, die AbstumpfangsBächen 
seien entweder auf die Kanten A'\ oder auf die Kanten B'* aufgesetzt, oder 
auch, die Abstumpfung erfolge entweder von den Kanten B" her, oder von 
den Kanten A" her; 

im ersten Falle ist a s= m\ b^s&n\ c = 1, 
im zweiten Falle ist a = 1, 6 = m\ c := n', 
welche Werthe man, nach Maassgabe der Aufsetzung der Abstumpfungsflä- 
chen, in die vorstehende Zonengleichung einzusetzen hat. 

4. Eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, wenn in'>m 
und n > lt. 

5. Eine dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke; die eine Bedin- 
gung, welche sie fordert, ist die, dass m'<iii sein muss. Unter den 
mancherlei Arten, wie diese Zuspitzung Statt finden kann, sind nun be- 
sonders die zwei durch besondere Regelmässigkeit ausgezeichnet, da die 
Aufsetzungskanten entweder den Kanten B'\ oder auch den gleichschen- 
keligen Diagonalen der Flächen der vorherrschenden Form parallel 
werden. 

a. Sind die Aufsetzungskanten den Kanten B" parallel, so ist n =71. 

b. Sind die Aufsetzungskanten parallel den gleichschenkeligen Diagonalen, 
oder denen durch die beiden unregelmässigen Eckpuncte jeder Fläche ge- 
henden Linien, so müssen die Zuspitzungsflächen in die Zonen dieser Li- 
nien fallen. Die auf die Fläche F aufgesetzte Zuspitzungsfläche würde also 
in die Zone der Linie ab fallen, welche die beiden Puncto a und b ver- 
bindet. Nun lässt sich leicht zeigen, dass die Cenlroparallele einer Linie, 
welche durch zwei Puncto geht, deren Coordinaten /?, jr, r und p\ q\ r 
sind, die Gleichungen 

j ^—, SS 0, und 7 > = 

p—p q—q r--r p—p 

haben muss. Es sind aber die Coordinaten des Punctes a (§. 65) 

mn — m ^ tnn — n 

P "^ zz. — r > y = "» ^ = ^I — f » 


\ 
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und die Coordinaten des Punctes b 

p s=v, g sss -— — 3., r = --- — V-, 

mn — 1 w*«— 1 

folglich werden die Gleichungen der gesuchten Zonenlinie : 

1 ^ — = und s= 

woraus sich denn die Zonengleiehung 
mn — m mn — n 


— -, — • jF — -t-»i 

Hl n 


-« = 


ergiebt, welche zwar zunächst für die auf die Fläche F aufgesetzte Za- 
spitzungsfläche erhalten worden ist, uns aber doch im Allgemeinen lehrt, 
dass die in Rede stehende Zuspitzung nur von solchen Df akisdodekaS* 
dern herrorgebraeht werden kann, deren beide Ableitungszahlen m' uai 
n dieser Bedingungsgleichung Genüge leisten. 
6. Eine Zuschärfung der unregelmässigen Ecke. Auch bei dieser Mo- 
dification, fSr welche im Allgemeinen m' < = > »1 sein kann, sind zwei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Zuschärfangsflächen auf die 
Kante A" und deren anliegende Kante C'\ oder auf die Kante B'' und 
deren anliegende Kante €" aufgesetzt sind. 

a. Findet die Aufsetzung der ZuspitzungsBächen auf B" und C" Statt, so 
muss jedenfalls n' <^n sein, und dann sind besonders die beiden Fälle zv 
merken, da die Aufsetzungskante der ungleichschenkeligen Diagonale, oder 


// fi I ■ . • -n \\ ' . mn mn 


auch der Kantet parallel ist: im ersten Falle ist —7 t=^ « im 

andern Falle m' ^m. 

b. Findet die Aufsetzung der Zuspitzungsflächen auf A" und C" Statt, so 
muss »^ > IS und m <^m sein, und dann wird besonders der Fall interes- 
sant, da die Aufsetzungskante der ungleichschenkeligen Diagonale parallel 
ist, welchem abermals dieselbe Bedingung entspricht, wie vorher. 

II. Combination zweier Dyakisdodekaeder von verwendeter Stellung. 
Wenn sich die beiden Formen in verwendeter Stellung befinden, 

wenn also ein ^ - mit einem — — ^ — verbunden ist , so können nur 

noch folgende Combinations-Erscheinungen vorkommen. 

7. Eine Zuschärfung der kürzesten Kanten A'\ wenn n' = 1». 

8. Eine Abstumpfung der unregelmässigen oder mittleren Kanten C"» 
Für diesen Fall, bei welchem die Abstumpfungsflächen stets von der Kante 
B'' her aufgesetzt sind, gilt zuvörderst die Bedingung n' <m, dann aber 
die unter Nr. 3 entwickelte Zonengleichung, in welcher asn', b' ^m 
und c = 1 zu setzen ist, also 

«(wi— »*)i»'-f'iww(»i7i— l)n'— fi(»i* — n)mn « 

, , mnimn — l)w „, 

oder m = -— -^ — \-7 f jr = P 

n{mr — n)n — fw(wi — vr) 
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9. Eine vierflächige Zuspitzang der rbombischea Ecke, wenn » > m. 

10. Eine unregelmässige dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke, 
wenn n <,my und m <P'; sind die Aafsetzungskanten den Kanten B" 
parallel, so ist vi = n* 

11. Eine Zuschärfung der uaregelmässigen Ecke, wenn ^'<in und 
m > P\ 

Dass die vorstehenden 11 Sätze das Wiehligste enthalten, was zvr Be- 
urtheiinng der Combinationen auch je zwei anderer Formen erforderlich 
ist, sobald nur dabei auf die besonderen Verbältnisse dieser Formen Rücksicht 
genommen wird, diess ist einleuchtend, und mag nur noch durch ein Beispiel 
erläutert werden. 

Die vorherrschende Form sei ein Pentagoiidodekafe'der — r — , und die an- 

tergeordnete Form ein Dyakisdodekaeder | — - — 1 so ist offenbar m < m, and 

// <m, folglich können, bei gleicher Stellung beider Formen, nur noch die 
Fälle 3, 5 und 6 vorkommen« In der vorherrschenden Form ezistiren die Kan- 
ten B" nicht mehr als solche, sondern nur als die Höhenlinien der Flächen, auch 
bilden je zwei Kanten A" nur noch eine einzige Kante. Daher erleidet ein 
vorherrschendes Pentagondodekae'der durch ein in gleicher Stellang befindliches 
Dyakisdodekaeder 

a. eine Abstumpfung der unregelmässigen Kanten, und zwar sind die 
Abstampfungsflächen 

a. von den iltthenlinien der Pentagone her aufgesetzt, wenn n ss —, , 

tu Ä— 1 

ß, von den regelmässigen Kanten der Pentagone her aufgesetzt, wenn 

, nin 

« = -7 55 

m "^nr 

h. eine dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke, und zwar sind die 

Aufsetzongskanten der Zospitzongsflichea 

a. parallel den Höhenlinien der Pentagone, wenn ti =s n^ 

ß» parallel den gleichschenkeligea Diagonalen, oder den Verbindungslinien 

zweier unregelmässiger Eckpuncte, wenn n = — ; -. ; 

c. eine Zusefaärlang der unregelmässigen Ecke, und zwar ist jede 
ZoschJirfongsfläche 

«• auf eine regelmässige ond die anliegende unregelmässige Kante gesetzt. 


wenn «' >• a und m' > 7-7 


» 


ß, auf eine Höhenlinie und die anliegende unregelmässige Kaate getetzl, 
wenn « < « und m >► 7 ist. 


n — n 


ISO 
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Zonexüehre des TesBeralsystems. 

§. 73. Bestimmung der Flächen aus den Zonen. 

Es wurde schon in §. 37 bemerkt, dass die Bestimmung unbekannter Fli- 
ehen, und also auch unbekannter Formen, mittels der Z o n e n eine sehr 
wichtige und häufig vorkommende Aufgabe der Krystallographie bildet. Aacli 
in den Combinationen des Tesseralsystems findet sie oftmals ihre Anweo- 
düng, weshalb wir an einem Beispiele diese zonale Bestimmung der Fiächeo 
erläutern wollen. 

Der allgemeinste denkbare Fall für eine Fläche F, weiche in eine be- 
kannte Zone fallt, ist offenbar derjenige, da diese Zone durch irgend zwei 
andere Flächen F' und F'* bestimmt wird, deren Parameter a\ b' und c, 
a\ b" und c" sind, von denen wir immer voraussetzen, dass solche respec- 
tive in den Axen der x^ y und z liegen. Für diesen Fall gilt nach §« 36 die 
Zonengleichung in ihrer allgemeinsten Form 

M N 
a^ b 
worin M = aa"(b'c"-b''c'), N= b'b"(c'a"^c"a), R^cc''{a'b"-^a"b'). 

In jedem besonderen Falle hat man nun für a , b' und c, für a", b" nnd 
c' die ihnen, nach Maassgabe der Lage beider gegebenen Flächen , zukom- 
menden besonderen Werthe einzusetzen, um die für die drei Parameter 
a, b und c giltige BedioguogsgleichuDg zu erhalten, welche für jede andere, 
in die Zonen der Flächen F' und F" fallende Fläche F erfüllt sein muss. 
In beistehender Figur, welche eine fünfzählige plenotesserale Combina- 

tion darstellt, sind nur zwei Formen unmit- 
telbar bestimmt, nämlich das Oktaeder, dessen 
Flächen mit o, und das Rhombendodekaeder, 
dessen Flächen mit r bezeichnet sind. Von 
den übrigen drei Formen lehrt uns die unmit- 
telbare Anschauung nur so viel, dass sie ein 
Ikositetra<$der (/?), ein Tetrakishexal^der {f) 
und ein Hexakisoktae'der (e) sein müssen. Die 
vollständige Bestimmung dieser drei unterge- 
ordneten Formen wird uns nun aber durch 
die Zonen gewährleistet, in welchen ihre Flä- 
chen mit einander und mit den Flächen der 
^'&' ^^' beiden bekannten Formen verbunden sind. So 

fallen z. B. die Flächen o\ 6, /, /^, b und r' in eine Zone, welche bekannt 
ist, weil die zwei mit o und r bezeichneten Flächen ohne weiteres als die 
des Oktae'ders und Rhombendodekaeders erkannt werden. Nehmen wir die 
erstere als die Fläche F\ die andere als die Fläche F\ und setzen wir, 
wie immer, den oberen, rechten, vorderen Raum-Octanten als den der positi- 
ven Halbaxen, so gelten für die Fläche d die Parameterwerthe : 
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und för die Fläche r' die Wertbe: 

a* s oo, Ä" = 1, e = 1 
Führen wir diese Werthe in die Ausdrücke für Jf, N uud JI ein, so wird die 
Zoneng eichnng 

a h c 
in welcher Form sie für alle Flächen der Zone dr Giltigkeit hat. Da nun 
allemal eine der drei Grössen a, b und c den Werlh 1 erhält, so sind in die- 
ser Gleichung überhaupt nur noch zwei unbekannte Grössen enthalten. Be- 
finden sich also in der Zone die Flächen von solchen Formen, welche die 
Kenntniss nur einer Ableitungszahl erfordern, so reicht die Gleichung voll- 
ständig zu deren Bestimmung aus. Diess ist in vorstehender Figur der Fall 
mit den Flächen / und ß\ welche durch die unmittelbare Beobachtung als die 
Fläche eines Tetrakishexafe'ders ooO;i und eines Ikositetraeders mOm erkannt 
werden. Die Fläche y erfordert aber nach ihrer besonderen Lage die Para- 
meter 

folglich wird7i=r2; eben so fordert die Fläche ß' die Parameter 

flr = l71, ^=171, £7=1 

folglich wird ^=3. Die beiden gesuchten Formen sind daher oo02 und 303. 
Von derjenigen Form, deren Flächen mit £ bezeichnet sind, und welche 
nothwendig ein Hexakisokta^'der nSin sein muss, fallen nun aber zwei Flä- 
chen d in die betrachtete Zone; die links liegende Fläche d fordert nach 
ihrer besondern Lage die Parameter 

a = n, b^ — «», c = l 
woraus sich die Zonengleichung Zm^mn^hn ergiebt; die rechts liegende 
Fläche e dagegen fordert nach ihrer Lage die Parameter 

17 = 177, b^ssflj C SS 1 

wonach die Zonengleichung die Form 2m = mn — m erhält. Wir haben also 
zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen, aus welchen sich die Wer- 
tbe in 3= 5 und ;»==:{ bestimmen. Die drei unbekannten Formen sind daher 
lediglich aus dieser einen Zone als oo02, 303 und 50|- bestimmt worden. 

Auf ähnliche Weise wird man in jedem anderen Falle verfahren. 

Fällt die Fläche einer unbekannten Form in zwei verschiedene 
Zonen, so wird man die Zonengleichung successiv für beide der gegebenen 
Zonen einrichten, und dadurch zur Bestimmung der unbekannten Fläche ge- 
langen. So können wir z. B. in obiger Figur die rechts liegende Fläche e' 
auch dadurch bestimmen, dass sie zugleich in die Zone or, und in die Zone 
or" fällt. Vermöge der ersten Zone gilt für sie, wie vorher, die Gleichung 

a b c 
Vermöge der zweiten Zone aber ergiebt sich für sie die Gleichung 

a b c 
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Setzen wir in beiden GleichangeD abermals asszntf bssn und c=sl, so er- 
halten wir wiederum die Werthe m a= 5 und n » f, dwcb welche 4as Hexa- 
kisolLtacSder als 50t bestimmt wird. 

§.74. Wichtigste Zonen des Tesseralsystems; RaflCenz««en 

des Hexa(Sders. 

Obgleich sich in den Combinationen der tesseralen Formen viele und sehr 
verschiedene Zonen ausbilden können, welche theils unmittelbar, durch ihre 
parallelen Combinationskanten, theils mittelbar, durch eine der |;raphischea 
Methoden (§. 39 und 40) zu erkennen sind, so giebt es doch einige Zonen, 
denen eine so häufige Ausbildung zukommt, dass sie gewöhnlich besonders in 
Betrachtung gezogen werden. Es sind diess die Kantenzonen des Hexaeders, 
des Oktaeders und des Rhombendodekaeders, so wie die Diagonalzonen des 
Oktais'ders. 

Die Kantenzonen des Hexaeders sind diejenigen, deren Flächen 
den Kanten des Hexaeders, oder den Hauptaxen parallel sind, weshalb mao 
sie auch fnglich die Zonen der Hauptaxen nennen kann. Es giebt nur drei 
dergleichen Zonen, welche jedoch als gleichartige Zonen völlig dieselben Ei- 
genschaften besitzen, so dass die Betrachtung einer derselben hinreichend 
ist. Wählen wir dazu diejenige, welche der aufrechten Axe, oder der 
Axe der a: entspricht, so ist die Zonenlinie identisch mit dieser Hauptaxe; 
folglich werden ihre Gleichungen (§. 16) 

y s= 0, und z = 0. 
Vergleichen wir diese beiden Gleichungen mit den allgemeinen Gleicbuo- 
gen der Zonenlinie (§. 36), 

f^y^Oundi^-.^«0, 

80 erkennen wir, dass fi = oo sein muss ; daraus folgt die Zonengleichung 

— = 0, oder a=ioo. 
ü 

Folglich können zu der Zone nur solche Flächen gehören, deren in die Axe 
der X fallender Parameter den Werlh oo hat, wie sich diess ja aus den Be- 
griffe der Zone von selbst ergiebt. 

Die Entwickelung dei* Zone ist hiermit von selbst gegeben; denn 
offenbar muss für alle tautozonale Flächen das Parameter- Verhältniss oo:i:c 
gellen, statt dessen wir oomiX, setzen können, mit den Gränzwerihen oo 
und 1 fär ; folglich werden die Tetrakishexaöder ooO», das Rbombendode- 
kaeder ooO und das Hexae'der oqOoq diejenigen Formen sein, welche Flächen 
zu diesen Zonen liefern. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
findet sich, wenn wir in dem allgemeinen, für orthoedrische Axensysteme 
giltigen Ausdrucke (§. 41) 

tang;f^=r */;?hh7T7* 

aa ob -hcc aa -^bb cc 
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für k den Werth — benutzen, in welchem Mssad(hc^b'c) isL und darauf 

fnr fc, « «Bd a' döi Werth oo einfuhren ; dana wird 

... ic — *'c 

ein Ausdruck, mittels dessen man für irgend zwei tautozonale Flächen ihren 
Neigungswinkel berechnen kann, indem man für b und c, för b' und c die- 
jenigen Ableitungszahlen einführt, welche ihnen zukommen ; wobei natürlich 
die Vorseieben zu bcrucksidiligen sind. 

§. 75. Fortsetzung; Kantenzonen des Oktaeders. 

Die Kanienzonen des Oktaeders sind diejenigen, deren Flächen je zweien 
Gegenkanten des Oktaeders, oder je einer rhombischen Zwischenaze parallel 
sind, weshalb man sie auch die Zonen der rhombischen Zwischenaxen nennen 
kann. Es giebt sechs dei^Ieichen Zonen, und es ist gleicbgilüg, welche der- 
selben wir betrachten woUen. Wählen wir als Zonenlinie diejenige rhombi- 
sche Zwischenaxe, welche im Octanten der positiven Halbaxen zwischen den 
Axen der y und z liegt, so werden die Gleichungen derselben : 

07 = 0, und y — j5 = 0. 
Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie in 
§. 36, so ergiebt sich, dass /et = 0, und v^sq sein muss, woraus denn die 
Zonengleichung 

b c 
folgt. Diese Gleichung ist nur dann möglich, wenn b und c gleiche Wertbe 
und entgegengesetzte Vorzeichen haben. Da nun die Gleichheit zweier 
Parameter allgemein nur entweder für die beiden grossten, oder für die bei- 
den kleinsten Parameter vorkommen kann, so werden sow^ohl b als auch c 
entweder den Werth m, oder den Werth 1 haben; im ersten Falle wird nsl, 
im zweiten Falle 11 = 1» sein. Daher können nur Formen von den Parameter- 
Verhältnissen m:iii:l, oder m: 1:1, folglich allgemein nur Ikositetraf^der 
mOm, oder Triakisoktaeder mO Flächen in die Rantenzonen des Oktaeders 
liefern ; weil jedoch ooOoo, und ooO die Gränzformen dieser Gestalten 
sind, so werden sie gleichfalls denselben Zonen tributär. 

Die Tangente des Niagungswinkels je zweier Flächen dieser Zone fin- 
det sich, wenn man zuvörderst in dem allgemeinen Ausdrucke für tang^ 

mr 

(§. 41) ^ = und ^ SS y setzt, darauf den Werth ^ = — einfiihrt, in welchem 

N=bb'(ca — cd) ist; man erhält so zunächst 

txr btl{ed^eM)Y% 

tang/r =s — nrp— — -, — , J , — ? 
^ aa ob -f-ce aa "^bb oe 

Berücksichtigt man nun noch, dass für jede Fläche der Zone die Bedingungen 

6 = — e, und b' ss^c erfüllt sein müssen, so reducirt sich dieser Ausdruck 

auf 
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mittels dessen man den Neigaogswinkel irgend zweier tantozonaler Flächen 
berechnen kann, indem man für a und c, fiir d und c die ihnen entsprechen- 
den Ableitungszahlen, unter gehöriger Beachtung der Vorzeichen, einsetzt. 

§•76. Fortsetzung; Kantenzonen des Rhombendodekai^ders. 

Die Kantenzonen des Rhombendodekaeders sind diejenigen Zonen, deren 
Flächen den Kanten des Rhombendodekaeders parallel sind; da nun diese 
Kanten zu je sechs einer der trigonalen Zwischenaxen parallel laufen, so kann 
man diese Zonen auch die Zonen der trigonalen Zwischenaxen nennen. Es 
giebt demnach vier solcher Zonen, welche nicht selten ausgebildet sind. 

Wählen wir als Zonenlinie diejenige trigonale Zwischenaxe, welche im 
Octanten der positiven Halbaxen liegt, so erhalten wir als Gleichungen der- 
selben : 

;r — y SS 0, und ;:r — ^ = 0. 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie, ^^ 
folgt, dass fiasvssQ sein muss, woraus sich denn die Zonengleichung 

111 

a c 
ergiebt. Wenden wir uns nun zu der Entwickelung der Zone (§• 38), so 
lehrt uns diese Gleichung zuvörderst, dass es keine Flächen in denjenigen 
beiden Octanten geben kann, innerhalb welcher die Zonenlinie selbst enthalten 
ist. Die Gleichung ist nur möglich innerhalb der übrigen sechs Octanten, und 
fordert^ dass von den Parametern a, b und c stets zwei mit entgegengesetzten 
Vorzeichen auftreten, wie der dritte. Folglich werden von den Gliedern der 
Gleichung stets zwei zusammen so gross sein, wie das dritte Glied allein. 
Derjenige Parameter, welcher als Divisor dieses einzelnen Gliedes auAritt, 
muss also den kleinsten Werth 1 haben, und sämmlliche Flächen der Zone 
stehen daher unter der Bedingungsgleichung 

m n 
woraus sich denn weiter ergiebt, dass nur solche Formen, welche unter dem all- 

gemeinen Zeichen tnO r begriffen sind, oder dass nur parallelkantige 

Hexakisoktaifder (§. 57) Flächen zu diesen Zonen liefern können ; da nun 
aber das Ikositetra^der 202 und das Rhombendodeka^der ooO demselben 
Zeichen entsprechen, so werden auch diese beiden Formen der Zone tributär. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
finden wir aus dem allgemeinen Ausdrucke für tang^ (§. 41) indem wir 

M 

Q:^vssfi setzen , und dann für k den Werth — substituiren, in welchem 

if3=:iia(^c— 6'c) ist; dadurch wird 
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^ adbb' -k-ccad 4- bVcc 
Man kaoD diesen Werth auch etwas anders aasdracken, wenn man die Bedin- 
gungen berücksichtigt, dass 6ü:s— 0(6+e), und ^V s — aY^'+c ) sein 
muss, und demgemäss im Nenner statt des Prodactes hVcfi das Prodact 
ad{b'^c){b''^e) einsetzt, wodurch ad im Zähler und Nenner eliminirt, und 


gefanden wird. 




§.77. Fortsetzung; Diagonalzonen des Oktafe'ders. 

Zu den wichtigsten Zonen des Tesseralsystems gehören diejenigen, welche 
durch die Höhenlinien der Oktacfderflächen bestimmt werden und von 
Weiss die Diagonalzonen des Oktaeders genannt worden sind. Da sie 
in der Zahl zwölf vorhanden sind, so bedingen sie viele sehr regelmässige 
Combinationen. 

Wählen wir zur Zonenlinie diejenige, auf der positiven Oktae'der- 
fläche gelegene Höhenlinie (oder Diagonale), welche von der Ase der x aus- 
läuft, so, bestimmt sich solche zunächst als die Durchschnittslinie der Fläche 
07 + y + ^ = 1 mit der Fläche y — j? = 0; und führt man die Bedingung der 
letztern Gleichung in die erstere ein, so ergeben sich 

2 +y = 0, undy-y=0 

als die Gleichungen der auf den Mitteippnct transportirten Zonenlinie ; ver- 
gleichen wir solche mit den allgemeinen Gleichungen dieser Linie (§. 36), so 
gelangen wir auf die Folgerungen, dass 

fi 2= Zv^ und Q=iV 
sein muss, woraus denn die Zonengleichung 

a b c 
folgt, welcher alle tautozonale Flächen Genüge leisten müssen. 

Was nun die allgemeine Entwickelung der Zone betrifft, so ist zu- 
vörderst einleuchtend, dass die Zonengleichung für alle in den beiden Octan- 
ten der -t-o;, — y und — Zj der — «r, -Hy und -h^ liegende Flächen unmög- 
lich ist. Dagegen sind in den übrigen sechs Oclanten Flächen möglich, und 
zwar wird die Zonengleichung 

im Octanten der -ho?, -i-y und -1-47, und im Gegen-Octanten : 

a b c 
im Octanten der -h^, +y und ~^z^ und im Gegen-Octanten: 

a b c 


' i 
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im Octanten der +^, — y «nd -^»j und im Gegen-Octantea ; 

a c 
Maa erk«iittt leicht, dass diese GleiisbiiDgeii nar unter felgendeo BediDgangen 
realisiit w^den köDDen : 

die erjte» wenn a den mittleren Wertk n bat, 

die zweite, wenn b den kleinsten Werth 1 hat, 

die dritte, wenn c den kleinsten Werth 1 hat. 
Giebt man nun den anderen Parametern respective die Werthe m und 1, oder 
m und n, so erhält man endlich die Resultate, dass im Octanten der positiven 
Halbaxen 

zwei Flächen der Formen tnO r » 

in jedem der beiden anderen Octanten aber 

971 

zwei Fiäcben der Formen mO z und 

2m 
zwei Flächen der Formen mO 


fiberhanpt aber, dass in der Diagonalzone des Oktaeders nur Flächen solcher 
Formen rorkommen können, welche unter einem der rorstehenden drei Zei- 
chen begriffen sind. Diese Zeichen bestimmen uns also ganz allgemein die- 
jenigen HexakisoktaMer, welche Flächen in jene Zone liefern ; da nun aber 
in dem ersten Zeichen auch das Okta(fder und das Tetrakishexaäder cx>02, in 
dem zweiten Zeichen auch dasRhombendodekac^der und das IkositetraMer303, 
so wie in dem dritten Zeichen abermals oo02 und 303 enthalten sind, so 
werden diese Formen gleichfalls zu der Zone beitragen. Dagegen ist es un- 
möglich, dass noch Flächen anderer Formen vorkommen. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser 
Zone zu finden, dazu haben wir in dem allgemeinen Ausdrucke von tang^ 

N 
(§. 41) (i=i2vj und Q^=v^ hierauf Ar s — - zu setzeu, wodurch 

aa 00 -^cc aa +0O cc 
gefunden wird, welcher Ausdruck noch in einer etwas anderen Form geschrie- 
ben werden kann, wenn man die Bedingungen geltend macht, dass ab-k-ca 
«^26csO, und eben so a &'-i-cV— 26V = sein muss. 

§. 78. Allgemeine Betrachtung der Zonen des Tesseral- 

systems. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen erläuterten Zonen sind nur die 
einfachsten Fälle einiger allgemeineren Zonen, welche sich überhaupt als die 
Kantenzonen des Tesseralsystems bezeichnen lassen, weil sie jedenfalls 
den eigenthümlichen Kanten der verschiedenen tesseralen Formen entspre- 
chen, welchen Kanten die Zonenlinien parallel sind. Da nun die Kanten der- 
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jeolgen Form , wekka sich bei d«r jedenMÜgen Ambildangswoige deg Tes- 
seralsystems als die allgemeinste Form herausstellt, die Kanten aller übrigen 
Formen repräsentiren, so sind es auch die Kantenzonen dieser allgemeinsten 
Form, welche znnächsi in Rfieksioht kommen« 

Bei holoedrischer Ausbildung sind es also die Kantenzonen des Hexa- 
kisokta^ders, in welchen uns die wichtigsten Zonen aller plenotessera- 
len Formen gegeben sind. Das HeznkiaoktaMer hat aber dreierlei Kanten; 
folglich werden auch drei Arten to« Kaalenzonen, nämlich 

die Zonen der längsten Kanten A^ 

die Zonen der mittleren Kanten J3, und 

die Zonen der kürzesten Kanten C 
za unterscheiden sein. 

1. Zonen der längsten Kanten A. 
Passen wir im Octanten der positiven Halbaxen irgend eine Kante A^ 
z. B. diejenige ins Auge, welche an der Axe der % anUegt, und also von der 
Fläche F (Flg. 21, S. 85) gebildet wird, so können wir solche als die Durch- 
schnittslinie dieser Fläche, deren Gleichung 

m n 
ist, mit derjenigen Piäeke bestininien, welche die (||eichung^— y «0 hat. 
Um nach §. 36 die Zonengleichung zu finden, ist also 

«^«1, r=:-l, C'«00 

ZU setzen, wodorch sich 

M^mnj Nssstnn, Jl = — (m-h») 
und folglich die Zonengleichung 

mit 0tit m-^Jt |v 

a b c 

ergiebt. Man erkennt sofort, dass diese Gkiehung für jede Fläche unmöglich 
ist, welche in den Octanten der +j?, -4>y und — js^, so wie in den Gegen-Oc- 
tanten fallt $ folglieh wird es für jede Zone einer Kante A in denjenigen bei- 
den Octanten keine Flächen geben, auf welche diese Kante in ihrem Ver- 
laufe zunächst gerichtet ist. 

In dieser Kantenzone des Hexakisoktaeders sind nun aber zugleich 
noch folgende Zonen mit begriffen : 

a. Die Diagonalzone der Ikositetraeder mOm, deren Zonengleichung 

b. die Kantenzone der Triakisoktae'der mO, deren Zonengleichung 

übe 

c. die Kantenzone der Tetrakishexa(Sder ooO;t, deren Zonengleichung 

a^ b c "' 
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d. die KanteBSone des Rbomkendodekaclders ooO, derea ZoneagleichaDg 

a b e 

e, die Diagonalzone des Oktaeders 0, deren Zooengleichung 

a b c , 
f* die DiagonalzoBe des Hexaeders cx>Ooo, welche mit der Kantenzone des 
Oktae'ders identisch ist, und deren Zonengleichung 

1 1 

a b 
wird. 

2. Zonen der mittleren Kanten B, 

Die io Fig. 21 von der Fläche F gebildete Kante B lässt sich als die 
Durchschnittslinie dieser Fläche mit der Goordinat - Ebene (y;») betrachten; 
daraus folgt die Zonengleichung 

b c 
deren Bedeutung sehr einfach ist. In derselben Zone sind aber zugleich noch 
folgende mit begriffen : 

a. Die Zone der längf^en Kanten der Ikositetraeder mOm, mit der Zonen- 
gleichung 

b c 

b. die Diagonalzone der Tetrakishexaeder ooO», deren Zpnengleicbung die 
obige bleibt ; 

c. die Kantenzone des Oktaeders 0, mit der Zonengleichung 

> 1=0 

b c 

3. Zonen der kürzesten Kanten C, 

Die von der Fläche F (Fig. 21, S. 85) gebildete Kante C können wir als 
die Durchschnittslinie dieser Fläche mit derjenigen Fläche vorstellen, deren 
Gleichung ^ — ;? =0 ist; demgemäss haben wir 

a = wi, 6' = «, 6*' = 1 

a =oo, ^ =rl, c = — 1 

zu setzen, um die Go^ffieienten M^ Nuni R zu finden, und gelangen so auf 

die Zonengleichung: 

iw(«+l)^«^« ^ 

a b c 

deren Discussion uns die Entwickelung der Zone verschafft. Mit derselben 
Zone sind aber auch noch folgende Zonen erfasst worden : 
a. Die Zone der kürzeren Kanten der Ikositetraöder mO/n, deren Zonen- 
gleichung 

wi-hl IIa 
-^ :r-"-=0; 
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b. die Diagonalzone der Triakisoktai^er mO, dereo ZonengleichuDg 

a b c"~ ' 

c. die Diagonalzone des Oktaeders 0, dereo ZoneDgleichung 

2_i_l-0. 

— —— — — ^VP) 

a o c 

1 

d. die Kantenzone des Hexaeders ooOoo , mit der Zonengleichung - s 0. 

Auf ähnliche Weise wird sich. der Leser leicht auch die Rantenzonen der 
semitesseralen Formen bestimmen können, von welchen bei den Hexakis- 
tetraedern nur noch die Zone der Kanten B\ bei den Dyakisdodekaedern nur 
noch die Zonen der Kanten ji" und C*' zu berücksichtigen sind, welche letz- 
tere bereits oben in §. 72, I, 3 behandelt worden ist. 


Junftfd Capitfl. 
Transformation der Azen und Zwillingskrystalle. 

§.79. Beziehung des Tesseralsystems a«f ein hexagonales 

Axensystefh. 

Zwar wird man im Tesseralsysteme, wie überhaupt in denjenigen Kry- 
stallsystemen, wo die Axen eine absolut bestimmte Lage haben, nur selten 
Veranlassung finden , dem in der Erscheinung so entschieden angezeigten 
Axensysteme irgend ein anderes zu substituiren , und für das gewöhnliche 
Bedürfniss der praktischen Krystallographie dürfte eine solche Veranlassung 
kaum jemals eintreten. In theoretischer Hinsicht aber kann es bisweilen von 
Interesse sein, die lesseralen Formen auf ein anderes , als das von der Natur 
zunächst gebotene Axensystem zu beziehen. Namentlich lässt es das herr- 
schende Gesetz der Zwillingsbildung und die damit oft verknüpfte abnorme 
Formen -Ausbildung als eine interessante Aufgabe erscheinen, die tesseralen 
Formen auf ein hexagonales Axensystem zu bezieben, oder das Tesseral- 
syslem in seiner holoe'drischen Ausbildungsweise als eine rhomboedrische 
Krystallreihe darzustellen. 

Bei dieser Darstellung haben wir das Hexaed er als ein Rhomboe- 
der zu betrachten, und so aufrecht zu stellen, dass eine seiner trigonalen 
Zwischenaxen die verticale Hauptaxe repräsentirt, während die drei auf 
ihr normalen rhombischen Zwischenaxen die drei horizontalen und sich 
unter 60^ schneidenden Neben axen bilden (§. 51). Von diesen Neben- 
axen brauchen wir jedoch für unsern gegenwärtigen Zweck nur zwei zu 
berücksichtigen. Um uns nun aber die Lage dieser Axen leichter vorstellen 
zu können , wollen wir solche am Oktaeder , als der eigentlichen Grundform 
des Tesseralsystems, bestimmen, indem wir auch diese Form nach einer tri- 
gonalen Zwischenaxe aufrecht stellen. Wählen wir dazu die in den Octanten 

NaumanD^s Krystallographie. «^ 
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der positiv eit Halbaxen fallende Zwischenaxe L, so 
erscheint das Oktaeder wie in beistehender Figur, als 
^y die Combination eines Rhombo^ders mit der Basis, und 
so bildet die Linie L die Hanptaxe des neuen Axen- 
Systems , während die drei Linien L\ L" und V" die 
Neben axen desselben vorsteilen, von welchen wir 
aber nur die beiden ersteren zu berücksichtigen haben. 
Die ursprünglichen , d. h. die auf das tesse- 
rale Axensystem beaogeden Gleichungen dieser neuen 
Axen sind nun aber folgende 9 

fSr die Axe L, a? — y =* 0, und ä -^ ä? «:s 0, 

för die Axe L\ x ic 0, und y -♦- ;if sa ft. 



Fig. 36. 


für die Axe L 


// 


y Ä 0, und d? -H Ä =* 0. 


Vergleichen wir diese Gleichungen mit denen in §. 44 stehenden allgemeincD 
Gleichungen der Linien £, L' und L\ so ergiebt sich, dass in gegenwärti- 
gem Falle 

für L die Bedingungen M = iV = A, 
f(rr V die Bedingungen M' ^ 0, und N' ^^ M\ 
für L" die Bedingungen iV" = 0, und üf "= - Ä" 
erfüllt sein müssen. Qpraus ergeben sich denn sofort für irgend eine,, im 
tesseralen Axensysteme durch die Parameter a, b und c bestimmte Fläche 
f, ihre in dem neuen Axensysteme giltigen und respective in den Axen L, 
L' und L" gelegenen Parameter a^, b^ und c^ mit folgend'en Werthen : 

abcyS 


ff. 


ab+ca-hbc 


bcY% 

* — c 
caVt 

CjXS ?— 

* a — c 

Die Grundparameter des neuen Axensystems haben also die Werthe y^ und 
1^2, welches ja auch die Grössen der trigonalen und der rhombischen Zwi- 
schenaxe des Hexaeders sind. Die Aufgabe ist zwar hiermit wesentlich ge- 
löst, jedoch in einer so allgemeinen Weise, welche uns die eigentlichen Ver- 
hältnisse zwischen den tesseralen und rhomboedrischen Formen noch nicht 
hinreichend klar erkennen lässt. Dazu werden uns die Betrachtungen des 
folgenden Paragraphen verhelfen. 

§. 80. Deutung der tesseralen Formen als Glieder einer 

rhomboedrischen Krystallreihe. 

Um von den gefundenen Werthen der neuen Parameter ff^, b^ und o^ 
einen angemessenen Gebrauch zu machen, müssen wir untersuchen, wie sieh 
irgend ein Hexakisokta^'der mOn in der dem hexagonalen Axensysteme 
entsprechenden Stellung verhält. Dasselbe erscheint ganz allgemein als eine 
Combination von vierSkalenoc^dern, wie die nachstehende Figur lehrt . 
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Beraiiftsichtigen wir ntir die oberen Fläobeo dieser vier Skaleno^der, se be- 
stimmen sich dieselben, wie folgt : es wird gebildet 

Nr. I von den sechs obersten Flächen, deren eine 
^^ mit 1 bezeichnet ist ; 

Nr. 11 von den ersten Nebenflächen der vorigen, deren 

eine mit 2 bezeichnet ist ; 
Nr. III von den zweiten Nebenflächen der obersten, 

deren eine mit 3 bezeichnet ist ; 
Nr. IV von den dritten Nebenflächen der obersten, 
Fig. 37. deren eine mit 4 bezeichnet ist. 

1. Setzen wir zuvörderst, die Fläche Fsei die Fläche 1, so ist 
folglich wird das Verhältniss der neuen Parameter 

Um S Um • Cm -■— — — ^^— — — . , — , 

* * * ifwU-wi-hn n — 1 m — 1 
Da nun aber, nach der im Hexagonalsysteme gebräuchlichen Ableitung und 
Bezeichnung, von den beiden Parametern b^ und c^ der kleinste ae 1 genom- 

»•—1 

men werden muss, so sind alle Glieder dieses Verhältnisses mit zu mul- 

m 

tipliciren, und es werden also 

J?^?rd) , und ^^> 

mft+»t+» fn{n — 1) 
die Abteitungszahlen des SkalenolSders Nr. L 

2. Die dem Skalenoeder II angehörige Fläche 2 hat die Parameter 

asü — I», As=», c=sl; 

folglich wird für sie das Verhältniss 

, __ mny^ ^ n ^ m 

ÜmIÖmI Cm — : ,| • ~rr 

* * * mn-k-in — n n — 1 wi+i 

oder es werden, weil der kleinste in die Nebenaxen fallende Parameter s 1 
sein muss, 

mn+m — n m(n — 1) 
die Ableitungszahlen des Skaleno^'ders Nr. II. 

3. Die dem SkaIenoi;der III angehörige Fläche 3 hat die Parameter 

folglich wird ftir diese Fläche 

, mnY%^ ^ » 

* * * mn — m-k-n m — 1 »-Hl 
weil nun das letzte Glied den kleinsten Werth hat, so werden 

mn — m-k-n nim—X) 
die Ableitnngszablen des Skalenoöders Nr. III. 

9* 
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4. Die dem Skaleno^'der IV angehörige Fläche 4 endlich hat die arsprÖDg- 
lichen Parameter 

a = — », ää— jw, c = l 
erhält daher die neuen Parameter 

, ^ mnYi I» ^ « 

* * * WlÄ— I» — » »H-1 »-Hl 

aus welchen sich denn für das Skalenoeder IV die Ableitungszahlen 

w?(«4-l) , fwfw+l) 
^ und 


rnn — m — n «(iw+l) 
ergeben. In welchen- Fällen das eine oder das andere der Skalenofe'der I, 11 
und III eine hexagonale Pyramide , oder das Skalenoeder IV ein dihexagona- 
les Prisma werden wird, diess, so wie die Stellung der Skalenol^der ist 
leicht aus einer näheren Betrachtung der gefundenen Ableitungszahlen zu be- 
urtheilen. 

Diese Ableitungszahlen beziehen sich nämlich auf die ursprüngliche 
Ableitung und Bezeichnung der Skalenocider, welcher zufolge sie als hemie- 
drische Formen dihexagonaler Pyramiden dargestellt werden ; (Anfangsgr. 
S. 164). Setzen wir nun diese Pyramiden allgemein ssm'Pn'y so muss n 
eigentlich stets < 2 sein, (Anfangsgr. S. 160) und in allen Fällen, da es grös- 
ser als 2 erhallen würde, mit dem Werthe-7 — ^ vertauscht werden, womit 

zugleich die Bedingung verbunden ist, dass sich dann das Skalenoeder gegen 
das Grundrhomboeder R in verwendeter Stellung befindet. Ist dagegen 
n =2j so verwandelt sich das Skalenoeder in eine hexagonale Pyramide 
der zweiten Art, während dasselbe nur für n <^2 ein Skalenoeder von 
gleicher Stellung mit der Grundform R (oder dem Hexaeder) bleiben wird. 
Berücksichtigen wir diese, aus dem geometrischen Grundcharakter des Hexa- 
gonalsystems folgende Verhältnisse, so erhalten wir für die vier Formen, als 
deren Combination sich das HexakisoktaSder mOn herausstellt, folgende Re- 
sultate. 

1. Für die Form Nr. I. Ihr entsprechen allgemein die Ableitungszahlen 

, n(m--l) , »(wi— 1) 
fn = — j n =— 1- 

Nun wird die Zahl ;«'< = > 2, je nachdem » > = < ist ; im ersten 

Falle ist sie unmittelbar die gesuchte Ableitungszahl, und die Form I ein Ska- 
lenoeder von gleicher Stellung mit R ; im zweiten Falle wird die Form die 
hexagonale Pyramide »i'P2; im dritten Falle aber wird sie ein Skalenoeder 

von verwendeter Stellung, für welches statt»' die Grösse -, — j als Ab- 
is —1 

leitungszahl einzuführen ist ; überhaupt also wird die Form Nr. I : 

das Skalenoeder — ^^ — , wenn n > r 

2 'Wi-i-l 

die hex. Pyramide i7i'P2, . . . s . . . 
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# 

mV-, — =- 2j» 

das Skaieooeder — ^ — "^ , wcon «< 5- 

ö j»-hl 

Ar 

2. Für die Form Nr. IL Ihre Ableitangszahlen faDden wir : 

m = , « ^ ; ;p- 

mn^m — n m(n — 1) 

2,m 
Es wird aber die Zahl ji' < ss > 2, je aachdem n > s= < ^, and sie ist 

im letzteren Falle mit -, — . zu vertauschen ; folglich wird die Form Nr. II : 
das Skalenoeder —jz — , wenn n > 


2 ' ^ jii-1 

die hex. Pyramide in'P2, ....= ... 


mr-T 


das Skaieooeder — ^ ""•^ , . < . . . 

2 

3. Für die Form Nr. III. Als ihre Ableitongszahlen bestimmten sich 

, iw(»-|-l) / jw(«+l) 

m ^ , n Ä —7 =- 

JW» — OT-H« «(iw — l) 

da nun die Zahl »' < = > 2 wird , je nachdem jt > = < ^ i>^ und da 

sie im letzteren Falle mit —, — i^ vertauscht werden mnss , so wird die Form 

« — 1 

Nr. ffl: 

das Skalenoeder — ^~, wenn 1»' > s 

die hex. Pyramide 7a'P2 , . . . . =r . . . 

fllP-7 — T 

das Skalenoeder — ^ — -t ..<... 

2 

4. Für die Form Nr. IV. Ihre Ableitangszahlen sind allgemein : 

, m(;i-4»I) , m(tt+\) 

m ^ , n ^ -7 jr 

mn-^m — n «(»i-i-l) 

In diesem Falle ist die Zahl n immer < 2, and daher unmittelbar die gesuchte 

Ableitungszahl ; allein die Zahl it/ wird + 9 00 oder — , je nachdem mn > 

= < m-^n bt ; folglich wird die Form Nr. IV : 

das Skalenoeder — j^— , wenn n > r 

Z m — 1 

das dihex.Prisma ooPn\ .... = ... 

das Skalenoeder 5 — , ...<... 

Hiermit hätten wir denn die Zurückfuhrung aller tesseralen Formen auf eine 
rhomboedrische Krystallreihe gewonnen , weil unter dem Zeichen mOn jede 
beliebige plenotesserale Form enthalten ist. 
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§. 81. Fortgelzang. 

Die Resultate des vorhergehenden Paragraphen beziehen sich auf die ur- 
sprüngliche oder primitive Bezeichnung der Skalenoc^der; gewöhnlich aber ist 
es vortheilhafler, statt der primitiven die secundären Zeichen zu gebrauchen. 
Die Verwandlung jener in diese ist leicht zu bewerkstelligen, weil bekannt- 
lieh mit dem primitiven Zeichen — 5 — das secundäreZmchen — ^—7 — ^R^ — , 

aefuivalent ist; (Anfangsgr. S. 166;. Führen wir diese Umwandlung der 
Zeichen aus, so erhalten wir endlich folgende definitive Resultate. 

Ein jedes Hexakisoktaeder mün wird sich, aufrecht gedacht nach 
einer trigonalen Zwischenaxe und auf das Hexaeder als Grundform R bezogen, 
als eine Combination von vier rhomboe'drischen Formen daraiellea) welche 
sich, nach Maassgabe der Werthe von m und », bestimmen wie folgt : 
Die Form Nr. I (Fläche 1 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

das Skalenoeder -^; i- R i -r- wenn n > 

fi(m-hl)-f-jvi n{?n^i)-^Zm iM-hl 

die hex. Pyramide ^^2j=^P2„der|J--^-jP2 

dasSk.lenoeder^ ^7-"^"-^*> Il , "^""^^ ,, ....<... 

;i(»t+l)+i» 2/w— «(/Ä-i- i) 

Die Form Nr. II (Fläche 2 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

, «. , , «(»i— 1)— 2»i„ w(iw+l) ^ 2m 

das Skalenoeder —, r: R , ^ ., \, wenn n > 


«(iw— 1;-«-//< yi(/Ä— 1)— 2j» »I— l 

die hex. Pyramide »(>^-^^) reoder ^^'""^|i P2. .. = ... 
^ «(iw— l)-«-»i 3(;ä^1; 

A Gl 1 "A 2m— ;i(m— l)p «(m-hl) 

das Skalenoeder jr n 5 7— — y\ ..•<••• 

Die Form Nr. III (Fläche 3 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

, ^, , ^., «(jw— 2)— Jw„ m(ii+l) ^ w 

das Skalenoeder -i rr R ^ .^. wenn n > 


«(wn-l)-»»i w(wi— 2)— m m— 2 

die hex. Pyramide -^^^J±^P2oder?^^^ . = . . • 

A cu 1 'A m— «(m— 2)p m(7i-hl) ^ 

das Skalenoeder ; rr — ^R . ■ ■ a, * ...<.*. 

«(m+l) — »i m — n{m — Z) 

Die Form Nr. IV (Flache 4 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

j CL 1 ..j »i(»— l)+2w-, iw(»-hl) . m 

das Skalenoeder —7 r: R ., — ir-, wenn > 


«(m— 1)— iw m(«— l)-f-2«' m— i 

das dihex. Prisma 00P-7 r^ . , . . =s . . . 

»(»14- 1) 

§n(fg»^\\w4^2n fli^ii4*l) 

das Skalenoeder ^ — 7-^ — rrR— ; »^ «% 9* .••<... 

»I— »(m— 1) Jii(JB— 1)«*^2» 
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Für to übrigen FormeD Aiigebeii sich hieraus folgende Resiillate» 

Eia jedes IkositetraiSder mOm stelU sich als die Geod^uiaiiDn ven 
drei rhowboitdriBohen Formen dar; denn es wird 

die Form Nr. I slels das Rhombo^'der ^ ^ 5 

die beiden Formen Nr. II und Nr. III Men in eine einzige aosanunen» 
welche ach heslimmt als 

das Skalenoeder R r wenn m > 3 

m «—8 

die hex. Pyramide f P2, ....=.. 

das Skalenoeder R ^ .....<.. 

m . 3—«' ^ 

die Form IV endlich stellt sich heraus als 

das Rhomboeder ^R, wenn m > 2 

das hex. Prisma ooR, . . . . s= . . 

das Rhombolf der — 5 R ....<« • 

Ein jedes Triakisoktafe'der mO stelh sich als die€omhinalion dreier 
rhomboe*drischer Formen dar; es wird nämlich 

die Form Nr. I stets das Rhomboeder -^ ^ ^R, 

die Form Nr. II stets das Rhomboeder ■— ^ _^ ^> während 

die Formen Nr. III und IV das Skalenoe'der — 2Rm bilden. 
Ein jedes Tetrakishexa6*der ooOn stellt die Combination zweier 
rhomboc^drischer Formen dar, indem einerseits die Formen Nr. I und Nr. II, 
anderseits die Formen Nr. III und Nr. IV in eine einzige Form zusammenfal- 
len ; es liefern nämlich Nr. I und II 

ff •— 2 ft 
das Skalenoeder rR 7: wenn » > 2 

die hex. Pyramide |P2 ....=:., 

das Skalenoeder i-Rs ....<.. 

und es liefern die beiden Formen Nr. III und IV in allen Fällen 

das Skalenoeder R j- . 

n— 1 

Das Rhombendodekaeder stellt die Combination — •|^R.oeP2, und endlich 

das OktaSder die Combination OR.— 2R dar. 


§.82. Gewöhnliche Zwillingskrystalle des Tesseralsystems. 

Ausser jenen Zwillingen hemiedrischer Krystalle, in denen eine 
Coincidenz oder doch wenigstens ein Parallelismus der Axensysteme beider 
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Ifldividuen Statt findet (Anfangsgr. S. 112), and deren ganze Theorie in dem 
Satze erschöpft ist , dass sich beide Individuen in einer solchen Stellung befin- 
den, bei welcher die hemie'drischen Formen des einen Individuums die Ge- 
genkörper des andern sind; ausser diesen Zwillingen begegnen wir im Tes- 
seralsysteme besonders häufig solchen Zwillingsbildungen, in welchen eine 
trigonale Zwischenaxe als Zwillingsaxe auftritt^ so dass beide 
Individuen in Bezug auf eine Oktae'derfiäche zu einander symmetrisch gestellt 
sind. Dieses Gesetz beherrscht fast ausschliesslich die tesseralen Zwilliogs- 
krystalle , weshalb es einer näheren Betrachtung unterworfen zu werden ver- 
dient. 

Die erste Folgerung, auf welche es uns in Betreff der Verhältnisse bei- 
der Individuen verweist, ist offenbar die, dass die .beiderseitigen Zonen der 
Zwillingsaxe coincidiren müssen; daher fallen nach §. 76 von beiden 
Individuen diejenigen 6 Flächen des Rhombendodekaeders ooO und des Ikosi- 

tetraeders 202, sowie diejenigen 12Flächen jedes Hexakisoktaeders mO — -^, 

welche der Zwillingsaxe parallel sind, zu zwei und zwei in eine Ebene. 

Diese Folgerung, welche sich unmittelbar aus dem Begriffe der ge- 
nannten Zone ergiebt, lässt sich auch aus den Resultaten ableiten, welche uns 
die Transposition der Flächen gewährt. Die allgemeine Transposition 
einer Fläche des einen Individuums auf das Axensystem des andern ist näm- 
lich nach §. 49 folgendermaassen zu bewerkstelligen. Wählen wir als 
Zwillingsaxe die Centronormale derjenigen Okta^derfläche , deren Gleichung 
j7-l-y-l-;?=l, so ist im vorliegenden Falle a=4^c=l, woraus sich denn 
für irgend eine durch die Parameter a, b und c bestimmte Fläche des Indivi- 
duums II in dem Axensysteme des Individuums I folgende neue Parameter 
ergeben : 

*iabc 

, 3abc 

* ^ 2(c-4-ei)A— cfl 
^ 3abc 
^^ " 2(a'hb)c-'ab 

Anm. Dannn für allein die Zone der Zwillingsaxe fallende Flächen des Indivi- 

111 
duumsll nach §.74 die Zonen gleichung — ^T"^ — =^9 oder ab '^ca-i-bc^O 

gilt, aus welcher folgt, dass 

2(^-4-c)a = — 2*c 

2(fl-4-^)c=— 2fl^ 
ist, so wird für eine jede solche Fläche auch im Axensysteme I wiederum 

fl^ = — a, b^ = — b und c^ = — c 
sein mtlssen , womit denn ganz aligemein bewiesen ist, dass jede der Zwiiiings- 
axen-Zone angehörige Fläche des einen Individuums mit einer gleichnamigen 
Fläche des anderen Individuums coincidirt. 
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§. 83. Parallelflächen von mOn. 

Um nun aber die vorstehenden Resultate auf.eine, unserer Ableitung und 
Bezeichnung entsprechende Weise darstellen zu können, dazu bedarf es nur 
der Voraussetzung, dass die transponirte Fläche Firgend einem Hexakis- 
oktaeder mOn angehört, oder, mit anderen Worten, dass der Zwillingskry- 
stall von zwei Hexakisoktae'dern mOn gebildet werde. 

Denken wir uns beide in der Zwillingsstellung befindliche Hexakisoktae« 
der nach der Zwillingsaxe über einander aufrecht gestellt, so lässt offenbar 
jedes derselben, und also auch das Hexakisoktaeder II, seine 48 Flächen in 
vier zwölfzählige Flächen-Inbegriffe gruppirt erscheinen, welche mit denen 
in den §§. 80 und 81 betrachteten vier Formen identisch sind. Es handelt 
sich nun darum, diese vier Flächen-Inbegriffe des Individuums II auf das Axen- 
system des Individuums I zu transponiren, um den Zusammenhang zu erken- 
neo; durch welchen die Flächen beider Individuen mit einander verkettet sind. 
Da aber die Flächen eines jeden Inbegriffes eine ganz analoge Lage besitzen, 
so brauchen wir diesen Zusammenhang auch nur für irgend eine Fläche jedes 
Flächensystems aufzusuchen. Denken wir uns also, die Figur 37 (S. 131) 
stelle das Individuum II dar, so haben wir nur successiv für die mit 1, 2, 3 
und 4 bezeichneten Flächen die Werthe der in dem Axensysteme I ihnen 
zakommenden Parameter a^, b^ und c^ zu bestimmen. Da nun diese vier 
Flächen mit der positiven Halbaxe der z unmittelbar zum Durchschnitte kom- 
men, so gilt für sie alle c = 1 ; folglich wird für jede derselben : 

3ab 
^* "" 2äA-4-2ä-ä 

, 3ab 

b^ = 


c. = 


2abr^U^a 
Sab 


1 2a'^2b^ab 
Die beiden Parameter a und b aber bestimmen sich : 
für die Fläche 1, a = m, b^n, 

- - - 2, ö = — »I, b=sn, 

- - - 3, a=: — ff, ^ = m, 

- - - 4, ff = — «, A=— aw. 

Substituiren wir diese Werthe in vorstehenden Ausdrücken, so erhalten wir 
zuvörderst für die Fläche 1 und folglich für die Form Nr. I, 

* 2inn+2i7i — n 

* 2wi-4-2»— I«» 

Nun fordert unsere Ableitung und Bezeichnung, dass der kleinste dieser Pa- 
rameter mit dem Werthe 1 eingeführt wird; es ist aber offenbar a^ der kleinste 
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Parameter, weil ja m > » sein muss, so laage das Zeichen mOn ein Hexakis- 
oktae'der bedeutet ; folglich wird das , unserer krystallographischen Bezeich- 
nung entsprechende Parameter^ Verbältniss: 

1 • i • 1 — • 2ni»-+-2«— iw ' 2//!+^— »» 
Da nun c^ > b^ ist, so erhaUen wir endlich das Resultat: 

1 . Der erste Flächen-Inbegriff des Individuums II eatspriebt an Individuo I 
jedenfalls dem analog liegenden Flächen-Inbegriffe des Hexakisoktaeders 

n(2m^l)'h2m f. «(2ot^1)+2iw 

n(i-^m)^2m 2«(»n-l)--jw 
und vice versa. 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen gelangen wir fiir die übrigen drei 
Flächen-Inbegriffe auf folgende Resultate : 

2. Der zweite Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

, u ,• I,. o n(2»i^l)-*-2m^w(2iw4-l)4-2«i 

des Hexakisoktaeders -^-p ^^r 0— ^ öt~^ — > wenn n > 


2«(m— 1)— fÄ n(»»-i-2)— 2« ' "^4—« 


des Ikositetraeders « r* 


• • • • -■»• • • • 


3m— 6 3m— 6 ' 

AU i' h. 'A w(2m-4-l)-4-2m^»(2m-4-l)-*-2m ^ 

desHexakisoktaeders — 7 jjr — jv — O^ {- , ..•.<.•• 

«(iw-4-2)— 2ryi 2«(w— 1)— m 

und vice versa. 

3. Der dritte Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

des Hexakisoktaeders— :s^^ ./ «v O— r^ — ^ ^ ^ , wenn n < r 

«(2m— 1)— 2m «(m— 2;H-2m m+l 

des Ikositetrae'ders -^^ j( 57 j^, .... = ... 

2(m— 1) 2(/Ä— 1) 

des Hexakisoktae'ders — r^ — «rr^«— O-^s ^; ^ ,. .,.>... 

«(m— 2)-4-2m «(2m— 1)— 2m 

und vice versa. 

4. Der vierte Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

j D u- u» 'A «(m-4-2)-4-2m ^ w(m-4-2)-4-2m ^ m 

des Hexakisoklaeders „^g^^/^,.^^ ^^^-rf^^, wenn « < ,;^ 

des Triakisoktae'ders — «— 0, 


• • t • 


des Hexakisoktaeders ^^^^ «^^ ??^-^^^ ....>... 

«(2m-4-l)— 2m «(m-4-2)-4-2m ^ 

und vice versa*). Es sind diess dieselben, nur etwas weiter ausgeführten Re- 


^) In dem letzteren Falle sind noch die drei untergeordneten Falle so berüeksiebti- 

gen, je nachdem m < as > ist; für die erste Bedingans gilt das Zeichen des He- 

Jtt*— 1 
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sultate, welche in meinem Lehrkuehe der Krystallografibie, II, S. 221 mitge- 
theilt wurden. 

§•84. Parallelflächein von mOm, mO uodoDO«» 

Setzen wir in den Resultaten dea vorhergehenden Paragraphen ;z = m, 
so verwandelt sich das Hexakisoktaf^der in ein ikositetra^'der mOm, und 
wir erhalten für diese Form, wenn wir sie auf das Axensystem des anderen 
Individuums transponiren, folgende Bestimmungen : 

1. Der erste Flächen-Inbegriff entspricht dem analog liegenden Flächen- 
Inbegriffe 

des TriakisoktafSders -7 — ~0, wenn m < 4 

4— m 

des RhombendodekaMersooO, .... s 4, dagegen dem 

zweiten Flächen-Inbegriffe 

des Triakisoktae'ders ;-0, . . . . >4. 

«—4 

2. Der zweite und der dritte Flächen-Inbegriff coincidiren mit einander, 
und entsprechen den analog liegenden Flächen-Inbegriffen 

des Hexakisoktafe'ders s « , wenn wi < 3 

des Ikositetraeders 303, .... =3 

des Hexakisoktaeders ^ 5 = ,....> 3 

3. Der vierte Flächen-Inbegriff endlich entspricht den sechs analog liegen- 
den Flächen 

des Ikositetraeders ^j y ^ r > www i» < 5 

Zm — 1 Zm — 1 

des Oktaeders 0, . . . . = 5 

des Triakisoktae'ders r-O, . . . . >5. 

»1-4-4 

Setzen wir in den Resultaten des §.83 »=1, so verwandelt sich dasHex- 
akisoktaeder in einTriakisoktatsder ibO, for welche Form sich am Indi- 
viduo I folgende Parallelflächen bestimmen, 
t) Der erste Flächen-Inbegriff entspricht jedeafaU^ sechs Flächen 

des Ikositetra^iders s- jr« 

m-i-2 m+2 

2) Der zweite Flächen-Inbegriff entspricht sechs Flächen 

des Ikositetraeders -^ O-is » wenn m<2 

2— wi 2— iw 


xakisoktaeders wie oben : für die zweite Bedinganf, da Bämlieb n s r, wird dM 

Hexakisoktaeder zn dem Ikositetraeder^T- — jtOöt rl » «"^ f»r die letzte Bedio- 

3(m— 1) J((/?i— 1) 

gany mH iie oMf ea Abi&eiltoaficalileft des Be4udk:ia«ktaedera aa vectamehea« 
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des Hexaeders ooOoo, wenn m^2 

des Ikositetraeders 55- jj-, . . . . >2. 

m— /6 m — /C 

3. Der dritte und vierte Flächen-Inbegriff entspreehen jedenfalls zwölf 

Flächen 

des Hexakisoktaeders (3wn-2)05 s 

Setzen wir endlich in den Resultaten des §. 83 ms=oOy so verwandelt sich 
das Hexakisokta^'der in ein Tetrakishexaeder ooOti, für welches sich am In- 
dividuo I die folgenden ParalielOächen herausstellen. 

1. Der erste und der zweite Flächen-Inbegriff fallen zusammen, und 
entsprechen den zwölf analog liegenden Flächen 

des Hexakisoktac^ders -ji -^ r- » wenn » < 2 

des Tetrakishexaeders cx>02 . . . . = 2 

des Hexakisoktaeders -^^ — «r^O ^ r^, . . . . >2. 

2. Der dritte und vierte Flächen-Inbegriff coincidiren gleichfalls, und 

entsprechen zwölf Flächen 

2ä'4-1 2«4-1 

des Hexakisoktaeders jr-, tx s", wenn « < 4 

l\n — 1) U'^r/L 

des Ikositetracf ders f Of , ....=: 4 

des Hexakisoktaeders s-0:rT rr, . . . . >4. 

«-4-2 2(ä— 1)' ^ 

Endlich ergiebt sich aus vorstehenden Resultaten, dass in diesen Zwillings- 
krystallen den Flächen des Rhombendodekaeders sechs Flächen von 
404, und sechs Flächen von ooO, den Flächen des Oktafe'ders zwei Flä- 
chen von und sechs Flächen von 505, sowie den Flächen des Hexae- 
ders sechs Flächen von 20 in dem anderen Individuo parallel sind. 


Zweiter Abschnitt. 

Tetragonales System. 


ßrfleij Capitel. 
Holoödrische Formen des Tetragonalsystems. 

§.85. Axensystem, Zwischenaxen. 

Das tetragouale Krystallsystem unterscheidet sich vom tesseralen Sy- 
steme wesentlich dadurch, dass eine der drei Axen den beiden anderen un- 
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gleich geworden ist, und demzafolge eine eminente Bedeutung gewinnt, 
kraft welcher sie die Symmetrie- Verhältnisse sämmtlicher Formen beherrscht. 
Sie erscheint daher als eine absolute, als eine von der Natur selbst gebo- 
tene Hauptaxe, während die beiden anderen Axen nur noch als Neben - 
ajcen gelten. 

Wir bestimmen die Hauptaxe als Axe der x, die Nebenaxen als Axen 
dery und z^ und nennen die horizontale Coordinat-Ebene oder die Ebene (jfz) 
die Basis, die beiden verticalen Coordinat-Ebenen die primärenHaupt- 
schoitte des Systems. Ausser den drei Grundaxen sind noch zwei Zwi- 
schenaxenzu berücksichtigen; sie liegen in der Ebene der Basis mitten 
zwischen den Nebenaxen, und bestimmen, zugleich mit der Hauptaxe, eben- 
falls zwei verticale Ebenen, welche wir die secuudären Hauptschnitte 
des Systems nennen. Jeder Schnitt, welcher durch eine tetragonale Form 
rechtwinkelig auf die Hauptaxe gelegt wird, heisst ein Querschnitt der- 
selben. 

Anm. Da die Querschnitte aller holoedrischen Formen dieses Systems 
Quadrate oder Tetragone, oder doch wenigstens solche Figuren sind, in oder 
am welche sich Tetragone beschreiben lassen, so schlug Breithaupt den Namen 
tetragonales System vor, dessen wir uns gleichfalls bedienen, weil sich das 
Beiwort tetragonal auf ein sehr augenfälliges Verhflitniss aller hierher gehörigen 
Formen bezieht und zu gewissen Zusammensetzungen besser eignet, als andere 
Benennungen. Dem Worte quadratisch aber ziehen wir es deshalb vor, 
weil auch die Namen aller übrigen einaxigen Systeme aus der griechischen 
Sprache entlehnt worden sind. 

§. S6. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Der Umstand, dass sich im Tetragonalsysteme die Hauptaxe als eine un- 
gleichwerthige und eminente Axe den beiden anderen Axen überordnet, lässt 
das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit aller Parameter als ein unmög- 
liches, das Verhältniss der Gleichheit zweier Parameter gegen einen unglei- 
chen aber nur in der Weise möglich erscheinen, dass die beidenglei- 
chen Parameter in die beiden gleich werthigen Nebenaxen fallen. Uebri- 
gens macht es die eminente Rolle, welche die Hauptaxe in der ganzen Ent- 
wickelung des Systems spielt , rathsam , dieses Verhältniss der Gleichheit 
zweier Parameter stets auf die einfachste Form 1:1 zurückzuführen, und 
alle Verschiedenheiten auf den in die Hauptaxe fallenden Parameter überzu- 
tragen. 

Das einfachste endliche Parameter- Verhältniss, welches in einer tetra- 
gonalen Krystallreihe vorkommen kann, ist daher a : 1 : 1, wobei a den in der 
Hauptaxe liegenden Grundparameter bedeutet, welcher entweder grösser 
oder kleiner als 1 ist. *) Die verschiedenen tetragonalen Krystatlreihen sind 


*) Um die 6 r n n d parameter von deo alt^enieioen Symbolen a, b and e zn unter- 
scheiden, lassen wir sie mit A n t i q o a- Schrift drucken ; demnach bedeutet im Folgenden 
a stets den Grundparameier in der Hauptaxe. 


i 
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aber dnreh verschiedene Wertbe von a chamkterisirt, und können flui 
dann als völlig unvereinbare und ineommensurabeie Formeneonrplexe ersehei- 
iien, wenn a für jede de^elben einen irrationalen Werth bat. 

Üas Gmodverhältniss a:l:l ist also die einfachste endliche Form, 
deren dasVerhältniss der Gleichheit zweier Parameter gegen einen nngleichea 
fähig ist ; weil aber dasselbe Verhältniss in sehr verschiedener Weise vor- 
kommen kann, so wird ; 

ma : 1 : t 
die allgemeinste endliche Form desselben. Dabei k^ann jedoch die Ablei- 
tnngszahl m einerseits wachsen bis oo, anderseits abnehmen bis 0, wodurch 
sich noch die beiden Gränzverhältnisse * 

ooa 1 1 : 1 
und Oa : 1 1 1 
herausstellen. Diese drei Parameter- Verhältnisse sind es, weiche drei Ar- 
ten von Formen bedingen, denen allen das Verhältniss zweier gleicher gegen 
eisen ungieieben Parameter zu Grunde litgt. 

Das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter wird 
in seiner endlichen Form durch 

mdi i n X \ 
dargestellt und liefert eine besondere Gruppe von Formen. Dasselbe verweist 
uns aber zunächst auf die beiden Gränzverhältnisse 

ooa : n : 1 
und ma : oo ; 1 
so wie endlich auf das Gränzverhältniss 

ooa 9 oo : 1 
welche abermals drei verschiedene Arten von Formen bedingen. Sonach er- 
balten wir, wie im Tesseralsysteme, sieben verschiedene Parameter-Ver- 
hältnisse^ denen eben so viele verschiedene Arten von holoedrischen Formen 
entsprechen. 

Anm. Das allgemeinste dieser Verhältnisse ist oßenbar 7/ta : /z : 1, 
weil aus ihm alle fibrigen abgeleitet werden können, indem man ftir m und n 
gewisse Wertbe einführt. Wenn der in die Hauptaxe fallende Parameter den 
Werth hat, so sind wir immer auf dieselbe Form, nämlich anf die Flache 
der Basis, Terwiesen, welche Wertbe auch die beiden anderen Parameter 
haben mögen ; diess ist der Grund, warum die Gränzverhältnisse Oa x n i \ und 
Oa : oo : 1 gar keine besondere Berücksichtigung erfordern , weil sie beide auf 
das Verhältniss Oa : 1 : 1 zurückgeführt werden können. 

§.87. Holoe'drische Formen des Tetragoualsystems. 

Den so eben nachgewiesenen Parameter- Verhältnissen entsprechen nun 
folgende sieben Arten von holoedrischen tetragonalen Formen. 

1. Die tetragonalen Pyramiden der ersten Art, oder diePro- 
topyramiden sind von 8 gleichschenkeligen Dreiecken umschlossene For- 
men, deren Polkanten in die primären Hauptschnitte fallen, weshalb denn 
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Fig. 38. 



Fl«. 39. 


die Nebenaxen in den Milteleckpancten austreten. Diese Py- 
ramiden fordern für ihre Flächen das Verfaältniss ma : 1 : 1, 
und können, nach Maassgabe der verschiedenen Werthe von 
a und m, in unzähligen Varietäten auftreten, welche als 
spitze und als stumpfe Pyramiden unterschieden werden, 
je nachdem die Mitielkanten stumpfer oder schärfer als die 
Polkanten sind. Das Oktaeder des Tesserabystems bildet die 
ideale Gränzforra zwischen den spitzen und stumpfen Proto- 
Pyramiden, ist aber vom Tetragonalsystem ausgeschlossen. 

2. Tetragonale Pyramiden der zweiten Art, oder Deutero- 
pyramiden; sie sind gleichfalls von 8 gleichschenkeli- 
gen Dreiecken umschlossene Formen, deren Polkanten 
jedoch indiesecnndären Hauptschnilte fallen, weshalb 
die Nebenaxen in den Hittelpancten der Mittelkanten 
austreten. Sie erfordern das Parameter-Verhältniss ma : 
oo : I, können ebenfalls in zahllosen Varietäten vorkom- 
men, und werden als spitze und als stumpfe Deuteropyra- 
miden unterschieden, je nachdem ihre Mittelkanten grös- 
ser oder kleiner als 90® sind. 

3. Ditetragonale Pyramiden; sie sind von 16 ungleichseitigen 
Dreiecken umschlossene Formen, deren Querschnitte stets ditetragonale Fi- 
guren darstellen, da regelmässig achtseitige oder oktogonale 
Pyramiden unmöglich sind. In ihrer allgemeinen Gestalt 
nähern sie sich bald den Protopyramiden, bald den Deulero- 
pyramiden ; ihre zweierlei Polkanten fallen in die beiderlei 
verticalen Hanptschnitte des Axensystems, und lassen sich 
daher als primäre und als secundäre Polkanten , so wie die 
zweierlei Mittelecke als primäre und secundäre Mittelecke 
unterscheiden. Ihre Flächen erfordern das Parameter-Ver- 
hältniss ^raa : n : 1, woraus denn folgt, dass sie die allge- 

Fig. 40. meinsten Formen und die Repräsentanten aller holofidrischen 

Formen des Tetragonalsystems sind. Es giebt möglicherweise unendlich viele 
ditetragonale Pyramiden, welche gleicbfalls als spitze und ate stumpfe unter- 
schieden werden, je nachdem ma grösser oder kleiner als 1 ist. 

Diese drei Arten von Formen bilden den Inbegriff der geschlossenen, 
der den Raum allseitig umschliessenden holoe'drischen Formen des Systems; 

ausser ihnen erscheinen aber auch noch sehr häufig folgende 
offene, den Raum nicht allseitig umschliesscnde Formen. 
4. Das tetragonale Prisma der ersten Art, oder 
das Protoprisma; eine von 4 Parallelflächen der secun- 
y dären Hauptschnitte gebildete Form, deren Flächen das Pa- 
rameter -Verhältniss ooa : 1 : 1 haben, weshalb denn ihre 
Seitenkanten in die primären Hauptschnilte fallen. Diese 
Form ist in der Richtung der Hauptaxe von indefiniter Aus- 
dehnung zu denken, indem sie bald säulenartig langgestreckt. 




z 
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bald sehr kurz aasgebildet vorkomiiil ; auch hat sie nach oben und nach unten 
gar keine bestimmte Begränzung, dergleichen ihr erst durch die Flächen 
anderer Formen ertheilt wird, woraus denn folgt, dass sie für sich allein gar 
nicht vorkommen kann. In der Figur sind die Flächen des Pinakoides als 
Begränzungsfiächen beigefügt. 

5. Das tetragonale Prisma der zweiten Art, oder das Deutero- 
prisma; diese Form stimmt in allen ihren geometri- 
schen Eigenschaften mit dem Protoprisma überein, un- 
terscheidet sich aber von selbigem wesenüich dadurch, 
dass ihre Flächen den primären Hauptsehnitten paral- 
lel sind, und das Parameter-Verhältniss cx>a : oo : 1 ha- 
ben, weshalb denn ihre Seitenkanten in die secundären 
Hauptschnitte fallen. Ausserdem gilt von ihr dasselbe, 

p. .^ was von dem Prisma der ersten Art gesagt wurde. 

6. Die ditetragonalen Prismen sind von 8, der Hanptaxe paral- 
lelen Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Dite- 
tragon ist, und deren Flächen das Parameter-Verhältniss 
cx>a : n i l haben. Sie besitzen zweierlei Seitenkanten, 
welche, nach ihrer Lage in den beiderlei Hauptschnitten, als 
primäre und secundäre Seitenkanten unterschieden werden 
können. In Bezug auf ihre Ausdehnung und Begränzung 
nach oben und unten gilt dasselbe, was von den tetragonalen 
Prismen bemerkt worden ist. Regelmässig achtseitige oder 
oktogonale Prismen kommen in der Natur nicht vor. 

7. Das Pinakoid ist eine von zwei, der Basis parallelen Flächen ge- 
bildete Form von dem Parameter-Verhältnisse a : oo : oo 
oder Oa : 1 : 1 ; da sie den Raum in lateraler Richtung 

Fig. 44. offen lässt, so kann sie nur in Combination mit anderen 

Formen erscheinen, wie ihr denn in der Figur die Flächen des Deuteroprisma 
beigefügt sind. 

Anm. Die Prismen und das Pinakoid sind also Formen, welche fttr sich allein 
gar nicht bestehen können, so dass ihre Ausbildung nothwendig die Coe:iislenz 
anderer Formen erfordert. Wie die Prismen die säulenförmigen Krystalle des 
Systems bedingen, so bedingt das Pinakoid die tafelförmigen Krystalle des- 
selben. 



Fig. 43, 


1 


§.88. Grundform; Ableitung und Bezeichnung der holoedri- 
schen Formen. » 

Es folgt aus dem Begriffe der Grundform (Anfangsgr. S. 20) , dass in 
jeder tetragonalen Kry stallreihe irgend eine Protopyramide zur Grund- 
form gewählt, oder, mit anderen Worten, dass die dazu auserwählte Pyramide 
als eine Protopyramide eingeführt, und die Stellung des Axensystems demge- 
mäss fixirt werden muss. Das Parameter-Verhältniss dieser Pyramide be- 
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stimmt uns den Grandwerth a der halben HaupUxe, für 1 als den Gcimd- 
werth der halben Nebenaxe. Wir bezeichnen diese Grundform mit P. 

Bei der Ungleichwerthigkeit der Hanptaxe und der Nebenaxen werden 
solche, als veränderliche Grössen gedacht, von einander unabhängige 
veränderliche Grö3sen sein müssen. Denken wir zuvörderst die Hanptaxe a 
allein veränderlich , indem wir sie mit einer rationalen Zahl m muUipliciren, 
welche theils grösser, theils kleiner als 1 sein, und einerseits bis oo wachsen, 
anderseits bis abnehmen kann, so erhalten wir für jeden endlichen Werth 
von m eine neue tetragonale Pyramide der ersten Art, welche spitzer oder 
stumpfer als die Grundform sein wird, je nachdem m > oder < 1 ist, jeden- 
falls aber durch das Zeichen itsP dargestellt werden kann, welches das allge- 
meine Zeichen sämmtlicher Protopyramiden ist. 

Für ffi = oo geht die Pyramide in das Protoprisma, und für wi = in die 
Basis über, welche letztere jedoch immer in ihren beiden Parallelflächen, als 
Pinakoid ausgebildet ist. Das Protoprisma ooP und das Pinakoid OP 
sind also die beiden Gränz formen der Protopyramiden, und lassen sich mit 
ihnen in eine Reihe 

OP .... wiP .... P .... ffiP ... . ooP 
zusammenstellen, welche man die Grundreihe des Tetragonalsystems nen- 
nen kann. 

Nehmen wir irgend ein Glied mP dieser Grundreihe, multipliciren wir 
seine Nebenaxen mit einer Zahl », welche > 1 ist, und legen wir dann in 
jede seiner Polkanten zwei Flächen, welche die n i c h t zu derselben Polkante 
gehörige Nebenaxe beiderseits in der Entfernung n schneiden, so erhalten wir 
jedenfalls eine ditetragonale Pyramide, deren Basis für verschiedene 
Werthe von n eine verschiedene ditetragonale Figur sein wird. Für » = oo 
geht diese Figur in das um die Basis von mP regelmässig umschriebene Qua- 
drat, und damit die Pyramide selbst in eine Deuteropyramide über. 
Das allgemeine Zeichen der ditetragonalen Pyramiden wird mP/z, und dasje- 
nige der Deuteropyramiden mPoo zu schreiben sein. 

Wird dieselbe Ableitung auch aus dem Protoprisma ooP vorgenommen, 
sogelangen wir auf ditetragonale Prismen ooPn, und endlich auf das 
Deuteroprisma ooPoo. Denken wir uns aber diese Ableitungen um sämmt- 
liche Glieder der Grundreihe vollzogen , so erhalten wir verschiedene Reihen 
von ditetragonalen Pyramiden, deren jede durch einen besonderen Zahlwerth 
von n charakterisirt ist, und schliesslich die Reihe aller Deuteropyramiden 
nebst dem zugehörigen Prisma, nämlich 

OP . . . . wiPc» .... Poo .... iwPoo .... ooPc» 
welche Reihe wir die Gränzreihe des Tetragonalsystems nennen können, 
weil sie die letzten Resultate aller Ableitungen begreift. 

Anm. Hiermit sind denn alle Parameter- Verhältnisse erschöpft, und daher 
auch alle Ableitungen erledigt; denn es lässt sich keine holoedrische Form des 
Tetragonalsystems denken, welche nicht unter dem Zeichen nXn enthalten wäre, 
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sobald fttr m aoch die GrMazwerlbe und oo, ftlr n die GrtfoswertlM 1 «ad oo 
zugelassem werdea. Daher sind deno auch die ditetragoaalen PyraaUdea nit 
voüem Rechte als die aligemetaen Repräaentaalen der holoedrisclieii Formen 
des Systems zu betracbtea, in weichem sie gpeoao dieselbe Bedeutung habeq, 
wie die Hexakisoklaeder im Tesseralsysterae. üebrigeos lassen sich die Resul- 
tate dieser AhleitaDgen gleichfalls io der Form eines trianguläreD Schemas dar- 
stellen, wie solches in meinen Elementen der Mineralogie (4. Aufl. S. 31) mit- 
getheilt worden ist. 

§. 89. Berechnung der ditetragonaien Pyramiden. 

Da die ditetragonaien Pyramiden tnPn als die allgemeinsten holofe'drischen 
Formen des Systems charakterisirt sind, so haben wir auch die Berechnung 
zunächst für sie auszuführen^ wobei wir uns jedoch auf die Zwischen- 
axen^ die Kantenlinien und die Kant enwinkel beschränken wollen. 
Allen diesen Rechnungen liegt die Länge der halben Nebenaxe als Einheit zu 
Grunde. 

1. Zwischenaxen. 

Es sei beistehende Figur das Bild irgend einer ditetragonaien Pyramide 
mPtif so haben die beiden Nebenaxen der y und z ihre Aas- 
trittspuncte in den primären Mittelecken, die Zwisckenaxen 
dagegen ihre Austrittapunkle in den seoundären Mittelecken. 
Betrachten wir die im Oetanten der positiven Halbaxen ge- 
legene Fläche Fj deren Gleicbnng 

wa n 
ist, so schneidet solche die Zwischenaxe dieses Octanfen in 
^^ dem Puncto s ; nun sind die Gleichungen dieser Zwischenaxe 

Fig. 45. o; = 0, und y — 4f = 

folglich werden die Coordinaten ihres Endpunctes s : 

;r SS 0, und y = s=^ i , 

mithin die Länge der halben Zwischenaxe 

und endlich der Coefficient der Zwischenaxen, oder diejenige Zahl, mit 
welcher die halbe Zwischenaxe der Grundform y-j^ multiplicirt werden mnss, 
um auf die Zwischenaxe der Form mPn zu gelangen : 

2n 

Anm. In den regelmässig achtseitigen oder oktogonalen Pyramiden würde 
R^\ sein, woraus sich der Bedingungswerth ;i=l+}/^2 ergiebt; da nun dieser 
Werth irrational ist, während die Ableitnngszahien stets rational sein müs- 
sen, so folgt hieraus die Unmöglichkeit oktogonaler Pyramiden in der Krystall- 
welt. 



ma n 
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2. Kantenlinien. 

Wir bezeichnen in jeder ditetragonalen Pyramide mVn 

die primären Polkanlen mit X^ 

die secundären Polkanten mit F, 

die Miltelkanlen mit Z. 
Diejenigen von diesen dreierlei Kanten, welche in Fig. 45 von der Fliehe F 
gebildet werden, haben nun folgende Endpancte : 

den Poleckpunct ^, dessen Coordinaten x = ma, y = 0, ;s =: 0, 
den prim. Mitteleckp. z^ dessen Coordinaten or == 0, y = 0, ;v = 1, 

den sec. Mitteleckp. ^, dessen Coordinaten ;r = 0, y^szz=s -g ^ -; 

und zwar wird begränzt 

die Kante X von den Puncten x and z 

die Kante F - - - x und s 

die Kante Z - - ^ s und 9. 

Hieraus bestimmen sich, nach der Formel für J, S. 36, 

X = /»iV+l 


y//iV(/i-*- 1/4-2»^ 


I3- 


als die Längen der Kantenlinien. 

3. Kantenwinkel. 
In Fig. 45 bildet die Fläche F, deren Gleichung 

ma » 
ist, mit den drei Flächen F, F" und F'" die Kanten JT, F und Z; die Glei- 
chungen dieser drei Flächen sind aber 

99ta n 

fürF", ^H.y + ?=1 

»la ^ « 

fürF'", - — +y + ;y = l 
iy?a n 

Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke von cosff^ (S. 41) statt a, b und c 

die Parameter der Fläche F, und statt a, b' und c successiv die Parameter 

der Flächen F', F" und F'", so folgt: 

»iV(ä*— 1)+»* 


cos-^= — 


R 


cosF=— -^. 


10 
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cosZ = K~^ 

wobei Ä'=OT*a*(«*-4-l)-h«* ist. 

Setzt man dagegen in demselben Ausdrucke von cosfF' statt a, b und c 
abermals die Parameter der Fläche F, statt a\ b' und c aber successiv die 
Parameter der drei Flächen y = 0, y — ;? = 0, und J7 = 0, so erhält man die 
Cosinus der halben Winkel, nämlich 

COStJ-JTss -— ^, cos^F= — \. , cos4^Z = 


Für oktogonale Pyramiden führt die Bedingung cos^JTss cos^F abermals auf 
den Werth « = 1 -4- /2. 

§. 90. Berechnung der übrigen holoedrischen Formen. 

a. Berechnung der Protopyramiden mP. 

Setzt man in den Resultaten des §. 89 ti = 1, so erhält man für die tetra- 
gonalen Pyramiden der ersten Art folgende Werthe. 

1. Co^ffficient der Zwischenaxen ; r = 1. 

2. Kantenlinien; X= "^wi^a^^-l 

Z=/2 


Y= ■(^^■)^2i»*a*4-l, keine Kante mehr. 
Es ist nämlich die Linie Z in §. 89 die halbe, und daher 2Z die ganze Hittel- 
kante von mP ; die Kantenlinie Y aber verschwindet als solche, und erscheint 
nur noch als die Höhenlinie der Flächen von mP. 

3. Kantenwinkel; 

C0Sjr=-2,yiV+l 

cosF=-.l, also r=180«, 
_ 2mV-l 

^""'^ - - 2i«V-hl 
die halben Winkel berechnen sich leicht, denn es ist 

tang^Z=ri»a|/^2, und cos^Jr=iwacosi|^Z. 

b. Berechnung der Deuteropyramiden mPoo. 

Setzt man in den Resultaten des §. 89 72 = 00, so erhält man für die 
tetragonalen Pyramiden der zweiten Art die folgenden Werthe. 

1. Coe'flBcient der Zwischenaxen ; r = 2. 

2. Kantenlinien ; r= /mV-4-2 

Z = 2^ 

Ä= y7/i*a*-4-l, keine Kante mehr. 
Die Kantenlinie Z in §. 89 ist nämlich die halbe, und daher 2Z die ganze Mil- 
telkante von mPoo; die Kantenlinie Ä aber verschwindet als solche, und 
stellt nur noch die Höhenlinie der Flächen dar. 
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3. KantCDwinkel ; cosjif s= — 1, also JTs: 180^, 

oosF= — 


cosZ = — 


la^a^-hl 
fftV— 1 


die halben Winkel findet man leicht durch die Ausdrücke 
iang^Z = ma, und cos^^F= wia Y^cos^Z. 

c. Berechnung der ditetragonalen Prismen ooP;?. 

1. Coefficient der Zwischenaxen ; r = ? . 

3. Kantenlinien; die Seitenkanten ^und Fsind %'on indefiniter Länge. 
3. Kantenwinkel; cos^= — 


cos Y=s — 


2n 


cosZ= — 1, also Z= 180 ^ 
Die beiden tetragonalen Prismen und das Pinakoid bedürfen keiner Be- 
rechnung. 


Zwtxtt^ Capitel. 
Hemiödrische Formen des Tetragonalsystems. 

§.91. Trapezofe'drische Hemiüdrie. 

Wie wir im Tesseralsysteme die verschiedenen Gesetze der Hemiedrie 
zunächst am Hexakisoktaeder bestimmt haben, so werden wir solche im Te- 
tragonalsysteme an der ditetragonalen Pyramide aufsuchen müssen. Denn 
diese Pyramiden repräsentiren gewissermaassen alle holoedrischen Formen, 
und da jedeMeroedrie ein durchgreifendes Verhältniss ist, welchem sich 
keine holoedrische Form entziehen kann, so wird auch jede andere Form in 
ihrer Art denselben Gesetzen zu unterwerfen sein , wie die achtseitige Py- 
ramide. 

Die ditetragonalen Pyramiden mPn sind einer vierfachen hemiedrischen 
Ausbildung fähig, sobald wir nämlich die Hemiedrie überhaupt in der Weise auf- 
fassen, dass dabei die viergliedrige Symmetrie des Systems erhalten bleibt» folg- 
lich je vier, über den einzelnen Quadranten der Basis gelegene Flächen zu 
einem Gliede vereinigt, und in jedem Gliede zwei Flächen bleibend gedacht 
werden*). Da nun jede andere holoedrische Form auf eine ditetragonalePyra- 

*) Es ist nicht wahrscbeiolicb, dass es solche Arten der Hemiedrie oder Tetartoedrie 
gebe, bei welcbeo die abwecbselnden Glieder g a n z 1 i c h aasfalleo, aod sich daher gar nicht 
an der Bildung der hemiedrischen oder tetartoedrisehen Formen betbeiligen. Diese Be- 
nerkang dürfte eben so fär das hexagonale wie für das tetragonale System Giitigkeit 
haben. 
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mide zurückgeführt werden kann, so stellen sieh für das Tetragonalsystem 
überhaupt vier verschiedene Modalitäten der Hemiedrie heraus. 

Die erste Modalität ist diejenige, bei welcher nur die abwechselnden 
einzelnen Flächen der Pyramide mP/i ausgebildet sind, während die übri- 
gen Flächen verschwinden ; in jedem Gliede der Pyramide bleibt also entwe- 
der gegen die obere rechte die 
untere linke Pläcfae, oder umge- 
kehrt. Die ditetragonale Pyra- 
mide verwandelt sich dadurch in 
ein te tragonales Trapezo- 
eder , d. h. in eine von 8 gleich- 
schenkeligen Trapezoiden um- 
schlossene Form mit 4 längeren 
stumpferen, und 4 kürzeren schär- 
^'^ ^^- f«ren Mittelkanten. Nach diesem 

Resultate lässt sich diese erste Modalität der Hemi^'drie füglich die trape- 
zoedrische Hemie'drie des Tetragonalsystems nennen. 

Je zwei correlate, also aus einer und derselben Pyramide abgeleitete Tra- 
pezo^'der zeigen das Verhältniss der Enantiomorpbie (S. 104), verhalten 
sich also zu einander wie ein rechts und ein links gebildeter Körper; was 
sich in ihren krystallographiscben' Zeichen dadurch ausdrücken lässt, dass 

ihnen ein <f oder ein /vorgesetzt wird. Demnach werden ^— s— «"<! / ^ 

die Zeichen je zweier correlater oder complementärer Trapezoeder. 

Alle übrigen Formen des Tetragonalsystems unterliegen zwar der trape- 
zoedrischen Hemiedrie, ohne jedoch durch sie eine Aenderung ihrer geometri- 
schen Confignration zu erleiden ; sie bleiben scheinbar unverändert, weil ihre 
sämmtiichen Flächen erbalten bleiben. Eine genauere Untersuchung lässt 
jedoch erkennen, dass die Bedeutung dieser Flächen eine wesentlich an- 
dere geworden ist, indem eine jede derselben eigentlich nur mit einer Hälfte 
vorhanden ist, weshalb denn auch die Pyramiden ia/P, 7//P00 und alle übrigen 
Formen, wenn auch nicht ihrer Erscheinung, so doch ihrem Wesen nach als 
hemiedrische und zugleich als en antiomorp he Formen cbarakterisirt 
sein werden. Obgleich also die trapezoe'drische Hemiedrie lediglich für die 
ditetragonalen Pyramiden eine wirkliche Umgestaltung zur Folge hat, 
und obgleich solche geometrisch nur an der Ausbitdungs weise dieser 
Formen zu erkennen ist, so wird doch die Enantiomprphie, als eine zn- 
gletch physikalisch wirksame Erscheinung, die sämmtiichen Formen 
einer Krystallreihe beherrschen, welche dieser Hemie'drie unterworfen sein 
sollte. 

Aam* Maa kennt noch kein Mineral wid aücb keiaen kflnstlich darge- 
stellten Körper, an welchem diese Hemiedrie mit Bestimmtheit erkannt woi^b 
wäre ; da sie aber doch fräher oder später entdeckt werden kann, so giaabteo 
wir sie mit erwähnen zu müssen. Jedenfalls lässt sich voraussetzen, dass die- 
jenigen Körper, deren Krystallformen mit dieser Hemiedrie behaftet sind, aaeh 
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die circalare Polarisation des Lichtes zeigen werden, wie solche bisher bei allen 
enantiomorphen Substanzen nachgewiesen worden ist. 



§.92. Sphenoidische Hemi^drie. 

Die zweite Modalität der Hemiedrie ist diejenige, bei \¥slcher in den 
auf einander folgenden Gliedern der ditetragonalen Pyramide abwechselnd die 
oberen und unteren Flächenpaare (oder die in den abwechselnden 
Raumoctanten gelegenen Flächen) ausgebildet sind. Die Pyramide mPn ver- 
wandelt sich dadurch in ein tetragonales Skale^noeder, d. h. in eine 
von 8, meist ungleichseitigen "*) Dreiecken umschlossene Form, deren Mittel« 
kanten im Zickzack auf- und ablaufen, und deren Polkanten zweierlei « näm- 
lich 4 längere stumpfere, 
und 4 kürzere schärfere 
sind. Je zwei correlate 
Skaleno^der als hemie'dri- 
sche Gegenkörper befinden 
sich nur in verschiedener 
Stellung zu einander, 
können daher auch durch 
bloseStellungsänderung zur 
Congruenz gebracht wer- 
den, und lassen sich durch die Stellungszeichen + und — unterscheiden, von 

welchen das erstere in der Regel unnöthig ist, so dass -^ und ^ die 

krystallographischeh Zeichen dieser SkalenoSder sind. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen dieser Hemiedrie auf die übrigen 
holoedrischen Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die ditetragonalen Prismen ooPn bleiben scheinbar unverändert; 
doch macht sich für ihre abwechselnden Flächenpaare der Gegensatz von obe- 
ren und unteren Flächen geltend. 

Die Protopyramiden »iP verwandeln sich in tetragonale Sphe- 

noide, d. h. in doppelt keil- 
förmige, von 4 gleichschenke- 
ligen Dreiecken umschlossene 
Formen, deren Mittelkanten im 
Zickzack auf- und absteigen, 
während ihre End- oder Polkan- 
ten horizontal sind ; man unter- 
'^' * scheidet stumpfe und scharfe 

Sphenoide, je nachdem die Polkante > oder <70**32' ist. Da übrigens für 



*) Allerdings kl>anen in gewissen Fällen anch gleiehschenkelige Dreiecke als 
BegränznngsflächeD dieser Formen auftreten, weshalb streng genommen der Name Skale- 
Doeder nicht allgemein richtig ist. 
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je zwei correlate Spheaoide nur eine VerschiedeDheit der Stellung besteht, 
so werden ihre kryslallographischen Zeichen -^ und — ^ . 

Die Deuteropyramiden mPoo bleiben scheinbar unverändert; doch 
ist eigentlich von jeder ihrer Flächen nur die rechte oder die linke Hälfte 
vorhanden, was freilich auf die geometrische Erscheinungsweise der ganzen 
Form ohne Einfiuss bleibt. 

Das Protoprisma ooP bleibt scheinbar unverändert, obwohl sieh für seine 
abwechselnden Flächen der Gegensatz von oben und unten geltend macht. 

Das Deute roprisma ooPcx> erleidet ebenfalls keine sichtbare Verände- 
rung, obwohl eigentlich von jeder seiner Flächeft abwechselnd nur das linke 
obere und rechte untere, oder das rechte obere und linke untere Viertel rück* 

ständig sind. 

Das PinakoidOP bleibt bei dieser wie bei jeder anderen Hemiedrie un- 
verändert. 

Ueberbaupt also stellt sich das Ergebniss heraus, dass durch diese sphe- 
noidische Hemiedrie, wie wir solche nach ihrem einfachsten und häu- 
figsten Prodncte nennen, lediglich die ditetragonalen Pyramiden und die Pro- 
ti^yramiden eine wirkliche Gestalt Veränderung erleiden. 

Anm. Solhe eine tetragonale Krystallreihe zugleich dieser Hemiedrie und 
dem Hemimorphismus'^) unterworfen sein, so würden, kraft dieser letzte- 
ren Eigenschaft, die ditetragonalen Prismen nur noch mit ihren abwechselnden 
Flächenpaaren, folglich als rhombische Prismen, das Protoprisma aber nur mit 
zwei abwechselnden Flächen, als ein verticales Pinakoid ausgebildet vorkommen. 

§. 93. Pyramidale und rhombotype Hemiedrie. 

Die dritte Modalität der HemiSdrie ist diejenige, bei welcher in den 
auf einander folgenden Gliedern der ditetragonalen Pyramide entweder nur 
die rechten, oder nur die linken FFächenpaare ausgebildet sind. Die Py- 
ramide mPn verwandelt sich dadurch in eine tetragonale Pyramide der 

dritten Art, oderirieine Tri- 
topyramide, d. h. in eine 
solche Pyramide, welche sich 
durch ihre Flächenstellung 
sowohl von den Protopyramiden 
als auch von den Deuteropyra- 
miden unterscheidet, von wel- 
chem Resultate auch der Name 
pyramidale Hemiedrie 
'^' ' entlehnt ist. Die hemiedrische 

Form erscheint nämlich wie eine Protopyramide , welche um die verticale 
Hauptaxe mehr oder weniger entweder nach rechts, oder nach links ver- 
dreht ist^ wodurch sich auch je zwei correlate Tritopyramiden von einan- 



*) Vergleiche meine Elemente der Mineralogie, 4. Aal. S. 56. 
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der unterscheiden. Doch ist dieser Unterschied nicht wesentlich, indem er 
lediglich davon abhängt, welcher Pol der Hauptaxe gerade nach oben oder 
nach unten gewendet ist, so dass sich z. B. die rechte Pyramide durch eine 
Mose Umkehrung der Pole in die linke verwandelt und vice versa. Da also 
eine blose Stellungsänderung hinreicht, um beide hemiedrisehe Gegenkörper 
congruent zu machen, so ist auch keine Enantiomorphie vorhanden, und wir 
können nach dem Vorgänge von Mohs die Verschiedenheit beider Gegenkör- 
per durch die Zeichen -?■—„- und— -tt- ausdrücken. Die Nebenaxen haben 

l Z d 2 

in diesen Tritopyramiden ihre Austrittspuncte weder in den Mitteleckpuncten 
noch in den Mittelpuncten der Mittelkanten , sondern in irgend anderen Punc- 
ten derselben Kanten. 

Untersuchen wir die Effecte dieser Hemiedrie auf die übrigen holoedri- 
schen Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die ditetragoualen Prismen ooP» verwandeln sich in tetrago- 
nale Prismen der dritten Art, oder in Tritoprismen, für welche 
sich gleichfalls der Unterschied des rechts und links Gewendetseins geltend 

macht , weshalb je zwei correlale dergleichen Prismen die Zeichen y — ^r — 

und -j — s — erhalten. 
d 2 

Die Protopyramiden mP bleiben scheinbar unverändert, sind aber 
eigentlich nur entweder mit den rechten oder mit den linken Hälften ihrer 
Flächen ausgebildet. 

Die Deuteropyramiden mPoo verhalten sich gerade so wie die Pro- 
topyramiden. 

Das Protoprisroa ooP so wie das Deuteroprisma ooPoo bleiben 
scheinbar unverändert, obgleich auch sie eigentlich nur mit den rechten oder 
mit den linken Hälften ihre^ Flächen ausgebildet sind. 

Das Pinakoid OP bleibt unverändert. 

Ueberbaupt also stellt sich als allgemeines Ergtbniss heraus, dass bei 
dieser pyramidalen Hemiedrie nur die ditetragoualen Pyramiden und die gleich- 
namigen Prismen einer wirklichen Gestaltveränderung unterliegen. 

Möglich wäre noch eine vierte Modalität der Hemiedrie, welche wir des- 
halb erwähnen wollen, weil sie vielleicht am Harmotom und an einigen audecen 
Mineralien vorkommt, und die fast immer vorhandene Zwillingsbildung eben so 
wie die eigenthümliche Formbildung des Harmotomes erklären würde. Die Zwil- 
lingskrystalle dieses Minerals sind nämlich so beschaffen, dass man in der That 
auf Zwillinge mit parallelen Axeosystemen und auf tetragonale Formen 
schliessen möchte. Wenn auch die Messungen dieser Annahme widerstreiten, so 
ist doch zu bedenken, dass die Resultate derselben durch die Streifung der dabei 
mit berücksichtigten Flächen mehr oder weniger unsicher werden. Die trübe 
Beschaffenheit der Harmotomkrystalle verhindert eine optische Untersuchung 
derselben, welche allerdings znr Entscheidung f^Ibren würde, wenn es gelänge, 
aus einem soleben Krystalle eine rechtwinkelig auf die Hauptaxe geschliffene 
Lamelle im polarisirten Liebte zu prüfen. 
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Die vierte ModaliHt der Hemi«drie würde wesentlich darin besleben, 
dass TOD denen an deo MittelkaDten geiegenen PlScbenpaaren der ditetrago- 
nalen Pyramide, iu ihren abwechselnden Gliedern je ein rechts ond ein 
links gelegenes Paar allein zur Ausbildung gelangt wäre, wodurch sieh 
diese Pyramide in eine rhombische Pyramide verwandeln würde ; (vei^i. 
die Figur 54). Wird nun dasselbe Gesetz Tür die äbrigen Formen verwirk- 
licht, so ergiebt sich, dasa die Prolopyramiden onveründert bleiben, 
dass die Deuteropyramrden als horixontale Prismen oder Domen, die 
ditetragonaleii Prismeu als rhombische Prismen ausgebildet sind, und 
dass das Deuteroprisma auf ein verticales Flächenpaar oder Pioakoid 
reducirt wird. Die gewäbniiche Form der eiofachea HarmotoinkrystaUe würde 


? = 2 — ''*''^' '" den Zwillingskrystallen aber würde 

sich gewissermaassen ein Streben der Natur zur Bepro- 
ductioB der holoSdriscben Formen zu erkepnen geben. 
Wir theilen diese Aosiubt als eine Hypothese mit, ohne 
rreilicb Messungen oder optische L'ntersucbungen zu ihrer 
Beslätigungbieten zu können. — [jehrigeus köunte man diese 
FiE~50^ Modalität der Hemiedrie die rhombotype Hemiedrie 

nennen, nm es auszudrücken, dass durch sie für gewisse 

Formen des Telragonaisystems ein dem rhombischen Systeme entsprechender 

Charakter berbeigefübrl wird. 

Anm. Noch haben wir einer eigealhUmlicben Meroedrie des TetrHgoaal- 
syslems zu gedenken, welche von G. Rote an den Kryslallen der Combiaation 
OP.P.Pco des wasserfreien schwerelsauren Ammoniaks beobachtet worden isi, 
und wesenilicb darin besteht, dass die Protopyramide P nur mit dee beiden, an 
zwei parallelen Polkanten , die DeuterApyramide Poo nar ml den beiden, an 
zwei parallelen Miuelkanten gelegenen Plflehenpaaren ansgebildet ist. Es wird 
dadurch eine, sonst onr im moBoklinoüdriscben Systeme vorhomnende Ansbii- 
dungsweise der Formen fa er vorgebracht, welche wegen des Mangels einer rings- 
um symmetrischen Verlheiloog der bleibenden Flachen nicht füglich als eine He- 
miedrie, sondern nur als eine dem nionoklinoedrischen Systeme analoge Meroe- 
drie bezeichnet werden kann. Die Erscheinung ist interessant, weil sie beweist, 
dass ein solcher monoklinoedrischerPormenlypns nicht nur im rhombischen, son- 
dern auch im lelragonalen Systeme vorkommen kann. 


§.94. Berechnung dertetragonaleoTrapezoSder. 

Die Zwischenaxen haben in jedem tetragonalen Trapezoeder denselben 
Werlb, wie in der holoedrischen Stammform, und bildeu daher keinen neuen 
Gegenstand der Berechnung. Dagegen haben wir die Kanten derTrapezoeder 
Mwohl nach ihrem Lineamtaasse , als auch oach einer ihrer Angularfunctio- 
nen zu berechnen. 
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Ein jedes tetragonale Trapezoeder hat dreierlei Kanten, nämlich 8 
Polkanten, 4priniäreond 4 secundäre Mittelkanten, indem wir 
unter primären Mittelkanten diejenigen verstehen, in welchen die Nebenaxen 
auslaufen, und deren Mittelpuncte in die primären Hauptschnitte fallen , wo- 
gegen in den secundären Mittelkanten die Zwischenaxen auslaufen, daher ihre 
Mittelpuncte in die secundären Hauptschnitte fallen. Bezeichnen wir nun 
die Polkanten mit 'X^ 
die primären Mittelkanten mit Z, und 
die secundären Mittel kanten mit Z\ 
so ergiebt sich, dass in beistehender Figur, in welcher o?, y und z die End- 
punete der drei positiven Halbaxen bedeuten, Px eine Polkante, Pj^ ^^^^ 

primäre und PS eine secundäre Mittelkante ist. Die beiden 
letzteren werden durch die Puncle z und r, d. h. durch den 
Endpunct der Halbaxe der ^, und durch den Endpunct der 
Zwischenaxe halbirt, weshalb denn Pz eine halbe primäre 
und Pr eine halbe secundäre Mittelkante darstellt. Da nun 
die Linien Px^ Pz und Pr von den Punctea P, j?, z und r 
begränzt werden , so handelt es sich um die Renntniss der 
Coordinaten dieser vier Puncte ; dieselben sind zunächst 
für den Punct jr, x^=^ma^ y=0, «=0, 
^'^' ^*' für den Punct z, x^^, y=0, ä=1, 

für den Punct r, a?=0, y«Ä= — r . 

^ 71 + 1 

Zur Bestimmung der Coordinaten des Punctes P gelangen wir, indem 
wir die Gleichungen der Linie Pi^' ^^ ^^^ Durchschnittslinie der beiden Flä- 
chen F' und F" mit der Gleichung der Fläche F eombiniren. Es sind aber 
die Gleichungen dieser drei Flächen folgende : 



fürF 

X ^ » 
— +y+- =1 
wia ^ a 

fnrF' 

^-^ Z s= l 

7NSL n 

für F" 

ma n 


Subtrahiren und addiren wir successiv die beiden Gleichungen von F* und F'\ 
so folgen die Gleichungen der Linie PQ 

— —^ =0, und 55 = 1; • 
ma n 

und combiniren wir diese Gleiehaagen mit der Gleichung von F, so folgen die 
Coordinaten 

für den Punct F, j?= / , ., , y = ——: , « = 1. 

»(n+l) ^ «-hl 

Verbinden wir endlich diese Coordinaten des Punctes P successiv mit den 
Coordinaten der Puncte ar, z und r nach der Formel für / fS. 36), so eriial- 
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ten wir, uoter BeräcksichtiguDg, dass Pz und Pr nur die halben Mittel- 
kanten sind, 

Polkante ^ = l^!±iK« V(T^^M>^2^ 


Mittelkante Z=:^^"-^>/t'''"' 


Mit,elkanteZ'=i>^^%=»^ 

Anm. Setzt man in diesen Aasdrücken 9=1, so wird Z = 0, während 
Ä und Z' die Werlbe der Polkante und der Mittelkante der Pyramide mP er- 
balteo ; setzt man dagegen n = 00, so wird Z' = 0, während X und Z die 
Wertbe der Polkante und Mittelkante der Pyramide mPoo annehmen ; was voll- 
kommen mit den Resultaten der Ableitung in §.91 übereinstimmt, und beweist, 
dass die Protopyramiden und Deuteropyramiden in ihrer geometrischen Erschei- 
nungsweise unverändert bleiben. 

Die beiden Mittelkanten Z und Z' würden nur dann einander gleich, und 
also die Trapezoide nur dann Deltoide werden, wenn 11= 1 + |/~2 wäre,* 
folglich würden nur die oktogonalen Pyramiden dergleichen von Deltoidea 
begrättzte (und der Enantiomorphie nicht mehr unterworfene) Trapezoeder lie- 
fern, und aus der Unmöglichkeit jener folgt auch die Unmöglichkeit dieser. 

Die Kanten winkel berechnen sich nach der Formel für cos ^(S. 41), 
wenn wir in selbiger successiv die Parameter der Flächen F und F\ F' und 
F", F" und F einFühren 5 wir erhalten so die Ausdrücke: 

cos Jr=i= ijr 

11 

„ ///V(/i^— 1)— «^ 

COSZ = ^^ e:— ^ 

K 


cosZ'= — 


«(2wV— w) 


in welchen wiederum /f= w*a^(«^ -hl) -h«* ist. Setzt man in ihnen 72 = 1, 
oder 7} = 00, so gelaugt man auf die Cosinus der Polkanten und Mittelkanten 
der Protopyramiden oder der Deuteropyramiden, welche sich mithin auch in 
dieser Hinsicht als die wirklichen Gränzformen der Trapezoeder erweisen. 

§.95. Berechnung der tetragonalen SkalenoSder und der 

Sphenoid e. 

a. Berechnung der Skalenoeder. 

Es folgt aus der Ableitung der tetragonalen Skalenocfder, dass die Neben- 
axen in den Mittelpuncten ihrer Mittelkanten endigen, während die Zwischen- 
axen in den längeren Poikanten austreten. Diese Zwischenaxen behaupten 
jedoch unverändert den Werth, welcher ihnen in der ditetragonalen Pyramide 
zukommt; wir haben es daher auch nur mit der Berechnung der Kanten- 
linien und Kantenwinkel zu thun. 
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Da die längereo Polkanlen der Skaleno^der die verlängerten secundären 
Polkanlen der holofe'driscben Stammform sind , so müssen sie auch den Signa- 
tar-Buchstaben Y bebalten, während wir die kürzeren Polkanten mit JT, die 
Mittelkanten mit Z bezeichnen können. 

Wenn nun in beistehender Fignr x^ y und z die Endpunete der drei po- 
sitiven Halbaxen bedeuten, so ist Px die in den Octanten 
dieser Halbaxen fallende längere Polkante, Px' die in 
den unteren Nebenoetanten fallende kürzere Polkante, 
und Pz eine halbe Mittelkante. Zur Berechnung die- 
ser Linien bedürfen wir also der Coordiuaten der Puncte 
x^ x\ z und P\ diese sind 

für den Punct x^ x=ndLj y=0, ^=0, 
für den Punct x\ Är=— »la, y=0, ;s=0, 
für den Punct z^ a?=0, y=0, z=l* 
Um jedoch die Coordinaten des Punctes P zu finden, dazu 
bedürfen wir der Gleichungen der Mitlelkante Pz, als der Durchschnittslinie 
der beiden Flächen F und F' ; es ist aber die Gleichung 

für die Fläche F —^l^js = l 

ma. n 

für die Fläche F'-— -^ + ;5 = 1 

msL n 

also werden die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie Pz : 

;» = lund— -h^=0 
mdi n 

Gombimren wir diese mit der Gleichung des secundären Haaptschniltes 

^ — ;s = 0, so erbalten wir die Coordinaten 

iTia 

für den Punct P, x^ssz ,v = 'S^ = l< 

n 

Verbinden wir nun die Coordinaten dieses Punctes successiv mit den oben 
stehenden Coordinaten der Puncto x^ x' und z nach der Formel für J (S. 36), 
so finden wir, unter Berücksichtigung, dass Pz die halbe Mittelkante ist, für 

das Skalenoeder -^— : 

Polkantc X= YrnH^n-lf^tnl 

n 

. Polkanle r= V5!Ä^±1)!±2^ 

n 


Mittelkante Z= 


_2/mV-H«» 


n 


Anm. Die beiden Kanten ^und Z können allerdings in gewissen Fällen 
gleich lang sein, wodurch denn die Flächen des Skalenoeders gleichscbenkelige 
Dreiecke werden müssen. Setzt man dieWertbe von ^und Z einander gleich, 
so folgt als Bedingung dieser Gleichheit 
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wia = —7 ^ : 

welche immer erfordert , dast » > 3, uHd meistentlieils auch, dasa m^^n seio 
muss, weil der ganze Factor von n in der Regel irrational sein wird, nnd foig- 
lich BOT entweder den Werth von a, oder einen Factor dieses Werlbes reprfl- 
sentiren kann. Würe z. B. » ^ 4, und a ^ y^^ so würde das aus der Pyra- 
mide 4P4 abgeleitete Skaleooeder von gleicbscheDkeligen Dreiecken umschlos- 
sen sein, und eigentlich gar nicht mehr den Namen eines Skalenoeders föhren 
können. Wäre dagegen m = -^, und a = |^2, so wOrde die Pyramide ^V^ ein 
dergleichen Skaleooeder lieFern. 

Was die Kantenwinkel betrifft, so leuchtet zuvörderst ein, dass Y 
die unveränderte Kante der holoe'drischen Stammform ist ; die Kantenwinkel 
X und Z aber finden sich leicht aus den Parametern der Flächen F, F' und 
der hinteren Nebenfläclie von F\ es wird nämlich 

cosJT = -^ jz = — cosZ m 9. 94, 


K 

cos 


r = - »(^y+'') = cosrin§.89, " 

n 

iw a I /z "— " \ ^ — • w 
cosZ = ^^ — ^ — = cosZ in §. 94, 

in welchen Ausdrücken Aden Werlh m'^a'^(n^-hl)-hn^ hat. 

b. Berechnung der Sphenoide. 

Setzt man in vorstehenden, für die Kantenlinien und Kantenwinkel der 
Skalenoeder gefundenen Ausdrücken »= l, und beachtet man dabei, dass sieb 
je 'zwei Kanten JC des Skalenoeders zu einer Polkante des Spheaoides ver- 
einigen, während die Kante Y als solche verschwindet, so erhall man die den 

Sphenoiden -^ entsprechenden Formeln, nämlich für die Kanten linien: 

Polkante X «2/2, 

Höhenlinie r= /2 ]/"2mV -Hl, 

Mittelkante Z = 2 >^w V4- 1 ; 
für die Kanten w i n k e 1 aber : 

/cwi*a +1 

cosy = -1, also F=180^ 
1 

welche Werlhe sich insgesammt für i»a= 1 in jene des Tetraeders verwan- 
deln. 

Setzt man dagegen in denen für das Skalenoe'der gefundenen Ausdrücken 
71 = cx>, so gehen selbige in diejenigen über, welche in §. 90 für die Deutero- 
pyramiden gefunden wurden ; zum vollständigen Beweise, dass diese Pyra- 
miden bei sphenoidischer Hemiedrie mit ihren sämmtlichea acht Flächen aus- 
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gebildet bleibeo. Eben so erhält man ftir m ss oo die Formeln der ditetrago- 
nalen Prismen. 

A n m. Ein jedes Skalenoeder verweist uns immer auf drei Sphenoide, 
welche zu demselben in sehr naher Beziehung stehen. Das eine dieser Sphe- 
noide ist dasjenige, dessen Mittelkanten dieselbe Lage haben, wie die Mittel- 
kanten des Skalenoeders, weshalb wir es das Spbenoid der Mittelkan- 
ten, oder auch, weil es sich unmitrelbar in das Skalenoeder einschreiben ISsst, 
das eingeschriebene Sphenoid nennen können. Die beiden anderen Sphenoide 
sind diejenigen, deren Flächen die längeren oder die kürzeren Polkanten des 
Skalenoeders abstumpfen würden, weshalb sie die Sphenoide der Polkan- 
ten genannt werden können; das Spbenoid der längeren Polkanten hat 
analoge, das Sphenoid der kürzeren Polkanlen dagegen hat an ti löge 
Stellung zu dem Skalenoeder, 

Eine leichte Rechnung lehrt, dass die Hauptaxen der drei zu dem Ska- 

lenoeder ± — — gehörigen Sphenoide folgende Werthe haben : 

Mia 
im Spbenoid der Mittelkanten : — = A 

II »»IL tiiSiCn^-X) ,, 
im Sphen. der längeren Polk. : =: k 

im Sphen. der kürzeren Polk. : — ^- i = Ä" 

"^ 2« 

uod es ist bemerkenswerlh , dass zwischen den Hauptaxen längen dieser drei 

Sphenoide die Relation A' = A -i- k" Statt findet. 

§. 96. Berechnung der Tritopyramiden. 

Aach in den tetragonalen Pyramiden der dritten Art oder in den Trito- 
pyramiden des Tetragonalsystems bleiben die Zwischenaxen unverändert, wes- 
halb nur noch dieBerecbtuing derKantenitmeQUodKaatenwinkelza geben ist. 
Nun ist es einleuchtend, dass die obere oder die untere Hälfte einer jeden sol- 
chen Pyramide genau dieselben Flächen enthält, wie die gleichnamige Hälfte 
eines tetragonalen Trapezoeders ; denn, je nachdem für die abwechselnden 
oberen Flächen einer ditetragonalen Pyramide entweder die gleichsin- 
nig, oder die widersinnig liegenden abwechselnden unteren Flachen 
vergrössert werden, entsteht ja entweder eine Tritopyramide, oder ein Tra- 
pezoi^der. Die oberen oder die unteren Polkanten der Tritopyramiden sind 
also wie ihrer Lage so auch ihrem Winkelmaasse nach identisch mit den Pol- 
kanten der Trapezoe'der; allein ihre Länge bestimmt sich jetzt durch ihren 
Durchschnitt mit der Basis, deren Gleichung ^ ss ist. 

Combiniren wir also die Gleichungen der Flächen Fund F' in Fig. 51, 
S. 155, so erhalten wir die Gleichungen der Polkantenlinie Px^ nämlich 

(« — 1)07 (n^^l)y 

ma n 

und ^ — + ' ^ =«-hl, 

iTia n 
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in welchen wir nur 07 = zu setzen brauchen, um die Coordinaten des Mittel- 
eckpuncles der Tritopyramiden mit den Werthen 

zu erbalten. Hieraus berechnet sich die Länge 

der Polkante ^ ^ V^?(^^l_ 


der Mittelkante Z = 


2;i 


Was endlich die Kanten winkel betrifft, so sind solche bereits gefunden; 
denn der Polkantenwinkel JTist identisch mit dem gleichnamigen Winkel der 
Trapezoeder, der Mittelkantenwinkel Z aber identisch mit jenem der ditetra- 
gonalen Pyramide; also wird 

COSA = — ^ 

MX 

COSZ = Yjr-^ 

worin R abermals =/wa*(w*-l-l)+«^ ist. 

Setzt man in diesen Ausdrücken m = oo, so gelangt man auf Wertbe, 
welche den tetragonalen Prismen der dritten Art entsprechen; für ;2 = 1, oder 
;; = oo dagegen kommen diese Ausdrücke auf diejenigen zurück, welche oben 
in §. 90 für die Protopyramideu und Deuteropyramiden gefunden worden sind. 


JDrittrö Capttel. 
Tetartoödrische Formen des Tetxagonalsysteins. 

§.97. Allgemeine Bemerkung. 

Obgleich bis jetzt noch keine Tetartoedrie im Tetragonalsysteme nach- 
gewiesen worden ist, so lässt sich doch erwarten, dass solche früher oder 
später an der einen oder der anderen tetragonal krystallisirenden Substanz 
entdeckt werden wird ; und zwar um so mehr, als die ähnliche Ausbildungs- 
weise bereits im Gebiete des Hexagonalsystems bekannt ist, mit welchem das 
Tetragonalsystem auch ausserdem so viele und auffallende Analogieen erken- 
nen lässt. Wir halten es daher nicht für überflüssig, der Erfahrung gewisser- 
maassen vorzugreifen, indem wir hier eine Betrachtung der möglichen tetar- 
toedrischen Ausbildungen tetragonaler Formen einschalten. 

Halten wir abermals den Grundsatz fest, dass bei einer jeden Meroedrie 
zunächst die viergliedrige Symmetrie des Tetragonalsystems respectirt werden 
muss, und also niemals ganze Glieder ausfallend gedacht werden dürfen, so 
gelangen wir auf das Ergebniss, dass für die ditetragonale Pyramide, und also 
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für das Kiystallsyatieiii überhaupt, mir zwei MedeJitätep 4er TetartocSdrie 
möglidi sini. 

Es wird nämlich Kuvörderst in jedem Giiede der Pyramide »P» eine 
Fläche, und zwar in den auf einander folgenden Gliedern abwechselnd 
eine obere und eine untere Fläche bleiben müssen, während die übrigen 
Flächen verschwinden. Nun können aber diese abwechselnd oberen und un- 
teren Flächen in Bezug auf rechts und links entweder gleichsinnig 
oder widersinnig liegen, wodurch denn folgende zwei Modalitäten der Te- 
tarto^rie begründet werden : 

1. eine jede bleibende Fläcbe ist innerhalb ihres Gliedes entweder rechts 
liegend oder links liegend; 

2. von den bleibenden Flächen sind die oberen rechts liegend^ die un- 
teren links liegend, oder auch umgekehrt. 

Wir wollen die erstere Tetartoedrie die sphenoidische, die zweite die 
rhombotype Tetartoedrie nennen, weil solche vielen Formen einen rhom- 
bischen Gestaltungs-Typus verleibt. Beide sind die vollkommenen Analoga 
der rhomboe'drischen und der trapezoedrischen Tetartoedrie des Hexagonal- 
systems. 

§.98. Sphenoidische Tetartoe'drie. 

Denken wir uns in den abwechselnden Gliedern einer ditetragonalen Py- 
ramide mPn nur je eine obere und eine untere Fläche, jedoch alle vier 
Flächen entweder als rechte, oder als linke ausgebildet, während die 

übrigen zwölf Flächen verschwinden, so gelangen 
wirjeden falls auf ein tetragonales Spbenoid, 
welches sich aber durch seine FlächenstelluDg 
von denen in §. 92 betrachteten, eben so wie von 
anderen, gleich zu erwähnenden tetragonalen 
Sphenoiden wesentlich unterscheidet. Wir wol- 
len diese Formen Sphenoide der dritten Art 
oder Tritosphenoide nennen. 

Fig. 53. 
« 
Am leichtesten erkennt man die Nothwendigkeit dieses Resultates der 

Tetartoedrie, wenn man erwägt, dass die so bestimmten bleibenden Flä- 
chen keine anderen, als die abwechselnden einzelnen Flächen einer 
Tritopyramide(§. 93) sind, welche sich ja, wie überhaupt jede tetrago- 
nale Pyramide, in ein tetragonales Sphenoid verwandeln muss, sobald sie nur 
mit ihren abwechselnden Flächen ausgebildet ist. Die vier correlalen Trito- 

sphenoide, denen allen das Zeichen —r— zukommt, sind nur durch ihre Stel- 

luDg verschieden, was durch Vorsetzung der Zeichen -i- und — , so wie 

j und ^ ausgedrückt werden kann. 

Naumann's KrysuUograpbie. 1 1 
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Bringen wir nun buchstäblich genau dasselbe Gesetz für die übrigen 
bolo^'drischen Formen in Anwendung*), so erhalten wir folgende Resultate: 

Die Protopyramiden mP verwandeln sich gleichfalls in tetragonale Sphe- 
noide, welche daher Sphenoide der ersten Art oder.Protosphenoide 
genannt werden können, und sich von denen in §. 92 betrachteten hemie'dri- 
chenSphenoiden zwar nicht durch ihre Form, wohl aber durch die Bedeu- 
tung ihrer Flächen unterscheiden. 

Die Deuteropyramiden mPoo verhalten sich gerade so wie die Protopy- 
ramiden ; sie werden ebenfalls zu letragonalen Sphenoiden, welche Sphenoide 
der zweiten Art oder Deuterosphenoide heissen mögen, da sie sich 
durch ihre Flächenstellung von den beiden anderen auf ganz ähnliche Weise 
unterscheiden , wie die Deuteropyramiden von den Protopyramiden und Tri- 
topyramiden. 

Die ditetragonalen Prismen ooPn verwandeln sich in tetragonale Pris- 
men der dritten Art, oder in Tritoprismen, welche sich nur durch die 
Bedeutung ihrer Flächen von den gleichnamigen hemiedrischen Prismen (§.93) 
unterscheiden, indem ihre Flächen abwechselnd als obere und als untere 
gedacht werden müssen. 

Die beiden Prismen ooP und cx>Pcx> bleiben scheinbar unverändert, ob- 
wohl auch für sie dasVerbältuiss gilt, dass ihre Flächen abwechselnd als obere 
und untere gedeutet werden müssen. 

Das Pinakoid endlich bleibt unverändert. 

Ueberhaupt also stellt sich dasResusItat heraus, dass bei dieser Tetartoe- 
drie alle Pyramiden als tetragonale Sphenoide, und alle Prismen als tetrago- 
nale Prismen ausgebildet sind. 

§.99. Berechnung der Tritosphenoide. 

Die Berechnung der Tritosphenoide wird äusserst einfach, wenn wir 
diese Formen als die Producte einer wiederholten Hemiedrie betrachten, wel- 
cher die Tritopyramiden unterworfen wurden. Es ist nämlich ein, von der 
besonderen Stellung und Bedeutung der tetragonalen Pyramiden ganz unab- 
hängiges geometrisches Resultat, dass in den, durch Vergrösserung ihrer ab- 
wechselnden Flächen aus ihnen abgeleiteten Sphenoiden die Polkanten 
zweimal so lang als die Mittelkanten, die Mittelkanten dagegen zweimal 
80 lang als die Polkanten der Stammform sind. Bezeichnen wir also diese 

beiderlei Kanten eines Tritosphenoides --j— mit Ä und Z, so folgt aus §. 96 
ohne Weiteres : 

*) Wobei es sehr zweckmässifif ist, eine jede Form durch eine angemessene Theilong 
ihrer Flächen aof eine achtdeilige Pyramide zurückzuführen. 


Tetartoödriscbe Formen. 163 

Eben so ist es in Bezug auf die Kantenwinkel ein ganz allgemeines geo- 
metrisches Verhällniss, dass die Poikante jedes Sphenoides das Supplement 
der Mittelkante, und dass die Mittelkante desselben das Supplement der 
Polkante derjenigen tetragonalen Pyramide ist, aus welcher das Sphenoid ab- 
geleitet werden kann. Demgemäss folgt abermals aus §. 96 für irgend ein 

Tritosphenoid —7— : 

cosZ = — = — cos JT in §. 96. 

wobei wie immer Ä den Werth iwV(«*-i-l)-i-»* hat. 

Setzt man in allen diesen Ausdrücken 7t = 1, so erhält man die in §. 95 
Tür die hemiSdriscben Sphenoide gefundenen Werthe; setzt man dagegen 
n = 00, so findet man für die D e u t e r s p h e n o i d e die Kantenlinien : 

jr=4===2Zin|. 90, b; 

Z = 2>^wV+2 == 2r in §. 90, b; 

and ebenso die Kantenwinkel : 

cosJf = -5-0 — » = — cosZ in §. 90, b ; 
j» a -1-1 

Setzt man endlich in denen für die Tritosphenoide geltenden Ausdrücken 
m = oOj so wird Z=cx>, cosATsl und cosZ = 0; woraus sich ergiebt, dass 

~T— , als Gränzform der Tritosphenoide, ein tetragonales Prisma der dritten 

Art ist, wie auch durch die Ableitung gefunden wurde. 

A D m. Es versteht sich von selbst, dass man alle diese Rechnungen anch 
so führen kann, dass dabei die ditetragonale Pyramide mPn, als die eigentliche 
holoedrische Stammform der Tritosphenoide zu Grunde gelegt wird. Man 
schreibt dann zuvörderst die Gleicbnngen derjenigen vier Flächen, welche als 
bleibende Flächen vorausgesetzt werden, bestimmt aus ihnen die Gleichungen 
der beiden Polkanten, und weiter durch Combinalion dieser mit den Gleichun- 
gen der entsprechenden Flächen die Goordinaten eines oberen und eines unteren 
Eckpunctes. Dieser Weg ist ein Umweg, führt aber natürlich ganz auf diesel- 
ben Resultate, wie solche hier durch Beziehung der Tritosphenoide auf ihre 
hemiedrischen Stammformen erhalten worden sind. 

§. 100. Rhombotype Tetartoedrie. 

Wenn in den abwechselnden Gliedern einer ditetragonalen Pyramide 
mPn für je eine obere rechte eine untere linke Fläche als bleibend vor- 
ausgesetzt wird, oder vice versa, so dass also z.B. in der nachstehenden Figur, 
(in welcher ;r, y und z die Endpuncte der drei positiven Halbaxen bedeuten), 
die beiden vorderen Flächen F und F', sowie die hinderen Gegenflächen der 

11* 


cosZ = g g ^ ^ = — cosFin §. 90, b. 
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^ beiden PlicbM f uDd 
\f allein anigebildet 
sind, wührend die übri- 
^n zwölf Fläriien ver- 
schwinden, so Terwan* 
delt sieh die Pyramide 

inein Spfaeuold, wcl- 

p. .. cbes in seinen allgemei- 

nen Eigenschaften piit 
den Spbenoiden des rhombisclien Krystallsystemes übereinstimmt, die wir spä- 
ter kennen lernen werden. Dasselbe ist nämlich eine von vier nngleichseiti- 
gen Dreiecken umschlossene Form, deren abwechselnd längere und kürzere 
Mittelkanten im Zickzack auf- und absteigen, während die beiden Polkanten 
horizontal liegen. Da diese Sphenoide im Vergleich zu den tetragonalen Spbe- 
noiden ein schiefes oder verzogenes Ansehen haben, und doch jeden- 
falls von den ähnlichen Sphenoiden des rhombischen Systems unterschieden 
werden müssen, so wollen wir sie Plagiosphenoide nennen. 

Man kann diese Formen auch durch wiederholle Hemiedrie sowohl aus 
den tetragonalen Skale no(!d er n, als aus den tetragonalen TrapezoSdern ablei- 
ten ; aus jenen durch Vei^rösserang der an den abwechselnden Mittelkanten, 
aus diesen durch Vergrösserung der an den abwechselnden primären Mit- 
telkanten gelegenen Flächenpaare. Betrachten wir die Plagiosphenoide als 
hemigdrische Formen der Skalenoeder, so resulliren aus jedem Skalenoe- 
derzwei complementäre Formen, welche sieb bei genauerer Betrach- 
tung als enantiomorph, als ein paar recbts und links gebildete Ktirper 
erweisen. Dagegen sind die beiden aus einem und demselben Trapezoeder 
folgenden Plagiosphenoide tautomorph, d.h. beide erscheinen entweder 
als rechts oder als links gebildete Körper, je nachdem das Trapezojfder selbst 
als ein rechtes oder ein linkes vorgestellt wird. Die ditetragonale Pyramide, 
als die eigeniticbe holoedrische Stammform der Plagiosphenoide, liefert 
daher vier comptemenläre Körper, von denen zwar Je zwei durch blose Stel- 
lungs-Aenderung zur Congruenz, oder in parallele Stellung gebracht werden 
können, während diess für je zwei andere nicht mehr möglieb ist. Die beiden 
in Figur 54 dargestellten Sphenoide sind ein paar solche enantiomorphe Ge- 
genkörper. 

Untersuchen wir nun, welcfae Wirkungen dieselbe Tetarloedrie auf die 
übrigen holoedrischen Formen des Telragonalsystems ausübt*), so gelangen 
wir auf die folgenden Resultate. 

Die Protopyramiden niP verwandeln sich in tetragonale Sphenoide, 
welche zwar in ihrer Gestalt sowohl mit den hemiSdrischen, als auch mit 
denen in §. 98 nachgewiesenen tetartoedrischen Protosphenoiden vollkommen 
übereinstimmen, in der Bedeutung ihrer Flächen aber von beiden we- 


*) Wobei CS abermals rilbsam ist, jede Form dnrcb Tbeilnag ihrer Flüchea gleieb- 
in eine aebtaeitiEfl Pyranide zn verwindelo. 
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sentlich abweichen, und kraft dieser Bedeutung der Enantiomorphie unter- 
worfen sind, ohne dass sich doch solche in ihrer Gestaltung zu erkennen giebt. 

Die Deuteropyramiden mPoD verwandeln sich in horizontal-pris- 
matische Formen, also in solche Formen, welche' den Raum in der Rich- 
tung der einen Nebenaji^e offen lassen, indem sie nur noch von den vier, die*- 
ser Nebenaxe parallelen Flächen begränzt werden. Wir können diese For- 
men, wie die ähnlichen Formen des rhombischen Systems, mit dem Namen 
Doma belegen. 

Die ditetragonalen Prismen coPn verwandeln sich in vertical prismati- 
sche Formen von rhombischem Querschnitte , oder in rhombische Pris- 
men, indem sie nur noch mit zwei, einander gegenüber und an demselben 
primären Hauptschnitte anliegenden Flächenpaaren ausgebildet sind. 

Das Protoprisma cx>P bleibt scheinbar unverändert, obwohl die Be- 
deutung seiner Flächen eine ganz andere ist, als sie für dasselbe Prisma 
bei holoedrischer, hemiedrischer oder sphenoidisch - tetartoedrischer Ausbil- 
dung Statt findet. 

Das Deuteroprisma ooPcx) erscheint nur noch mit zwei gegenüberliegen- 
den Flächen, als ein verticales Flächenpaar, dessen beide Flächen einem 
der primären Hauptschnitte parallel sind, milbin als ein verticales Pi- 
nakoid. 

Das Pinakoid endlich bleibt unverändert. 

üeberhaupt also erleiden durch diese Tetartoedrie die sämmtlichen holoe- 
drischen Formen, mit Ausnahme des Protoprismas und des Pinakoides, eine 
wesentliche Gestaltveränderung; alle aber unterliegen dem Verhältnisse der 
Enantiomorphie, als einem durchgreifenden Gegensatze, welchem sich keine 
Form entziehen kann. 

Anm. Sollte dereinst eine tetragonal krystallisirende Substanz aufgefun- 
den werden, welche dieser Tetartoedrie unterworfen ist, so wird sie auch jeden- 
falls die Erscheinungen der circularen Polarisation des Lichtes zeigen , wie 
solche mit der analogen Tetartoedrie im tesseralen und hexagonalen Systeme 
verbunden ist. 

§. 101. Berechnung der Plagiosphenoide. 

Diejenigen vier Flächen, welche in Fig. 54 (S. 164) als die zunächst 
bleibenden Flächen der Pyramide mPn gewählt wurden, waren die beiden 

vorderen Flächen Fund F', so wie die bei- 
den hinteren Gegenflächen von J^ und y*', 
welche wir mit F" und F'" bezeichnen 
wollen. Sind nun o?, y und z die Endpuncle 
der positiven Halbaxen, so werden die Glei- 
chungen dieser Flächen folgende : 

furF, f-^l^^^l 
mdi n 

m^KK fürF',- — +^-i-;5 = l 

Flg. 55. ' wa « 
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ma n 

fürF'" - — — y_«=l 
tnB. n 

Durch successive CombinatioD der Gleichung von F mit den Gleichungen der 
übrigen drei Flächen finden sich nun leicht die Gleichungen der drei Kanten- 
linien PQ, QR und PR ; und zwar werden diese Gleichungen : 

für PQ X = »la, und ^ — j» = 

mrQRz^l, und— -*^ = 

ma n 

für PR y = — w, und h ^ = 0. 

^ ^la 

Aus diesen Gleichungen ersieht mau zuvörderst, dass die dreierlei Kanten des 
Plagiosphenoides den Coordinat- Ebenen oder Hauplschnitten parallel sind, 
indem die Polkante PQ horizontal, die Miltelkanle QR der Ebene ipcy)^ und 
die Mittelkante PR der Ebene {zx) parallel liegt. 

Um die Längen dieser drei Kantenlinien zu berechnen, dazu bedarf es 
nur der Bestimmung der beiden Puncte P und Q ; denn wir haben zu berück- 
sichtigen, dass die Kante PQ von dem Endpuncte x der Hauptaxe, und die 
Kante QR von dem Endpuncte z der Axe der z halbirt wird, während der 
Halbirungspunct der Kante PR in der negativen Halbaxe der y, und zwar in 
der Entfernung n vom Mittelpuncte des Axensystems liegt. Die Coordinaten 
der Puncte P u.td Q aber bestimmen sich durch Combination der Gleichungen 
der Linie PQ mit den Gleichungen der Linien QR und PR\ mau findet so 

für den Punct P a? = iwa, y =r — «, ^^ = — 1, 

für den Punct j^ a?=ma, y = ;2, z^=^\* 
Hieraus berechnen sich denn die Kantenlinien wie folgt: 

Polkante jr = 2]/'^»+l 


längere Mittelk. Z = %Y'^^^'^'^^ 

kürzere Mittelk. Z' = 2 j/^wiV+l 
Die Kantenwinbel aber bestimmen sich aus den Parametern der vier Flä- 
chen F, F\ F" und j^'" nach der allgemeinen Formel von cos^ (S. 41) 


cosJT = 
cosZ = — 


K 


K 

_, »jV(«^— 1)+»* 

COsZ = ^^ JT-^ 

A 

wobei Z natürlich denselben Werth erhält, wie die Mittelkante der Skalenoe- 
der in §. 95, oder die primären Mittelkanten der Trapezoeder in §. 94. 

Setzen wir nun in diesen für die Kantenlinien und Kantenwinkel der 
Plagiosphenoide gefundenen Ausdrücken f/sl, so erhalten wir für die aus 
»iP abgeleitete tetarloe'drische Form folgende Werthe : 
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Z^Z' r=z 2/iwV+l 

2»»V-1 

'^'"'^ " 2/y»V+l ' 

1 
cosZ =s cosZ' = 


2wV+l' 

welche Werthe mit denen in §. 95 für die hemiSdri sehen tetragonalen 
Sphenoide gefundenen Werthen vollkommen übereinstimmen. 

Setzen wir dagegen in denen für die Plagiosphenoide gefundenen Aus- 
drücken ;» = cx) , so folgt für die aus mPcx) abgeleitete tetartoedrische Form : 

-X' = Z = cx), 
^ »iV— 1 

iw a -4-1 
cosZ = — COS-X', 

cosZ' = l, alsoZ' = 0«5 
aus welchen Wertben sich ergiebt, dass diese Form ein horizontales 
Prisma ist, welches von zwei einander gegenüber liegenden Fläcbenpaaren 
der Pyramide mPoo gebildet wird. 

Setzen wir eben so in den allgemeinen Ausdrücken für die Plagiosphe- 
noide 9» s= oo , so ergiebt sich für die aus ooP» abgeleitete tetarto(s'driscbe 

Form: 

Z = Z' = oo, 

cos JT = 1 , also ^ = O*, 

cosZ = s — r , 

cosZ' = — cosZ', 
welche Werthe uns lehren, dass diese Form ein vertical es Prisma von 
rhombischem Querschnitte ist. 

Setzen wir endlich in denen so eben für ooPit gefundenen Werthen auch 

n =: oo, so folgt 

cosZ =-1, alsoZ = l80«, 

cosZ'=l, alsoZ' = 0«, 
woraus sich ergiebt, dass die aus dem Deuteroprisma folgende tetartoedrische 
Form ein Moses verticales Flächenpaar ist. 

So finden also die in §. 100 durch die Ableitung gefundenen Resultate 
ihre vollständige Bestätigung durch die Rechnung. 
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Combinationen der tetragonalen Formen. 

> 

§. 102. Eintheilung derselben. 

Die Combinationen des Tetragonalsystems sind entweder holoedrische, 
oder hemiedrische, oder auch möglicherweise tetartoedrische, je nachdem die 
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eine oder die andere Ausbild ungs weise der Fonnen Statt findet. Da nun eine 
tetartoedriscbe Ausbildung bis jetzt noch an keinem tetragonal krystallisiren- 
den Körper beobachtet worden ist, so mögen auch an gegenwärtigem Orte 
die betreffenden Combinationen unberücksichtigt bleiben. 

Die meisten tetragonal kryslallisirenden Körper zeigen eine holoedrische 
Ausbildung ihrer Formen, weshalb denn auch die holoedrischen Combinatio- 
nen bei weitem die wichtigsten .sind. Einige Species von Mineralien und 
künstlich dargestellten Körpern zeigen die pyramidale, andere die sphenoidi- 
sche Hemiedrie, wogegen die trapezoedrische Hemiedrie bisher noch an kei- 
nem Körper mit Sicherheit erkannt worden ist. Da sich jedoch die pyrami- 
dale und die trapezoedrische Hemiedrie nur in solchen Formen zu erkennen 
geben, welche gewöhnlich sehr untergeordnet auftreten, während die in 
den Combinationen vorwaltenden Formen durch diese beiden Modalitäten 
der Hemiedrie gar keine Umgestaltung erleiden, so können wir uns auch füg- 
lich auf die Darstellung der sphenoidischen Combinationen beschränken. 

Uebrigens bedarf es kaum der Bemerkung, dass Combinationen über- 
haupt nur innerhalb eines und desselben Formencomplexes möglich sind, 
dass also auch nur von Combinationen solch er Formen die Rede sein kann, 
welche aus einer und derselben Grundform abgeleitet werden können, oder zu 
einer nnd derselben Kryslallreihe gehören. 

Jedenfalls werden wir uns aber auch hier, wie im Tesseralsysteme, nur 
auf die allgemeine Theorie der binären Combinationen beschränken, und 
dabei wiederum die Voraussetzung gelten lassen , dass die eine Form als vor- 
herrschende, die andere als untergeordnete ausgebildet sei. 

[§.103. Theorie der holoedrischen Combinationen. 

Da die ditetragonalen Pyramiden die Repräsentanten aller holoedrischen 
Formen sind, so werden wir die allgemeine Theorie der binären Combina- 
tionen überhaupt in den Combinationen zweier solcher Pyramiden zu suchen 
haben, von welchen wir die vorherrschende mit mPn^ die untergeordnete mit 
mPn bezeichnen. Denken wir uns beide Formen in der Ableitungsstellung 
«m einen gemeinschaftlichen Mittelpunct ausgebildet, so erkennen wir leicht, 
dass die vorherrschende Form durch die Flächen der untergeordneten Form 
folgende sechs Modificationen erleiden kann : 

1. eine Zuschärfung der primären Polkanten, 

2. eine Zuschärfung der secundären Polkanten, 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, 

4. eine achtflächige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke, und 

6. eine vierflächige Znspitzung der secundären Mittelecke. 

Um nun die, diesen sechs Combinations- Verhältnissen entsprechenden 
Bedingungen auf eine einfache Weise zu bestimmen , dazu wollen wir uns 
beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen reducirt denken, wie ja solches 
auch bei der Ableitung vorausgesetzt wird. Dann ergeben sieh jene Bedin- 
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gongeo weseDÜich aus den Grössen der Haoptaxen h und h\ und der Zwi- 
schenaxen r und r . 

1. Zuschärfung der primären Polkanten X, Sie erfordert 
offenbar eine Coincidenz der beiderseitigen Kantenlinieu X^ und folglich die 
Gleichheit beider Hauptaxen, oder K ^=ih\ ausserdem muss aber auch die 
Polkante der untergeordneten Form stumpfer sein, als jene der vorherr- 
schenden Form , welcher Bedingung dadurch Genüge geleistet wird , dass 
r'^^r ist. Folglich muss eine Zuschärfung der primären Polkanten Statt fin- 
den, wenn zugleich h' ^=h und r >r ist. 

2. Zuschärfung der secundären Polkanten Y. Sie erfordert 
erstens einen Parallelismus der beiderseitigen Kanten F, und zweitens, dass 
dieselbe Kante in der untergeordneten Form stumpfer ist, als in der vorherr- 
schenden. Jener Parallelismus der Kanten wird Statt finden, sobald das Ver- 
hältniss der Hauptaxe zur Zwischenaxe in beiden Formen dasselbe ist; 
selzen wir also das Verhältnjss von h : rssq^ und jenes von A' : r = q\ so 
wird die erste Bedingung darauf zurückkommen , dass q' s q. Die zweite 
Bedingung aber wird offenbar nur dann erfüllt sein, wenn r'<r. Folglich 
wird eine Zuschärfung der secundären Polkanten allemal eintreten, sobald 
g = jr, und r < r. 

3. Zuschärfung der Mittelkanten Z. Sie erfordert Parallelis- 
mas oder, wegen der vorausgesetzten Gleichheit der Nebenaxeu, Coincidenz 
der beiderseitigen Mittelkanten, also auch Gleicbhmt der Zwischenaxen, oder 
r^r. Zugleich müssen aber die Mittelkanten der untergeordneten Form 
stnmpfer sein, als jene der vorherrschenden Form, welche Bedingung darch 
A'>A erfüllt wird. Demnach wird jedenfalls eine Zuschärfung der Mittel- 
kanten Statt finden, wenn r' = r, und A' > A. 

4. Achtfläcbige Zuspitzung der Polecke. Sie erfordert offen- 
bar die Erfüllung der beiden Bedingungen, dass A' < A und q' <,q ist. 

5. Vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke. Sie 
wird jedenfalls Statt finden, wenn /i'^A und zugleich r > r ist. 

6. Vierflächige Zuspitzung der secundären Mittelecke. 
Eine solche wird nothwendig eintreten, wenn q '>q und r <^r ist. 

Da nun die Hauptaxen beider Formen die Werthe ma und m'a, die Goef- 

ficienten der Zwischenaxen aber die Werthe r und ~> — r- haben, so cr- 

«-4-1 « -4-1 ' 

giebt sich, dass 

A' > = < A, wenn wi' > = < m^ 

r > = < r, wenn ;i' > = < «, 

q>-<q, wenn ' ^. > = < — , 

und wir erhalten demnach für die sechs Combinah'ons-Verhältnisse folgende 
Regeln : 

An jeder Pyramide mPn bildet eine zweite Pjramide mVn : 

1. eine Zuschärfung der primären Polkanten, wenn m ^s^m^ und n^n\ 
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2. eine Zuschärfung der secundären Polkanteo, wenn — ^ — -, — - = — ^^ -^ 

n n 

und n <,n\ 

3. eine Zascbärfung der Mittelkanien, wenn n = », und m' > m ; 

4. eine acbtfläcbige Zuspitzung der Polecke, wenn m < m, und - 


< 


n 


n 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mitteiecke, wenn m > m, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der secundären Mitteiecke, wenn — 


— r 
n 


m(«-4-l) , 

> ^, und« <«. 

n 

In diesen sechs Regeln ist die ganze Theorie der binären holoedrischen 
Combinationen des Tetragonalsystems enthalten, wie man sich leicht über- 
zeugt, wenn man für mPn und fn¥n die Zeichen irgend zweier anderer For- 
men einfuhrt. 

Anm. Um di^ss nur an einem Beispiele zu erläutern , so wollen wir ans 
vorstehenden Regeln die Combinations- Erscheinungen einer Deuteropyramide 
niPco mit einer Protopyramide m'P ableiten. Da in diesem Falle « = cx) und 
n :=s\ ist, so sind offenbar nur noch die drei Fälle 2, 4 und 6 möglich, welche 
sich deshalb, weil die untergeordnete Form nicht mehr 16, sondern nur 8 Flä- 
chen, und weil die vorherrschende Form nur noch eine Art von Polkanten und 
Mittelecken besitzt, folgendermaassen ausdrücken : 

Es bildet an mPoo, als vorherrschender Form, eine untergeordnete Proto- 
pyramide m'P: 

1 . eine Abstumpfung der Polkanten, wenn m = ^m, 

2. eine vierfläebige Zuspitzung der Polecke, ... ^ . . , 

3. eine Zuschärfung der Mittelecke, ... >> . . ; 

dass aber die Flächen der untergeordneten Form stets auf die Pol kanten der 
vorherrschenden aufgesetzt sein müssen, diess ergiebt sich nicht nur aus der 
gegenseitigen Stellung beider Pyramiden, sondern es lässt sich auch aus vor- 
stehenden Regeln erkennen, sobald man darauf achtet, wie je zwei Flächen 
der ditetragonalen Pyramide zu einer Fläche werden, wenn sie in eine Proto- 
pyramide übergeht. 

§. 104. Theorie der sphenoidischen Combinationen. 

Unter allen hemie'drischen Combinationen des Tetragonalsystems haben 
diejenigen, welche durch die sphenoidische Hemi^'drie bedingt werden, 
die grösste Wichtigkeit, weil diese Hemiedrie nicht nur die ditetragonalen 
Pyramiden, sondern auch die so gewöhnlichen Protopyramiden einer wesent- 
lichen Gestaltveränderung unterwirft. Schon desshalb bedürfen die sphenoidi- 
schen Combinationen einer etwas ausführlicheren Betrachtung; aber auch die 
vielfachen Analogieen, welche diese Combinationen mit den rhomboedrischen 
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CombiDationen des Hexagonalsystems zeigen, dörflen eine solche Betrachtung 
rechtfertigen. 

Die Theorie dieser Combinationen beruht auf der Untersuchung der Ver- 
hältnisse, unter denen sich irgend zwei Skalenoeder —^ und — ^ combini- 

ren können, von welchen das erstere als vorherrschende, das andere als un- 
tergeordnete Form vorausgesetzt wird. Dabei ist jedoch, wie bei allen hemie'- 
drischen Combinationen, die Ambiguität der Stellung zu berücksichtigen, 
indem sich beide Formen entweder in analoger, oder in antiloger Stellung 
befinden können. In beiden Fällen ist es die Lage der beiderlei Polkanten 
und Mitlelkanten, durch welche die Combinations-Erscheinungen wesentlich 
bestimmt werden. 

I. Combinationen zweier Skalenoeder von gleicher oder analoger 

Stellung. 

Aus den Gleichungen derjenigen drei Kantenlinien, von welchen irgend 
zwei ähnlich liegende Flächen beider Skalenoeder begränzt werden, gelangt 

man sehr leicht auf folgende Resultate. 

mPn 
Es bildet an einem vorherrschenden Skaleuoe'der — ^ ein untergeordne- 
tes Skaleno^'der — ^ — ' 

1. eine Zuschärfung der längeren Polkanten, wenn -, = 

m(n-hl) j , 
— - — ^, und« <»5 
n 

2. eine Zuschärfuns der kürzeren Polkanten, wenn — ^ — -, — ^ = 

" n 

ot(«— 1) ^ , 
' > und« >«5 

n L. 

3. eine Zuschärfun°: der Mittelkanten, wenn -7- = — , und m'^^m. 

° n n 

also auch fz' > « ; 

4. eine vierflacbige Zuspitzung der Pol ecke, wenn — ^ — -, — ^<— ^ -^ 

und — - — , < -^ 5 sind dabei die heteropolaren Corobinations- 

n n 

kanten*) horizontal, so ist n=n, sind sie aber parallel den Mittelkanten, 


tn m 
so ist -7 s= — z 
n n 


*) Die CombioatioDskanteD sind in den eioaxig^en Krystallsy steinen als heteropo- 
Ure und amp bipolare za unterscheideo, je nacbdein die beiden Flachen, von denen 
sie (gebildet werden, za einer und derselben Hälfte der Hanptaxe, also zu einem und dem- 
selben Pole geboren, oder nicht. Vergl. Anfangsgr. S. ^3. 
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5. eine Zaschärfung der Mitte lecke, die Zuscbärfaagsflächen paarweise 

auf die kürzeren Polkanten aufgesetzt, wenn —-^^-7 — ^> — ^ -, 

n n 

und 71' > » ; sind dabei die heteropolaren Combinationskanten den län- 

geren Polkanten parallel, so ist — ^ — ; — - = — ^ ; 

n n 

6. eine Zusehärfung der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen paar- 
weise auf die längeren Polkanten aufgesetzt, wenn — ^—, — ^> -^— — - 

und — > — ; dabei werden die beteropolaren Combinationskanten hori- 
n n *^ 

zontal, wenn n = n^ oder auch parallel den kürzeren Polkanten, wenn 

m{n — 1) m(n — 1) 

n n 

IL Combinationen zweier Skalenoeder von verwendeter oder 

antiloger Stellung. 

Indem wir abermals die Gleichungen der Kantenlinien zweier ähnlich 
liegender Flächen aufsuchen, erhalten wir die folgenden Resultate: 

Es bildet an einem vorherrschenden Skalenoe'der — ^ ein untergeordne- 
tes Skalenoeder s— ' • 

It '_. -IX 

1. eine Zusehärfung der kürzeren Polkanten, wenn — ^ — -, — ^= 

n 

2. eine vierflächige Zuspitzung der Polecke, wenn — ^^ — -, — ^<-^ -\ 

3. eine Zusehärfung der Mittelecke, wenn — ^^ — , — ^ >— ^ ; sind 

° n n 

dabei die heteropolaren Combinationskanten den längeren Polkanten pa- 

. min-^X) /w(«-hl) 

rallel, so ist -, — - = — ^^ . 

n n 

Andere Verhältnisse als diese drei können bei verwendeter Stellung beider 
Formen nicht vorkommen. 

Anm. Aus diesen allgemeinen Regeln wird man sich leicht die besonde- 
ren Regeln ableiten können, welchen die Combinationen irgend zweier anderer 
Formen nnterworfen sind. 
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Zonenlehre des Tetragonakysteina. 

§. 105. Bestimmung der Flächen aus den Zonen. 

Als Beispiel für die zonale Bestimmung der Flächen und Formen wählen 
wir die in nachstehender Figur dargestellte ISzählige Combination des Vesu- 
vians, für welche sich diejenige tetragonale Pjramide, deren Flächen mit c 

bezeichnet sind, vorzugsweise als Grundform 
P empfiehlt. Dann entsprechen die Flächen P 
dem Pinakoide OP, die Flächen d dem Proto- 
prisma ooP, und die Flächen M dem Deutero- 
prisma ooPoo. Femer ergiebt sich sofort 
aus ihren Verhältnissen zur Grandform, dass 
die Flächen b und r zwei verschiedenen Pro- 

topyramiden, 
die Flächen o und t^zwei verschiedenen Deu- 
teropyramiden, 
die Flächen a, x^ x und e vier verschiede- 
Fig. 56. nen ditetragonalen Pyramiden, und 

die Flächen f einem ditetragonalen Prisma 
angehören. Nach §. 103 bestimmen sich aus ihren Verhältnissen zu der 
Grundform die Pyramide o als Pcx>, und die Pyramide u als 2Poo, wodurch 
denn zugleich die Pyramide b als 2P erkannt wird. 

Die Flächen &, z^ t/, »\ b\ e\ M' n. s. w. fallen in eine Zone, welche 
man die Polkantenzone der Pyramide 2P nennen kann, weil eine Polkante 
dieser Pyramide die Zonenlinie darstellt. Die Gleichungen dieser Polkante sind 

y = 0und2^-4-;5=l 

folglich wird die Zonengleichung 

?^-l=0, oder^--=0 
a c m c 

woraus sich denn für a 1 1 e Flächen dieser Zone, und daher auch für die Flä- 
chen z' und e die Bedingung c = ^m ergiebt. 

Eben so fallen alle mit a; und z bezeichnete Flächen in eine Zone, welche 
man die Polkantenzone der Grundform nennen kann, und zwar die vorder- 
sten, mit x' und z' bezeichneten Flächen in die Zone der oben, rechts gele- 
genen Polkante von P ; daraus folgt für diese Flächen die Zonengleichung 

7=0, oder -r = 

ab m b 

also b^m. Für die Fläche z' gilt also 

6s=in, und c^:^\tn. 

Nun folgt aber unmittelbar aus der Lage dieser Fläche, dass für sie css 1 
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und & s= ;» sein muss ; folglich wird i7is=» = 2, und die Flächen s gehören 
daher der Pyramide 2P2. 

Da z^ e und ./ horizontale Combinationskanten bilden, so müssen sie 
alle denselben Werth der Ableitungszahl n haben ; also wird 

/= cx)P2, und e = mP2 
Es fand sich aber vorher fiir e die Bedingung c = i^m ; da nun aus der Lage 
dieser Fläche für sie der Werth b = 1 folgt, so muss c = ?z = 2, und «n = 4 
sein, und die Flächen e gehören daher der Pyramide 4P2. 

Da ferner e, ^, o?' und e in die Polkantenzone der Pyramide r fallen, so 
muss r=:4P, und, weil oben für x die Bedingung b=:m gefunden wurde, 
a; = 4P4 sein. 

Es ist jetzt nur noch die Bestimmung der Pyramide a übrig. Die Flä- 
chen t/, a, c, fallen in eine Zone, von welcher u und c bekannt sind, oder 
deren Zonenlinie die in den Octanten der positiven Halbaxen fallende Pol- 
kante der Pyramide u ist; daraus folgt für die Fläche a' die eine Zonenglei- 
chung 

2 11 

m b c 

Dieselbe Fläche fällt aber auch in die Zone der beiden Flächen o und z' ; sub- 
stituirt man die diesen Flächen zukommenden Parameter in den Werthen von 
Jf, N und R der allgemeinen Zouengleichung S. 47, so erhält man für die 
Fläche a' die zweite Gleichung 

111 

m b c 
Die Lage dieser Fläche lehrt aber unmittelbar, dass für sie c = l ist; folg- 
lich bestimmt sich 6 = fi=s3, undm = f ; die mit a bezeichneten Flächen 
gehören also der Pyramide fP3, womit denn die Bestimmung aller in der 
Combination enthaltenen Formen vollzogen ist. 

§. 106. Wichtigste Zonen des Tetragonalsystems; Zonen 

der Axen. 

Im Tetragonalsysteme werden gewöhnlich folgende Zonen als die wich- 
tigsten hervorgehoben : 

a. die Hauptaxenzone, 

b. die zwei Nebenaxenzonen, 

c. die zwei Zwischenaxenzonen, 

d. die vier Polkantenzonen der Grundform, und 

e. die vier Diagonalzonen der Grundform. 

a. Die Hauptaxenzone ist diejenige einzige Zone, deren Flächen 
der Hauptaxe parallel sind ; sie begreift daher sämmtliche Prismen des Sy- 
stems, also alle ooP/i, nebst ooP und ooPoo, während für sie übrigens die- 
selben Betrachtungen gelten, welche S. 122 für die verticale Kantenzone des 
Hexaeders mitgetheilt wurden. Man nennt sie auch die horizontale Zone 
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des Tetragonalsystems, weil sie um dasselbe in horizontaler Richtung zu ver- 
folgen ist. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen F und F' die- 
ser Zone bestimmt sich aus dem allgemeinen Ausdrucke (S. 55) 

^ aabb'-^ccaa -^bb'cc 

gerade so wie in §. 74, mit dem Werthe 

in welchem b und b' die in der Axe der y, c und c' die in der Axe der z lie- 
genden Parameter bedeuten, welche Grössen daher in jedem besonderen Falle 
mit ff, n\ 1 oder oo zu vertauschen und übrigens noch mit den erforderlichen 
Vorzeichen zu versehen sind, weil in dem vorstehenden Werthe von tang/jP" 
vorausgesetzt ist, dass die beiden Flächen Fund F' in den Octanten der po- 
sitiven Halbaxen fallen. 

b. Die Nebenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen einer 
der Nebenaxen parallel liegen; sie sind daher zu zwei vorbanden, und be- 
greifen alle diejenigen Flächen, für welche entweder der Parameter &, oder 
der Parameter c den Werth oo hat, folglich alle Deuteropyramiden mPoOy das 
Deateroprisma ooPcx) und das Pinakoid OP. Man nennt sie auch die verti- 
calen Zonen des zweiten Prismas, oder die Mlttelkantenzonen der 
Deuleropyramiden. 

Die Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen F und F' dieser Zo- 
nen findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke (S. 54) 

lang^= / , , , , , 
" aa ob -hcc aa -hbb cc 

indem man erwägt, dass, wenn b und 6' =s oo sind, dann c und c =1 sein 

müssen, und vice versa, so wie dass statt a und a' die Grössen ma und rna. 

gesetzt werden können ; man erhält so 

tang^=^— , ,--^ 

welcher Ausdruck allgemein giltig ist, sobald man berücksichtigt, dass in sei- 
ner vorstehenden Form sowohl m als tn mit positiven Werthen vorausgesetzt 
sind, und daher nöthigenfaüs deren Vorzeichen ändert. 

c. Die Zwischenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen 
einer der Zwischenaxen parallel liegen ; sie sind also gleichfalls zu zwei vor- 
handen, und begreifen alle diejenigen Flächen, für welche die Parameter b 
und c einander gleich, oder beide = 1 sind, folglich alle Protopyramiden mP 
nebst dem Protoprisma ooP und dem Pinakoide OP. Sie werden auch die 
verticalen Zonen des ersten Prisma genannt und könnten auch die 
Mittelkantenzonen der Grundform heissen. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser Zone 
findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von tangfV durch ähnliche Be- 
trachtangen wie vorher ; nämlich 
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wobei wiederam in jedem besonderen Falle die Vorzeichen von m und m za 
berücksichtigen sind. 

§. 107. Fortsetzung; Poikantenzonen der Grundform. 

Die Poikantenzonen der Grundform sind diejenigen Zonen, deren Flä- 
chen den Polkanten der Grundform parallel liegen; sie sind daher zu vier 
vorhanden und begreifen mehre Arten von Formen, wie aus folgender Be- 
trachtung erhelll. Wählen wir z. B. diejenige Polkante zur Zonenlinie, welche 
die positiven Halbaxen der ^ und a verbindet, so sind die auf den Mittelpunct 
reducirten Gleichungen der Zonenlinie : 

y = 0, und — h ;? = 0. 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen S. 47, so ergiebt sich, 
dass ^ SS — a, y 3s 0, und ^ = 1 

sein muss, woraus denn die Zonengleichung 

=0, oder ac = ö 

a e 

folgt. Da nun mPn das allgemeinste Zeichen irgend einer Form ist, so wird 
auch der allgemeinste Werlh von a = ma sein, durch dessen Einführung sich 
die Zonengleichung aul csszm reducirt. Es kann aber c entweder den Werth 
n, oder den Werth 1 haben, wobei b im ersteren Falle ssl, im letzteren Falle 
= ;» ist ; folglich sind Pn und mPm die allgemeinen Zeichen derjenigen For- 
men, welche der Zone tributär werden, und zwar liegen die Flächen von Pn 
an derselben Nebenaxe wie die Zonenlinie, die Flächen von mPm an der an- 
deren ^ebenaxe. Da nun unter dem Zeichen P;i auch P und Pcx>, sowie un- 
ter dem Zeichen mPm auch P und ooPoo enthalten sind, so werden überhaupt 

P, P«, Pcx), mPm und ooPc» 
diejenigen Formen sein, welche Flächen in eine Polkantenzone der Grund- 
form liefern können. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
bestimmt sich etwas verschieden, je nachdem beide Flächen entweder unter 
derZeichenform P» oder tnPm stehen, oder je nachdem die eine unt^r diesem, 
die andere unter jenem Zeichen enthalten ist. Aus dem allgemeinen Ausdrucke 

aa ob -k-cc aa -¥-00 cc 
folgt nämlich zunächst, indem mau ^u = — a, y = und ^ = 1 setzt, so wie 

für k den Werth — substituirt 

Q , , , 

rwT cc'iab'-^ab) l/^a*+ 1 
tang«^= -fnf-^—f—^-Ti,— 
^ aa bb -^cc aa -^bb ce 
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oder, weil a^ = a*cc', 

welcher Ausdruck ganz allgemeingiltig ist. 

Gehören nun beide Flächen zu zwei Formen Pit und Pit^ so ist 

ü' = a, *'=«', 
und dann wird 

tangy= \ . ^ / 
a*(«« +1)+«» 

Gehören dagegen beide Flächen zu zwei Formen mPm und m9m\ so ist 

a s= ma, ^ = 1, 

«' = iw'a, *' = 1, 

1 . 1 

oder auch in vorstehendem Ausdrucke »mit — • und n mit— 7 zu vertauschen, 

m m 

und dann wird 


MT a(m— m)ya*-4-l 

tangÄTsss— 5- — Httt — 5— 

** a*(w»» -4-1)+ 1 


Gehört endlich die eine Fläche zu einer Form Pn, die andere zu einer Form 
m'Pm\ so ist 

assa, bssTij i>' = ma, ^ = 1 

1 

oder auch in dem ersten Ausdrucke n mit —7 zu vertauschen. 

m 


§. 108. Diagonalzonen der Grundform. 

Die Diagonalzonen der Grundform sind diejenigen Zonen, deren Flä- 
chen den Höhenlinien oder Diagonalen der Flächen von P parallel liegen ; da 
nun dieselben Linien den Polkanten der Pyramide 2Pcx) parallel sind, so las- 
sen sich diese Zonen auch die Polkantenzonen der Deuteropyramide 2Poo 
nennen. Sie sind ebenfalls zu vier vorhanden, und begreifen wiederum mehre 
Arten von Formen. Wählen wir die im Octanten der positiven Halbaxen lie- 
gende Höhenlinie zur Zonenlinie, so werden die auf den Mittelpunct reducir- 
ten Gleichungen derselben 

y — « = 0, und j^ + y = 

und vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie 
(S. 47), so folgt, dass 

ju = — 2a, y=l, 9 = 1, 
woraus sich die Zonengleichung 

a b c 
«rgiebt. Da nun eine jede Form unter dem allgemeinen Zeichen mPn enthaU 
tenist, welchem das Parameter -Verhältniss «na x n t i entapriehl, ao iil in 
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dieser Zonengleichang a = ma, sowie entweder 6 = n und « s 1, oder i a= t 
und e = n zu setzen, wodurch sie in beiden Fällen 

1-1-1=0 

tn n 

wird. In dieser Gestalt bezieht sie sich nur aaf solche Flächen, welohe im 
Oetanten der positiven Halbaxen liegen, und liefert also das Resultat, dass 
alle in diesen Oetanten fallende Flächen der Zone unter der allgemeinen Zei- 
ch enform 


2— m 


stehen müssen, durch welche wir auf eine Formenreihe gewiesen sind, die 
mit P beginnt, and mit 2Pcx) endigt. 

Für alle in den beiden (oberen) Neben-Octanten liegende Flächen wird 
die Zonengleichung 

2 1 

m n 
weshalb denn alle diese Flächen unter dem allgemeinen Zeichen 

m — l 
enthalten sind, und einer Formenreihe angehören, welche mit 2Poo begiant, 
und mit ooP endigt. Ueberhaupt also si^d 

P, mPj^, 2Poo, iwP-^ nnd ooP 

diejenigen Formen, welche in die Diagonalzone der Grundform Flächen zu 
liefern vermögen. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser Zone 
findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke S. 55, indem man ii e= 2a, und 

N 
V =s jo SS — 1, sowie A = — setzt, mit 4em Wertte 


oder auch, weil a äs /jsa und n' » m'a ist, 

„^_ fty(c w-cwQa T/'2 V"2ä>4^ 
tang^- ~^i^^(^F+7?>?+ÄF^7^ ' 
in welchen Aasdruck man für jeden besondern FaH die entsprechenden Werthe 
und Vorzeichen von ^, c, b' und c einzusetzen hat, um den Winkel ky zu 
finden. 

Anm. Man kann die vorerwähnten zugleich mit vielen anderen Zonen ganz 
allgemein erfassen, wenn man von den dreierlei Kantenzonen der ditetragonaleo 
Pyramide mPn ausgeht ; in ähnlicher Weise, wie oben in §. 78 die gewöhn- 
lichen Zonen des Tesseralsystems als besondere Fälle der Kantenzonen des 
Hexakisoktaeders betrachtet worden sind. Uebrigens wird man sich leicht für 
jed^ vorkommende Zove ans zwei bekannten Flächen die Zonen gfeichoag und 
die allgemeine Entwickelung sowie den Werih von tangM^ abzuleiten vermögen. 


^ 
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0ed)ote9 Capitel. 
Zwillingskrystalle des Tetragonalsystems. 

§. 109. Vorherrschendes Zwiliingsgesetz. 

Zu einer Transformation des Axensystems giebt das tetragonale Krystall- 
system so wenig Veranlassung, dass wir auf die Betrachtung derselben um so 
eher verzichten können, als ja in den §§. 43 bis 45 hinreichende Anleitung 
zur Ausführung einer solchen Transformation gegeben worden ist , wenn sel- 
bige in gewissen Fällen ein Interesse gewähren sollte. 

Dagegen nimmt die Betrachtung der gewöhnlichsten Zwillingsbildungen 
unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Zwar begegnen wir im Tetragonal- 
systeme verschiedenen Gesetzen der Zwillingsbildung, wie denn am Kupfer- 
kiese aliein nicht weniger ats drei bekannt sind ; auch kommen bei einigen 
heniieklrisch krystaUisirenden Körpern Zwillingskrystalle mit parallelen 
Axensystemen vor, in welchen die hemiedrischen Formen des einen Indivi- 
duums die complementären Formen des anderen sind. Allein bei weitem 
die meisten Zwillinge tetragonaler Krystalle stehen unter einem einzigen Ge- 
setze, von dem man füglich sagen kann, dass es in diesem Krystallsysteme 
eben so als das herrschende Gesetz der Zwillingsbildung zu betrachten sei, 
wie das in §. 82 erläuterte Gesetz als das herrschende Gesetz der tesseralen 
Zwillingskrystalle gelten nrass. Dieses so häufig vorkommende Gesetz lässt 
sich dahin aussprechen, dass eine Fläche der Deuteropyramide Pöo als Zwil- 
lingsfläche auftritt; die so gewöhnlichen Zwillingskrystalle des Zinnerzes, 
Rutiles, Hansmannites u. a. Mineralien sind alle nach ihm gebildet. 

Die in §. 47 zu Grunde gelegte allgemeine Gleichung der Zwtllingsfläche 

- + -x -f- - = 1 
a b c 

erhält in diesem Falle, wo tf^a, &:=! und c = oo ist^ die sehr einfache 

Form 

— h y = l. 
a ^ 

Setzt man ferner in denen S. 65 stehenden Gleichungen der drei Axen 
des Individuums II, wenn solche auf das Axensystem des Individuums I bezo- 
gen werden, die vorstehenden Werthe von a, b und c, so erhält man die 
Gleicbungea 

für die Axe der x\ -s — * -h J^ = 0, und ä = 0, 

a*— 1 2a 

für die Axe der y\ s ^»^ = 0, und ä = 0, 

^ ' 2a a*— 1 

für die Axe der s% ac^Oj und y = 0. 

Für irgend eine Fläche F' des Individuums II, deren Parameter a\ b* und c 

sind, erhalten endlich die drei, in dem Axensysteme des Individuums I sich 

ergebenden Parameter a^<, b^ und c^ folgende allgemeine Werthe : 

12* 
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^*~2a*'H-(a*-l)a' 


c^= — c 


Da aber eine jede Form unter dem allgemeinen Zeichen mPn begriffen ist, 
und demnach a den Werth ±ii}a hat, so gelangen wir, unter Benutzung des 
negativen Werlhes von a\ auf folgende besondere Werthe ; es wird 

_ »ia(a^+l)y 
^*"'2i«a*+(a*-l)A' 

*^i«(a*-l)-2i' 

Cj= — c 

welche Ausdrücke für sämmtliche acht Flächen der einen Halfle des zweiten 
Individuums gelten, und zwar für diejenige Hälfte der Form mPn, welche, bei 
Juxtaposition beider Individuen in der Zwillingsfläche, an der oberen (positi- 
ven) Hälfte des ersten Individuums anliegt. 


§. 110. Parallelflächen von mPn. 

Bei der Transposition irgend einer Form tnPn des Individuums II auf das 
Axensystem des Individuums I wird es zweckmässig sein, das Bild eines 
Zwillingskrystalls zu Hilfe zu nehmen , in welchem beide Individuen ausser- 
halb einander liegen und nur durch Juxtaposition verbunden sind. Wir wäh- 
len dazu die nachstehende Figur eines Zwillingskrystalls des Zinnerzes, des- 
sen Individuen die Combination P.3Pf darstellen, lassen aber die achtseitige 

Pyramide unbestimmt als irgend ein mPn gel- 
ten. Beide Individuen berühren sich in einer 
Polkante von P, haben also diejenige Stellung, 
welche das betrachtete Zwillingsgesetz erfor- 
dert. Die acht dem Individuo I zugekehrten 
Flächen des Individuums II, welche der Pyra- 
mide mPn angehören, gruppiren sich aber in 
vier Flächenpaare, deren Flächen eine sym- 
metrische Lage zu dem Axensysteme I haben. 
Das erste Flächenpaar, dessen vordere 
Fläche mit 1 bezeichnet ist, liegt unmittelbar 
ander negativen Halbaxe dery'; das zweite 
Flächenpaar, dessen vordere Fläche mit 2 be- 
zeichnet ist, wird von den NebenOächen des 
ersten Paares gebildet; das dritte Flächenpaar, dessen vordere Fläche mit 
3 bezeichnet ist, besteht aus den nächstfolgenden beiden Flächen , und das 
vierte Flächenpaar, dessen vordere Fläche mit 4 bezeichnet ist, liegt unmit- 
telbar an der positiven Halbaxe der y\ Jedem von diesen vier Flächenpaaren 



-ar 


Fig. 57. 
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entspricht in der anderen Hälfte der Pyramide ein Gegenflächenpaar, und 
jedes Flächenpaar bildet mit seinem Gegenpaare gewissermaassen eine Par- 
(ialform, so dass die ganze Pyramide mPn in die vier Partialformen 1» 2, 3 
und 4 zerfällt. 

Wir haben nun noch zu untersuchen, welche krystallograpbische Zeichen 
diesen vier Partialformen in dem Axensysteme des Individuums I zukommen, 
brauchen jedoch dabei nur auf die mit Ziffern bezeichneten Flächen Rücksicht 
zu nehmen, weil sich Fläche und Gegenfläche lediglich durch die entgegenge- 
setzten Vorzeichen ihrer Parameter unterscheiden. Unter Benutzung der zu 
Ende des vorhergehenden Paragraphen gefundenen allgemeinen Werthe der 
Parameter a^, b^ und c^ gelangen wir so auf folgende Resultate. 

1. Erste Partialform; für ihre mit 1 bezeichnete Fläche ist ^ :^ — 1, 
und c' = — «, folglich wird 

_ wia(a*-f-l) 

^* ~ ^ (2/»-l)a2+l 
. _ wi(a*-f.l) 


„,(»2—1)4-2 


c^=» n 


Da nun der kleinere von den beiden Parametern b^ und c^ mit dem Werthe 
1 zu nehmen ist, und da sich nicht allgemein bestimmen lässt, welcher der- 
selben den kleineren Werth hat, so sind beide Fälle besonders in Erwägung 
zu ziehen. 

Ist Äj > Cj, so sind alle drei Parameter mit dem Werthe von c^ zu divi- 
diren, wodurch c^ selbst =1 wird, und für die erste Partialform des einen 
Individuums zwei Flachenpaare der ditetragonalen Pyramide 

w(a*+l) p »i(a^+l) 
[(2»i-l)a*HhT]» [OT(a^-l)+2> 

als aequivalente Flächenpaare bestimmt werden. 

Ist dagegen b^ < c^, so sind alle drei Parameter mit dem Werthe von i^ 
zu dividiren, wodurch b^ = l wird, und sich für die erste Partialform zwei 
Plächenpaare der Pyramide 

iw(a2^1)H-2 p [ffl(a^-l)+2> 
(2//1— l)a*H-l wi(a2H-l) 

'als aequivalente Flächenpaare ergeben. 

2. Zweite Partialform ; für ihre mit 2 bezeichnete Fläche ist ^ = — ;i, 
und 0^= — 1, folglich wird 

_ , wa(a*+l)« 
^* "" " 2iwä2— w(a^— 1) 

1- ^(a2-l)+2w 

^1 = 1 
Wenn also b^ > c^ ist, so sind diess unmittelbar die gesuchten Parameter, und 
die aequivalenten Flächen der zweiten Partialform gehören der Pyramide 
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»i(a*-f-l)« o iw(a*+l)« 


2wia*— ;i(a*-l) OT(a*— 1)h-2« 
an. Wenn aber b^ < c^ ist, dann sind alle drei Parameter mit dem Werthe 
von b^ zu dividiren, wodurch ^^ = 1 wird, und die aequivalenten Flächen sich 
als zwei Fläebenpaare der Pyramide 

m(a^—l)'h2n p »i(a^— l)-f.2ii 

2»ia*— »(a*— 1) i»(a*+l)» 
bestimmen. Für b^ = c^ wird die gesuchte Form eine Protopyramide. 

3. Dritte Partialform; für ihre mit 3 bezeichnete Fläche gilt b'^sn, 
und c =s — 1, folglich braucht man nur in den für die zweite Partialform ge- 
fundenen Resultaten n negativ einzuführen , nm die Formen zu bestimmen, 
denen die Flächen dieser dritten Partialform entsprechen. 

Ist also &i > C|, so gehören die transponirteu Flächen der Pyramide 

_»i(a*+l)w p wi(a*+l)« 

2/Ää*-W/(ä2^^ w(a*— i)— 2« 
an ; ist dagegen ^^ < c^, so hat die gesuchte Form das Zeichen 

2»ia^+w(a2— 1^ *^ /«(a^H- l)n 
Für Aj =Cj, muss wi(a^+l)« = w(a^— 1)— 2» sein, und die gesuchte Pyra- 
mide eine Protopyramide werden. 

4. Vierte Partialform; für ihre mit 4 bezeichnete Fläche ist^'=:i, 
und c = — Uy folglich wird 

"*~(2w+l)a«-l 
. _ y/»(a^+l) 
'^i- w(a2-l)-2 

was für b^ > c^ eine Division aller drei Parameter mit dem Werthe von c^^ 
dagegen für b^ <c^ eine Division derselben mit dem Werthe von ^^ erfordert, 
und für die aequivalenten Flächen im ersteren Falle auf das Zeicben 

wi(a*-f.l) p »i(a^-hl) 

[f2w+l)a2— 1]« [//i(a2— 1)— 2> 
im zweiten Falle aber auf das Zeichen 

w( a^-l)-2 ;i[w(a^-l)-2] 

(2//n-l)a^-l ^^(a^H-l; 

gelangen lässt. 

§. 111. Parallelflächen der Pyramiden mP und mPoo. 

Setzen wir in den Resultaten des vorhergebenden Paragraphen » = 1» 
so erhalten wir für die Flächen einer Protopyramide m9 des einen Indi- 
viduums ihre krystallographischen Zeichen in dem anderen Individuo. Dabei 
ist einleuchtend, dass sich die erste und zweite, eben so wie die dritte und 
vierte Partialform von m9n je auf eine Form reduciren, daher auch für jedes 
mV nur zwei verschiedene Formen im andern Individuo gefunden werden. 
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Für die eine Partialform von mP wird nSmIich 

. «(a'+l) . - 

*'= ^(a'-l;.Hr ""''''' = *' 
ist also (j > 0p so werden ihre Paralielflicken der Form 

(2iii— l)a»+l «(a*— 1)+2 
angehören ; ist dagegen b^ < c,, so bestimmt sich für dieselben FiScben das 
Zeichen 

OT(a»-1)+;2 p Bi(a'- !)+2 

. (2m— l)a*+l wj(a»+l) 
Fnr die andere Parliairorm dagegen wird 

ist also &^ > c^, so werden ihre Parallelflächen der Pjrraaiide ^ 

_m(a*+ 1) p »t(a^-f>l) 

(2M+r)a»-l »f(a»-.l) -2 
angehören, während solche für b^ < r^ anf die Form 

ii,(ag-l)-2 t/i(a»- l)-2 

(2wn-l)a2-l iw(a2+l> 
zu beziehen sind. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 110 für n den Werth oo, so gelan- 
gen wir auf die Transposition der Flächen der Deuteropyramide ttiPcx); 
dabei ist es klar, dass die der ersten und vierten Partialform von mPn ent- 
sprechenden Flächen zwei verschiedene Formen erfordern, währead die der 
zweiten und dritten Portialform entsprechenden Flächen einer einzigen Form 
angehören werden, weshalb denn die Pyramide mPco nur noch in drei Par- 
tialformen zerfällt. Für die erste Partialform ist c^ stets >^i; folglich 
entsprechen ihre beiden Flächen zweien Flächen der Deuteropyramide 

»i(a^--l) -h2 

(2r/i-l)a«-l-l *^~- 
Für die zweite Partialform, welche die vier der Axe der y' parallelen 
Flächen begreift, sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 7/z(a^+l) > 
oder < 2 ist ; im ersten Falle gehören ihre aequivalenten Flächen der Pyra- 
mide 

iw(a*-f- 1) p wi(a*-f- 1) 

a^-1 2 ~ ' 

im zweiten Falle dagegen der Pyramide 

2 p 2 


a*— 1 ;«(a^-|-l) ' 
Für die dritte Partialform endlieh ist wiederum c^ stets >6i) w^halb 
ihre bdden FUkhea zweien Flächen der Pyramide 

'»(a'-l)-2 p^ 
(2OT+l)a*-l 
des ersten Individuums entsprechen. 
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§• 112. Parallelflächen der Prismen und des Pinakoides. 

Setzen wir in den Resakalea des §. 110 m =00, so erbalten wir die 
Parallelflächen der ditetragonalen Prismen ooP/i, für welche, wie man 
leicht begreift, einerseits die erste und vierte, anderseits die zweite und dritte 
Partialform von mPn zu je einer Form zusammenfallen, weshalb denn auch 
jedes achtseitige Prisma des einen Individuums nur noch durch die Flächen 
zweier Formen in dem anderen Individuo repräsentirt wird. 

Für die eine dieser Formen , welche den Partialformen 1 und 4 ent- 
spricht, gilt ganz allgemein 

ist nrfn b^ > c^, so gehören die Parallelflächen dieser Form der Pyramide 

ist aber b^ < e^, so gehören sie der Pyramide 

a^-l w(a^-l) 

2a« ^ a^+l • 

Für die zweite Form, welche den Partialformen 2 und 3 entspricht, 

gilt allgemein 

, (a*+l> , - 

*t = g^2_t » «öd c, = 1 

folglich ist b^ stets > e^, weshalb denn die Parallelflächen dieser Form in 
allen Fällen der Pyramide 

(a^+l)y? p (a^+l)« 
2a« a«-l 

angehören. 

Nimmt man in den so eben gefundenen Resultaten n = ij so ergiebt sieb, 
dass den Flächen des Protoprisma ooP vier Flächen der Pyramide 

2a« a«-l 
entsprechen; nimmt man dagegen » = 00, so folgt, dass das Deutero- 
prisma ooPoo in dem Individuo I durch zwei Flächen von ooPcx), und durch 
zwei Flächen der Deuteropyramide 

a«— 1 

dargestellt wird. 

Setzt man endlich in den Resultaten des §. 111 m = 0, so bestimmt sich 
als die Parallelfläche des Pinakoides in dem anderen Individuo eine Fläche 
der Deuteropyramide 

^ Poo. 
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In allen diesen Ergebnissen erkennen wir also eine Bestätigung des all- 
gemeinen Salzes, dass in den Zwillingskrystallen die Flächen des einen In- 
dividuums lauter krystallographisch- möglichen Flächen des zweiten 
Individuums entsprechen, sobald a^ eine rationale Zahl ist. 


Dritter Abschnitt. 

Hexagonales System. 


ffirfle« Capitel. 
Axensystem und vorbereitende Bechnungen. 

§. 113. Axensystem und Elemente desselben. 

Das Hexagonalsystem zeigt so viele und so denkwürdige Analogieen mit 
dem vorhergehenden Systeme, dass es zweckmässig erscheint, seine Betrach- 
tung unmittelbar auf jene des Tetragonalsystems folgen zu lassen. In der 
That geben beide Krystallsysteme nicht nur in BetreflP ihrer holofe'drischen For- 
men, sondern auch in Betreff der Ableitung, der verschiedenen Arten der He- 
mie'drie und Tetartoe*drie, der Combiuationen und mancher anderer Verhält- 
nisse eine so auffallende allgemeine Aehnlichkeit zu erkennen, dass sich in 
der Darstellung aller dieser Verhältnisse Vieles wiederholt, und dass es oft 
nur die Zahlen der Flächen, Kanten und Ecke sind, in welchen sich eine Ver- 
schiedenheit kund giebt. Denn während wir im Tetragonalsyslem überall den 
Zahlen 4, 8 und 16 begegnen, so sind es im Hexagonalsysteme die Zahlen 
6, 12 und 24, welche durch die Eigenthümlichkeit seines geometrischen Grund- 
charakters als die herrschenden Zahlen bedingt werden. 

Das hexagonale Krystallsystem unterscheidet sich nämlich dadurch von 
allen übrigen Krystallsystemen, dass seine Formen, wenn ihren Symmetrie- 
Verhältnissen Rechnung getragen werden soll, auf ein vierzähliges Axen- 
system bezogen werden müssen, und sich folglich als tetrametrische For- 
men allen anderen Formen gegenüberstellen. Drei Axen liegen in einer 
Ebene, schneiden sich gegenseitig unter 6U^, und sind vollkommen gleichwer- 
thig, wogegen die vierte Axe auf jenen rechtwinkelig ist, und sich sowohl 
durch diese verschiedene Lage, als auch durch ihre verschiedene Grösse sehr 
auffallend von den anderen drei Axen unterscheidet. Diese einzelne Axe ist 
es nun, welche die Symmetrie- Verhältnisse der Formen vorzugsweise be- 
herrscht, und überhaupt eine so eminente Rolle spielt, dass sie nothwendig 
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als Hauptaxe gellen muss, während die anderen drei Axen nur als N e b e n- 
axen zu betrachten sind. 

Wir wählen auch hier, wie in allen einaxigen Systemen, die Hauptaxe 
als Axe der o?, bezeichnen die Nebenaxen als Axen dery, z und u^ und nen- 
nen die durch die letzteren gehende Coordinat-Ebene die Basis, die drei 
verlicalen Coordinat Ebenen die primären Hauptschnitte des Systems. 
Ausser den drei Nebenaxen sind aber noch drei Zwischenaxenzu berück- 
sichtigen, welche in der Ebene der Basis mitten zwischen den Nebenaxen 
hinlaufen. Diejenigen drei Ebenen, welche durch die Hauptaxe und je eine 
der Zwischenaxen gehen, wollen wir die secundären Hauptschnitte 
des Systems , und endlich jeden Schnitt , welcher durch irgend eine Form 
rechtwinkelig auf die Hauptaxe gedacht werden kann, einen Querschnitt 
nennen. 

Anm. 1. Da die Querschnitte aller holoedrischen Formen des Systems 
reguläre Hexagoue, oder doch solche Figuren sind, in und um welche sich der- 
gleichen Hexagone beschreiben lassen, so gab ihm Breithaupt A%n Namen Hex- 
agonalsystem, den wir adoplirt haben, weil er eine sehr charakteristische 
Eigenschaft ausdrdckt, und auch ausserdem manche Bequemlichkeit darbietet. 

Anm. 2. Vom mathematischen Standpuncte aus Idsst sich das HexagonaU 
System auch aufeia dreizäkliges Axensystcm beziehen, wie diess schon im 
Jahre 1818 von Lami (Examen des differentes melhodes pour resoudre les pro- 
bl^mes de g^ometrie, p. 97), und im Jahre 1825 von Wkewetl {Wv\, Trans. 
1825, I, p. 89) angenommen, auch im Jahre 1829 von Grassmann vorgesckta- 
gen, und im Jahre 1839 von Miller^ in seinem trefflichen Treatise on CrystaU 
lograpby durchgefährt worden ist*). Das Axensystem besteht dann aus drei, 
gegen einander unter gleichen schiefen Winkeln geneigten und durchaus gleich- 
werthigen Axen. Obgleich nun diese Ansicht für die Rechnung manche Bequem* 
lichkeit darbietet, so können wir uns derselben doch nicht ajischliessen,, weil sie 
die Hauptaxe gänzlich vernachlässigt, weil sie der sechsgliederigen Symmetrie 
der holoedrischen Formen nicht adäquat ist, und weil bei ihrer Anwendung die 
Analogieen zwischen dem Hexagonalsysteme und Tetragonalsysteme mehr oder 
weniger verloren gehen. Will man aber nur ein rhomboedrisches Sy- 
stem anerkennen, und demgemäss die hexagonalen Pyramiden als Dirhomboe- 
der darstellen, so ignorirt man gänzlich das eigentliche holoedrische Fundament 
des Krystallsystems, was uns eben so wenig nalurgemäss erscheint, wie die 
EiafähruBg des holoedrischea und des rhomboedriscb - heniedrisebeB Formen- 
complexes als zweier selbständiger und coordinirter Krystallsysteme , mag 
man. nun solche hexagonales und rhomboedrisches System, oder Systeme senaire 
und ternaire nennen; denn das sogenannte rhomboedrischc System ist nar eine 
von den verschiedenen hemiedrischen Ausbildungsweisen des hexagonalen Sy- 
stems. 


*) Pettko bat später gleichfalls dieselbe Betrachtungsweise io Vorschlag gebracht, 
und Gustav Schmidt die ihr eotsprecbendeo analytiscb-geomelriscbeo Recbouogen luil- 
getheilt. Uaidivger*s oalarwisseusch. Abbandl. B. IV, 1851. 
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§. 114. Reduclion auf ein trimetriscbes Axensy^stem. 

Der so eigenthümliehe Charakter des Hexagonalsystems , kraft dessen 
seine sämmtlichen Formen um eine^ die Symmetrie beherrschende Hauptaxe 
secbsgliederig, oder auch drei- und- dreigliederig ausgebildet sind, macht 
die Annahme eines tetrametrischen Axenaystems durchaus nothwendig, so- 
bald es sich um eine naturgemässe Auffassung und Darstellung der einzelnen 
Formen und des zwischen ihnen bestehenden geometrischen Zusammenhanges 
handelt. Die Lehren von den einfachen Formen, von der Ableitung und Be- 
zeichnnng müssen daher jedenfalls auf das in §. 113 dargestellte Axensyslem 
gegründet werden, weil für sie kein Gruad vorhanden ist, die zumal in den 
holoedrischen Formen so augenscheinlich hervortretenden hexagonalen Sym- 
metrie-Verhältnisse zu vernachlässigen, und irgend ein anderes, in der Er- 
scheinungsweise der Formen nicht so unmittelbar indicirtes Axensystem ein- 
zuführen. 

In der Lehre von der Berechnung der Formen verhält es sich dage- 
gen anders. Zwar werden ihre Resultate so dargestellt werden müssen, 
dass sie mit der Ableitung und Bezeichnung der Formen im Einklänge sind, 
und folglich ein tetrametrisches Axensystem voraussetzen; alleüi die Rechnun- 
gen selbst können, bei Anwendung der analytisch -geometrischen Methode, 
mit dieser Voraussetzung nicht füglich bestehen, weil die vierte Axe ein für 
den Calcül unbrauchbares und lästiges Element ist, vor dessen Elimination an 
die Anwendung jener Methode nicht wohl gedacht werden kann. Für den 
krystaUograpbiscbea Calcül kommt es also darauf an, die Axe der u zu elimi- 
niren, und somit das durch die Erscheinungsweise der Formen nothwendig 
gebotene, und bei der Beschreibung und Ableitung derselben nicht zu umge- 
hende tetrametriscbe Axensystem auf ein trimetriscbes zu reduci- 
ren, in welchem sich die Axen der y und z unter 60^ schneiden, während die 
Axe der x auf ihnen rechtwinkelig ist. 

Da sieb nun aber die kryslallographische Ableitung und Bezeichnung auf 
das tetrametriscbe Axensystem beziehen, und da sich die Gleichun- 
gen der verschiedenen Flächen einer jeden Form unmittelbar aus ihrem kry- 
stallographisehen Zeichen ablesen lassen müssen, so werden wir allerdings 
zunächst auch oft auf solche Gleichungen gelangen, welche von der Axe 
der u abhängig sind. Wir wollen daher diese, unmittelbar aus den krystallo- 
graphischen Zeichen folgenden Gleichungen von Flächen, Linien und Puncten, 
weil sie uns die Lage dieser Elemente in Bezug auf das anschaulich ge- 
gebene Axensystem darstellen, die repräsentativen Gleichungen, da- 
gegen die für den Calcül eingerichteten Gleichungen die calculativen 
Gleichungen nennen. 

Unter den repräsentativen Gleichungen werden nämlich oft solche vor- 
kommen, weiche nicht unmittelbar als calculativ gelten können, weil sie mit 
der Coordinate u behaftet sind. In allen solchen Fällen ist nun die Coordinale 
u zu eUminiren, und statt ihrer die in der Gleichung nicht vorhandene Coor- 
dinate y oder z zu substituiren. Da nun die Hauptaxe hierbei gänzlich ausser 
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dem Spiele bleibt, so können wir die Regeln für diese Elimination und Sub- 
stitution in der Ebene der Basis aufsuchen. 

Es sei uns z. B. in dem von den positiven Halbaxen der z und u einge- 
schlossenen Sextanten irgend ein Punct P durch 
seine repräsentativen Coordinaten 

PQ=^z, unAPR^u 
gegeben, so handelt es sich darum, die Lage des- 
selben Punctes durch zwei andere Coordinaten 

PQ' = z\ undPÄ' = y' 
zu bestimmen, welche sich auf die Axen der y und 
z beziehen. Da nun PRIf und MQff zwei gleich- 
seitige und gleiche Dreiecke sind, so wird offenbar 
PH* oder y' = — w, 

PQ'=PQ'hQff, oder Ä'=;5-f.«=Ä— y , 
woraus sich denn für u und z die Werthe ergeben : 

« = — y', und zssz z' -f-y'. 
Ist uns also eine repräsentative Gleichung gegeben, in welcher die Coor- 
dinaten z und u auftreten, so haben wir in selbiger statt u die Grösse — y, 
und statt z die Grösse js -hy zu substituiren, um sie calculativ zu machen. 

Eben so wird folgendes Verfahren zu beobachten sein , wenn uns eia 
Punct Pim Sextanten der -hy und ^u gegeben ist. Seine repräsentativen 
Gleichungen seien ; 

PS = y, undPr= — w; 
dann soll dieser Punct durch die beiden Coordinaten PS' sssy\ und PT' = z 
bestimmt werden ; es ist aber 

PT oder z = «, 

PS' ^PS^ SS', oder y^y- %\ 
woraus sich denn für u und y die Werthe ergeben : 

u := ä', und y =iy -^-z' 
Ist uns also eine repräsentative Gleichung gegeben, in welcher die Coordina- 
ten y und u auftreten, so haben wir in selbiger für u die Grösse z^ und für y 
die Grösse y -H ^ zu substituiren, um sie calculativ zu machen. 

Dass natürlich bei der Anwendung dieser beiden Regeln auf die Vor- 
zeichen sorgfältig Rücksicht zu nehmen ist, um sie auch für die beiden 
Sextanten der — u und — z, der H-t/und — y benutzen zu können, diess 
bedarf kaum der Erinnerung. 


§. 115. Allgemeine Formeln für die Berechnung der 

hexagonalen Formen. 

Nach Elimination der Axe der u ist das noch übrig bleibende Axensystem 
ein solches, dessen Verhältnisse mit denen des monoklinoiSdrischen Systems 
übereinstimmen ; denn es besteht aus den beiden Axen der y und z, welche 
sich unter dem Winkel von 60^ schneiden, und aus der Axe der x, welche 
auf jenen beiden rechtwinkelig ist. Ein Unterschied macht sich nur darin gel- 
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teDd, dass im moDokliiio($*drischen Systeme eine der beiden schiefwinkeligen 
Axen zur Hauptaxe zu wählen ist, während im hexagonalen Systeme die Axe 
der X die Hauptaxe sein und bleiben muss. Da jedoch die Rechnungen im 
Gebiete eines monoklinoSdrischen Axensystems ganz unabhängig davon sind, 
ob diese oder jene Axe die Rolle der Hauptaxe spielt, so können wir für das 
trimetrisch gemachte bexagonale Axensystem die in den betreffenden Para- 
graphen der Propädeutik für das triklinoSdrische System gefundenen 
Formeln unmittelbar benutzen, indem wir in selbigen 

^ = 60^, /? = 90^, C = W, 
a=60«, /J = 90«, y = 90» 
setzen. 

Für irgend einen, durch seine Coordinaten x^ y und % gegebenen Punct 
P wird also, zufolge der S. 35 stehenden Formel, die Centrodistanz 


I>= y^j7* -f. y* -f. «* + y ;» 

and für irgend zwei, durch ihre Coordinaten x^ y und ^, x\ y' und s gege- 
bene Puncto P und P' wird, nach der S. 36 stehenden Formel, ihr Intervall 
oder ihr Abstand 

J = Y{x^xfMy-y)^r¥{z-^zy^{y'-y'){z^z') 

Der Cosinus des Neigungswinkels JV irgend zweier Flächen F und F\ deren 
Gleichungen 

— h f -f- - = 1 und -7 -f.f + - = 1 
a c a c 

sind, bestimmt sich aber nach dem S. 44 stehenden allgemeinen Ausdrucke 

wie folgt. Zuvörderst wird 

^' = +, /?' = 0, C'=0, 

woraus sich denn ergiebt, dass 

Ä =l[3*V-i-4fl^(**-*r?H-6-2;] 
St = i[3Ä'V»H-4a *(Ä'»-yc'H-6'»)] 

Bringen wir diese Werthe von «^, A und S^ in den Ausdruck von cos^, so 
erhalten wir endlich 

2aa(2bb'^2c c-^bc^b'c)^Ub'cc 

Diese Werthe von D^ J und cos^ sind es, deren wir uns zunächst bei der 
Berechnung der verschiedenen Formen des Hexagonalsystems zu bedienen 
haben werden, wobei nur noch zu bemerken ist, dass die Vorzeichen der Pa- 
rameter in jedem besondern Falle sorgfältig berücksichtigt werden müssen. 
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3mcftf0 Capitel. 
Holoedrische Formen des Hezagonalsystenis. 

§. 116. Versehiedene Parameter-VerhäUDisse. 

Man könnte glauben, dass im Hexagonalsysteme, als einem tetramelri- 
sehen Systeme, eigenthümliche und wesentlich andere Parameter- Verhältnisse 
vorkommen dürften, als in dem Tetragonalsysteme. Diess ist jedoch keines- 
weges der Fall; denn wenn auch eine jede Fläche auf alle vier Axen bezogen 
werden kann, so ist solches doch nicht notbwendig, weil die Lage einer 
Ebene schon durch drei Puncte vollkommen bestimmt wird. Wir werden 
daher, ebea so wie in den übrigen Krystalisystemen, jede Fläche nur auf drei 
Axen, nämlich auf die Hauptaxe und auf zwei der Nebenaxen beziehen, und 
uns solche durch drei Parameter gegeben denken. Der vierte, in der 
dritten Nebenaxe liegende Parameter wird durch die beiden in den anderen 
Nebenaxen liegenden Parameter so notbwendig bestimmt, dass es iiherflnssig 
sein würde, ihn unter denen die Fläche bestimmenden Elementen mit aufz««- 
nehmen, wie er denn auch bei der analytisch-geometrischen Darstellung der 
Fläche zu vernachlässigen ist. 

Audi fm Hexagonalsvsteme kann , wegen der Ungleichwerthigkeit der 
Hauptaxe, das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit aller Parameter in 
der Regel nicht erwartet werden, das Verhältniss der Gleichheit zweier 
gegen einen ungleichen Parameter aber nur in der Weise vorkommen, 
dass ^e zwei gleichen Parameter in den beiden Nebenaxen liegen, während 
die Hauptaxe den ungleichen Parameter enthält. Dabei erscheint es wiederum 
zweckmässig, dieses Verhältniss der Gleichheit zweier Parameter immer auf 
die Form 1 : 1 zurückzuführen, für den in die Hauptaxe fallenden Parameter 
aber sehr verschiedene Werthe zuzulassen. 

Das einfachste endliche Parameter- Verhältniss ist daher ahermals da& 
von a: 1:1, wobei a den in der Hauptaxe liegenden Grundparameter be- 
deutet, welcher wohl in der Regel einen irrationalen Wertb faaf^). 

Ausser dem Grundverhältnisse a : 1 : 1 kann abei' das Verhältniss zweier 
gleicher Parameter gegen einen ungleichen noch mit sehr verschiedenen 
endlichen Werthen der Hauptaxe, oder allgemein in der Form r/ia: 1 : i^ 
so wie auch in den beiden Gränzformen ooa : 1 r I und Oa : 1 : 1 vorko«meB ^ 
und diese drei Parameter- Verhältnisse sind es, welche wesentlich drei ver- 


*) Indessen scheint in der GTandforni des Berylls der Werth ^ vorzukomm«D, wel- 
cher die einzige Ausnahme von der sonst allgemein gütigen Regel bedingen würde, dass 
sich die Hatiptaxe ancb stets dnrch ihre Grösse von den Nebenaxen unterscheidet. Ks 
belarf nur der AnuDhine, dass die Temperatur des Bilduifgsactes eine BtWärs an- 
dere geweaeo sei, als die gewSbnIicbe Temp«ratar, 6ei der die Messoagen angestellt 
werden, um selbst den genauesten Messungen gegenüber die Folgerung zu rechtfertigen, 
dass die Pyramide 2P des Berylls drei gleiche Parameter habe. 
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sehi««teae Arien von Krfslallformen bedingen, denen insgesammt das Verhält- 
mss zweier gleicher gegen einen un^eioben Parameter zu Grande liegt. 

Das Verhältniss der darohgMngigen Ungleichheit der Parameter lässt 
sieb in seiner endlichen Form allgc^mein durch 

tn» i n : l 
darstellen, bedingt eine vierte Art von Krfstallfonnett, ist jedoch, kraft des 
geometrischen Grandcharakters des Hexagtinaisystems, der Bedingung unter- 
worfen, dass n stets < 2 sein mass. Dasselbe Verhältniss ist aber auch dreier 
Gränz formen fähig, von welchen die eine, wie im Tetragonalsysteme, 
durch cx)a : n : 1, 

die beiden anderen dagegen, zufolge jenes geometrischen Grandcharakters, 
durch tfia : 2 : 1 

und ooa : 2 : 1 
dargestellt werden kinnen. Da nun auch ein jedes dieser Verhältnisse eine 
besondere Art von Kryslallformen bedingt, so gelangen wir wiederum auf 
das Resultat, dass es sieben verschiedene Parameter-Verhältnisse und eben so 
viele verschiedene Arten von holoe'drischen Formen giebt. 

Anm. Da das VerbflUniss tn^kzn: 1 alle anderen Verbültnisse in sieh be- 
greift, indem man nur für m und n gewisse Werthe einzufübren braucht , um 
von ihm auf diese anderen Verhällnisse zu gelangen, so stellt es sich als das 
allgemeinste Parameter- VerbAÜniss, und gewissermaassen als den Reprä- 
sentanten aller Übrigen Verhältnisse dar. Eine ganz übnlicbe Folgerung lässt 
sieb anch für die durcb dieses Verhältniss bestimmte Art von Formen geltend 
machen. 

§. 117. Holoedrische Formen des Hexagonalsystems. 

Es sind uutt folgende sieben Arten von ho)«i$'drrsebeki Formen, welche 
durch die im voriiergehenden Paragraphen nachgewiesenen Parameter^Ver- 
bältnisse bestimmt werden. 

1. Die hexagonalen Pyramiden der ersten Art, oderilre Prx)- 

topyramiden; sie sind von 12 gleichscfaenkeligen 
Dreiecken umschlossene Formen, deren Polkanten in 
die primären Hauptschnitte, und deren Mittelecke in die 
Nebenaxen fallen. Diese Pyramiden haben das Para- 
meter- Verhältniss ir/a:l:l, und können daher, nach 
Maassgabe der verschiedenen Werlhe von a und m, in 
sehr verschiedenen Varietäten vorkommen, welche all- 
gemein als spitze und als stumpfe Pyramiden unter- 

^'ff- 59. schieden werden, je nachdem twa > oder < 1, oder 

je nachdem der Winkel, 4ett zwei Polkanlen desselben Mitteleckes bilden > 
tder < 90® ist. 

2. Die hexagonalen Pyramiden der zweiten Art, oder die 
Denteropyramiden; auch sie sind von 12 gleichschenkeligen Dreiecken 
umschlossene Formen, nnd daher in ihrer Gestalt ganz ähnlieh den IVolopy- 
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ramiden, aoterscbeiden sich aber voa diesen wesenüicb 
durch ihre FlächeDslellang , welcher zufolge iiire Pol- 
kanten in die secundärea HauptscbniUe, und ihre Mit- 
lelecke in die Zwischenaxen fallen. Sie erfordern das 
Parameter - Verhältniss ma : 2 : 1, und können daher 
gleicbfalla in zahllosen Varietäten Torkonnien, welche 
als spitze nnd als stumpfe Deuteropyramiden unter- 
schieden werden, je nachdem ina> oder < 1, oder je 
nachdem ihre Mittelkante > oder < 90° ist. 
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3. Die dihexagonalen Pyramiden; sie sind ron 24 angleichsei- 
tigen Dreiecken umschlossene Formen, deren Basis nnd Querschnitte stets 

^ difaexagonale Figuren darstellen, indem regelmässig 

zwölfseitige oder dodekagonale Pyramiden gar nicht 
vorkommen können. Sie nähern sich in ihrer allgemei- 
nen Gestalt bald mehr den Protopyramiden, bald mehr 
den Den tero Pyramiden, nnd haben zweierlei Polkanlen 
und zweierlei Mittelecke, welche nach ihrer Lage in 
den beiderlei Hauptschnitlen als primäre und als secun- 
dare Polkanten und Mittelecke unlerschieden werden 
können. Ihre Flächen werden allgemein darch das Pa- 
rameter- Verhältniss ma : n ; 1 bestimml, weshalb sie 
aoch als die allgemeinsten Formen, und gewissermaassen als' die Repräsen- 
tanten aller holoedrischen Formen zu betrachten sind. Es lassen sich zahl- 
lose Varietäten von dihexagonalcn Pyramiden denken, welche als spitze oder 
als stumpfe unterschieden werden, je nachdem ma > oder < als 1 ist. 

Die bisher betracfitetea drei Arten von Pyramiden bilden die geschlos- 
senen Formen des Hexagonalsyslems ; ausser ihnen kommen aber noch be- 
sonders häufig folgende offene Formen vor, welche meist den Charakter 
von Prismen haben. 

4. Das hezagonale Prisma der ersten Art, oder das Proto- 
prisma , ist eine von 6 ParallelBächen der primären Hauptschnitle gebildete 

Form, deren Flächen das Parameter- Verhältniss ooa:l :1 
haben, und deren Seilenkanten in die primären Haupt- 
scfanitte falten. Auf diese Form findet Dasselbe seine 
Anwendung, was hei den gleichnamigen tetragonalen 
Prismen bemerkt wurde, und überhaupt von allen pris- 
matischen Formen gilt, dass sie nämlich in der Richtung 
der Hanptaxe von indefiniter Ausdehnung nud ohne alle 
bestimmte Begränzung zu denken sind, welche letztere 
p. durch die Flächen anderer Formen bedingt wird. 

5. Das hcxagonale Prisma der zweiten Art, oder das Deute- 
roprisma, ist eine von 6 Parallelfiächen der secundären Hauptschnitle ge- 
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bildete Form, derea Flicbe» das Panmeter «* VerhMkniM 
ooa : 2 ; 1 huben» und deren Seiienkantcn in die aeeuodÄfeB 
HaaptscbMtte fallen» Obgleiob alt o dieses Prisa»s m seiner 
Gestaltaitg mit dem Pretoprisma äbereinsUmmi, so unter- 
seJieidel es sieh doch von ihm wesentlioh dureh seine Fiä- 
cbeostelluDg, dureb die Lage seiner Kanten, und 4ureh die 
Lage und Grösse seiner Querscbaitie. Nach ohea imd un- 
ten ist es nnbegräazt, wie alle verticale Prismen, 
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6. Die dihezagonalen Prismen sind von 12 der Hanptaxe paralle- 
len Flächen gebildete Formen^ deren Querschnitt eine 
dihexagonale Figur ist, und deren Flächen das Parame- 
ter- VerhäUniss ooa :n:l haben. Sie besitzen zweierlei 
Seilenkanten , welche nach ihrer Lage in den beiderlei 
Hauptschnitten als primäre und secnndäre Kanten nn- 
terschieden werden können. In Betreff ihrer Aasdeh- 
nung und Begränzung nach oben und unten theilen sie 
die Eigenschaft der beiden hexagonaien Prismen. 

Fig. 64. 

7. Das Pinakoid ist eine von zwei, der Basis parallelen Flächen ge- 
— r — bildete Form von dem Parameter-Verhältnisse a : oo : oo 
^ T^ ^^^^ Oa : 1 ! 1 , welche den Raum in lateraler Richtung 

Fi^. 05. offen lässt, und daher nicht fiir sich allein, sondern ledig- 

lich in Combination mit andern Formen erscheinen kann. 

Aiira. Die Prismen wie das Pinakoid sind also o ffene, den Raum nicht 
allseitig «mschliessende Formen, welche gar keiner isolirteo Ej^istenz fähig sind, 
vielmehr nethweodi^ entweder mit einander, nämlich jedes Prisma mit dem Pi- 
nakoide und umgekehrt, oder auch mit Pyramiden combinirt sein müssen. Uebri- 
gens werden durch die Prismen die säulenförmigen, durch das Pinakoid 
aber die tafelförmigen Krystalle des Hexagonalsystems bedingt. 


§. 118. Grundform; Ableitung und BezeicJinung der holoe- 
drischen Formen. 

• 

Gleichwie im Tetragonabystene so wird auch im Hexagonalsysteme 
irgend eine Protopyramide zur Grundform gewählt ^ oder vielmebr die zur 
Grundform auserwählte hexs^onale Pyramide als eine Protopyramide vorge- 
stellt werden müssen, wodurch sich denn auch die eigentliche Stellung des 
Axensystems bestimmt. Die Parameter dieser Pyramide liefern die Grundpa- 
rameter der betreffenden Krystallreihe, welche daher durch den Hauptaxen- 
Parameler a cbarakterisirt wird. Wir bezeichnen die Grundform abermals 
milP. 

Da nun die Hanptaxe und die Nebenaxen ungleichwerthig sind, so wer- 
den sie aneh als von einander unabhängige veränderliche Grössen zu behan- 
deln sein. Denken wir uns also zuvörderst nur die Hauptaxe veränderlich, 

Naamann's Kryslallographie. 1«> 
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Für die Graadform ist /t^s 1, und daher R^ ^^; betrachtet man die- 
s en Werth als dea Grandwerlb der Zwiscbenaxe, so wird der Coefficient 
r, Bit wriebem dieser Grandwerüi mtillipliciri verde» tt«ss, lun auf dieZwi- 
scheaaxe irgend einer Form mPn zu gelangen, 

welelies deraelbe Werth ist, den wie anch im Tetragonai«y»tciiie gefunden 
laben« 

Anm. In den regefmflssig zwölfseitigen oder dodekagonaien Pyramiden 
würde Rss\ seiD müssen, woraus sich » = -|-(l + y^3) ergiebt; da nun dieser 
Werth irrational ist, so folgt hieraus, dass dodekagonale Pyramiden in der 
Krystallwelt unmöglich sind. 

2. Kastenlinien. 

Wir bezeichnen in jeder dihexagonalen Pyramide 
die primären Polkanten mit X, 
die secundaren Polkantcn mit F, 
die MitAelkaittten mit Z. 
V«a diesen Kanten habe« z. B. diejenigen, welche in Fi^ 06 die Fläche F 
ibegräizeii, folgende Eckpnnete: 

den Poleekpnnct .r, dessen Coordinaieo »i?s=ff}a, ya^O, ^ssrO, 
den prim. Mitteleckp. s, 07=0, ff^=Oj »ssl^ 


den seo. Mitteleckp. ^, ^=9&, ys^z^ss 


n 


«+1 ' 
und zwar wird begränzt 

die Kante X von den Puncten x und z^ 

die Kante Y von den Puncten x und ^, 

die Kaute S von den Puncten s und s\ 
Hieraus bestimmen sich denn nach dem Ausdruck für J in §• 115 S. 189 

Anm. Setzt man Jt^ssK, so folgt abermals ^2=^(1 +1/3), wie vorher. 
Dieser Werth bestätigt nicht nur die Unmöglichkeit dudekagonaler Pyramiden, 
sondern lehrt uns auch die Gränze keniieo, diesseits und jenseits welcher die 
beiden Potkanten ihr Grössen verhältnlss vertauschen. Es sind nämlich die pri- 
mären Polkanten länger oder kttrzer als die secnodären Polkanten, je nachdem 
«< oder >|(l+y^3) ist. 

3. Kantenwinkel. 

In Figur 66 bildet die Fläche F, deren Gleichung 

— h^-h5 = i 

i»a H 
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ist, mit den Fläcben F\ F" nod F'" die KaDten X^ K und Z; es sind aber 
die repräsentative!], umaiitelbar ans der Betrachtung der Form abzakseRdea 
GleichuBgen dieser Fläeben folgejide : 

97ia n 

fürF", ^ + y+^-l 
ipia » 

fürF'",-— + ^ + « = 1 
Tita ;i 

Da nun die Gleichung für die erste Ffache F* mit der Coordinate u be- 
haftet ist, so muss sie zuvörderst nach §. 114 ealculativ gemach^ werden; 
man substituire daher in är fmr tr die Grosse ^y^ und Vst z die Grösse x-^y^ 
so wird sie 

ma 8 

Setzen wir min in deai aUgemetfiea Aasdniek von eoft^(S. 189) statt 
a, b und c die Parameter der Fläche F, statt a\ V und z^'.aber sueciessiv die 
Parameter der Flächen F\ F*' und F'*\ so ergeben sich folgende Cosinus- 
wertbe der drei Kanten: 


cos^= — 


K 


cosFss i^ g i- 

cosZ = i _ — L 

wobei Ä=4»iV(«^— «+l)+3n* ist. 

Setzen wir dagegen in demselben aUgemetneH Ausdruck für cosfF statt 
ff, b und c abermals die Parameter der Fläche F, statt a', b' und c' aber suc- 
cessiv die Parameter der drei Flächen ysrO, jr — ;9 = und o? s 0, so erhal- 
ten wir die Cosinus der h a 1 b e n Kantenwinkel, wie folgt 

^ »ia(2— ») ^-- i«a(»— 1)/3 „ nVi 

cos^A^Ä ' , cosir= j^ ^ , cosiZ = -^ 

aus welchen sich wiederum fir cos^^as eos^F die Bediitgong n s 4^(1 -h )/^3) 
crgiebt. 

§. 120. Berechnung der übrigen holoedrischen Formen. 

a. Berechnung der Protopyramiden rnP, 

Setzt man in den Resultaten des vorhergehenden Paragraphen n = 1 , so 
erhält man für die hexagonalen Pyramiden der ersten Arl folgende Werthe. 

1. Coe'fficient der Zwischenaxe; r = 1. % 

2. Kantenlinien ; 

Fs^y^4m'a^+3, keine Kantenlinie mehr; 
Z«l 
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Es ist nämlich die Linie Z in §. 119 die halbe, und daher ihr doppelter 
Wertb die ganze Mittelkante von mP; die Kantenlinie Y aber verschwindet 
als solche, und stellt nur noch die Höhenlinie der Flächen von mV dar. 

3. Rantenwinkel. 

2i«V+3 

cosr=-l, also r=180®, 
4wV-3 

'"'^=^4^v:i:3' 

die halben Winkel berechnen sich am leichtesten auf folgende Weise: es ist 
tang^Z = 2may^f, und cos^^s^may^cos^Z. 

b. Berechnung der Deuteropyramiden mY%. 

Setzt man in den Resultaten des §. 119 n^2, so erhält man für die 
kexagonalen Pyramiden der zweiten Art folgenile Werthe: 

1. Gofe'fficient der Zwischenaxen ; r=:f. 

2. Kantenlinien; 

X=i y^m^a^+l, ist nicht mehr eine Kante, 

F = /^/3wiV+4 

Z = 2/i 
Die Linie Z in §. 119 ist nämlich die halbe, und daher ihr doppelter 
Werth die ganze Mittelkante von mP2 ; die Linie Ä aber stellt keine Kanten- 
linie mehr, sondern nur noch die Höhenlinie der Pyramidenflächen dar*). 

3. Kantenwinkel; 

cosJr=r--.l, also Jr=180^ 
mV-h2 

^^'^"^2i»V-h2' 
„ wiV— 1 

COSZ = 5-Ö T 1 

i»V+l 
die halben Kantenwinkel berechnen sich sehr leicht; denn es ist 
tang^Z = msi , und cos^ F = ^macos^Z. 

c. Berechnung der dihexagonalen Prismen ooP/i. 

2» 

1. Coefficient der Zwischenaxen ; r = r 

2. Kantenlinien; die Seitenkanten X und Y sind von indefiniter Länge; 
die Linie Z, welche die Breite der SäulenÖächen bestimmt , hat densel- 
ben Werth, wie in der dihexagonalen Pyramide. 


*) Für die Besitzer meines Lebrbaehes der Krystallograpbie bemerke icb bei dieser 
Gelegenbeit, dass daselbst Bd. I, S. 413 in dem Aasdmcke fdr Y die beiden Zahlen 3 ood 

4 versetzt sind, weshalb dort ralscblicb der Werth von Y ss y|.]/"4mV-l-3 steht. 
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'2(«*-n+l) 
„„y_ 4« — H^— 1 
2(«>-«+l) 
cosZ=-l, also Z = 180«. 
Die beiden hezagoDalea Prismea uud das Pinakoid bedürfen keiner Berech- 
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Hemiödrische Formen des Hexagonalsystoms. 

§.121. Trapezo^driscbe Hemiüdrie. 

Da die dihezagonalen Pyramiden die Repräsentanten aller bolotfdriacben 
Formen sind, so baten wir auch die Gesetze der HemiSdrie zunächst an 
ihnen anfzusucben and zu errorschen. Dabei müssen wir jedoch die sechs- 
gliederige Symmetrie des H«xagonal Systems respectiren, kraft welcher immer 
Je vier, über einem und demselben Sextanten der Basis liegende Flächen zu 
einem Gliede verbunden sind, und ein Jedes dieser Glieder entweder zwei 
einzelne Flächen, oder ein Flächenpaar zu der hemitfdrisohen Form zu 
liefern bat*). 

Unter dieser Voraussetzung können nva die dihezagonalen Pyramiden, 
gerade so wie die ditetragonalen Pyramiden, auf viererlei verschiedene Weise 
hemi^drisch ausgebildet vorkommen, weshalb denn auch im Hexagonalsysteme 
möglicherweise vier verschiedene Modalitäten der Hemi^drie anzunehmen 
sind, obgleich bis jetzt ni|r zwei dieser Modalitäten wirklich nachgewiesen 
wurden. 

Die erste Modalität der HemJedrie ist diejenige, bei welcher von der 
dibexagonalen Pyramide mP» nur die abwechselnden einzelnen Flä- 
chen zur Ausbildung gelangt sind, während die dazwischen liegenden Flächen 
verschwinden ; es bleibt also in jedem Gliede der Pyramide entweder eine 
obere rechte Fläche mit einer unteren linken, oder umgekehrt. 



*) Verfl. die Aom. 8. 140. 
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Die dihexagonale Pyramide verwandelt §ich dadurch ia ein hezagoaa- 
les Trapezoeder, d. h. in eine von 12 ^cichschenkeligen Trapezoiden 
umschlossene Form, mit 6 längeren stumpferen, und 6 kürzeren schärferen, 
abwechselnd im Zickzack verbundenen Mittelkanten. Nach diesem Resultate 
ist denn aucb der Name trapezo^drisehe Hemißdrie für diese erste 
Modalität der hemiedriscben AnsbÜdnng gerechlEertigt. Uebrigens wiederholt 
sich dat bfli der gleichnamigen Hemiedrie in TetragonaUyslems erkMnt«V«r' 
bältniss, dass je zwei aus derselben Pyramide abgeleitete Trapezoeder enan- 
tiomorph sind, oder sich wie ein paar rechts und links gestaltete Körper 

verhalten, weshalb ihre kryslatlographischen Zeichen abermals d - - und 

1—^— werdea. 

ünLersuchen wir die Wirkungen dieser Hemiedrie auf die übrigen holoe- 
drischen Formen des Systemes, so gelangen wir auf das Resultat, dassalle 
diese Formen scheinbar unverändert bleiben, indem sie gar keioa Umgestal- 
tung erleiden, obgleich sich in der Bedeutung ihrer Flächen eine wesentliche 
Verscbieienbelt gellend macht, kraft welcher auch sie, trotz ihrer holo«dri- 
scbeti Scbeingeslalten, der Enantiomorphie unterworfen sind. 

A D m. Hau siebt, welche groue Analogie sich zwisobea dem tetragona- 
len HKd bex^iMal^a Kryilallsystemo aneb in dieter Beni^drie xu erkenasD 
giebt; dieselbe erttreckt sieb auch darauf, data bis jetzt Docb kein KOnper 
bekannt ist, aa welchem die trapezoedrische Hemiedrie als solche zur Ant- 
bilduDg gebracht wflre ; deon die am Quarze bisweilea beobacliletBa henagona- 
len Trapezoeder sind entweder durch gleichzeitige Ausbilduag zweier correUter 
Irigoualer Trapezoeder, oder durch eine Zwillingsbildung zu erklären, bai wel- 
cher sieh zwei Individuen vollständig einverleibt sind. 

§. 122. RhomboSdrische Hemiedrie. 

Eine zweite und äusserst wichtige Modalität der Hemib'drie ist dieje- 
nige, bei welcher in den auf einander folgenden Gliedern der dihexagonaleo 
Pyramide abwechselnd die oberen und die unteren Flächenpaare 
allein ausgebildet sind- Die holoedrische Stammform verwandelt sich dadurch 



in ein hexagonales Skalenogder, d.h. in eine von 13 ungleichseiti- 
gen Dreiecken umscblossene Form, deren Mittelkanten im Zickzack auf- und 
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absleigea, und deren Polkanten zweieriei, nämtieh 6 iättgere stumpfere, ubI 
6 kürzere schärfere sind, während sie beide in die secundären HtuptsdmitAt 
falieu. Je zwei eomplemeatäreSkalenoMer befinden sich nur ta rerschiedener 
SceUnng, köaacn durch eine faiosse Umdreknng un die Hasptaxe in paraUete 

Stellung gebracht werden, und lassen sieb daher durch die Zeichen --^ und 
s— unterscheiden. 

Denken wir uns dasselbe Gesetz der Hemii^drie auch für die übrigen ho* 
loedrischen Formen verwirklicht, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die dihexagoaalea Prismen ooP» erleldea zwar keine Gestalt- 
veränderungi unterliegen aber einer verscbiedenen Bedeutung ihrer abwech- 
selnden Piäduenpaare, welche auiunebr als obere uiul untere Fläcbenpaare 
cbarakterisirt sind. 

Die Pretopyramidea «nP, deren einzelne Flächen die Aequiva- 
leote der FlSchenpaare von mPn sind, rerwandeln sich durch alleinige Aus- 
bitdung ihrer abwechselnden Flächen in Rhombofe'der , d. h. in eigentbüm- 




liche, von 6 gleicheii und ähnlichen Rhomben umschlosseae Formen, deren 
Mittelkanten im Zickzack auf- und absteigen; und zwar in solche Rhomboe- 
der, welche wir, zur Unterscheidung von anderen ähnHdren Formen, Rbom- 
boe'der der ersten Art nennen wollen. Ein jedes Rhombo^der hat 6 Polkan- 
ten und 6 Mittelkanten, welche gleich lang, in Bezug auf ihr Winkelmaass 
aber zu einander supplementär sind. Da sich je zwei aus derselben Pyramide 
abgeleitete Rhomboeder nur durch ihre gegenseitige Stellung unterscheiden, 

wP WlP 

so geben wir ihnen die Zeichen -=— und — ^ . Im Allgemeinen aber werden 

die Rhomboeder als stumpfe und als spitze Rhomboeder untenschieden, 
je nachdem ihre Polkanten > oder <90^ sind; daher denn auch das, nach 
einer trigonalen Zwischenaxe aufrecht gestellte Hexaeder als die ideale Gränz- 
form zwischen den stumpfen und spitzen Rboroboedern betrachtet werden 
kann. 

Die Deateropyramiden mP2 bleiben zwar scheinbar unverändert ^ 
ihre Flächea erlangen jedoch eine verscfaiedeae Bedeutung, indem sie eigent« 
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lieh Dor noch die abwechselnd rechten und linken Hälften der ursprüng- 
lichen Flächen sind. 

Das Protoprisma coP bleibt unverändert, obgleich sich für seine ab- 
wechselnden Flächen der Gegensatz geltend macht, dass sie als obere und 
untere Flächen zu betrachten sind. 

Das Deuteroprisma ooP2 bleibt ebenfalls unverändert, während 
seine Flächen gleichfalls eine andere Bedeutung haben, als bei holoMrischer 
Ausbildung. 

Das Pinakoid erleidet gar keine Veränderung. 

Ueberhaupt also werden durch diese Hemiedrie lediglich die dihexagona- 
len Pyramiden und die Protopyramiden wesentlich umgestaltet, indem sich 
jene in Skalenoeder, und diese in Rhomboeder verwandeln. Da uns nun die 
so häufig vorkommenden Rhombo^'der das Dasein dieser Hemiedrie zunächst 
erkennen lassen, so nennen wir sie die rhombocSdrische Hemiedrie. 

Anm. 1. In denjenigen rhomboedrischen Krystail reihen , welche, wie 
z. B. jene des Turmalins und des Rothgiltigerzes, zQgleich dem Remimor- 
phismus unterworfen sind, giebt sich die verschiedeae Bedeutung der Flä- 
chen des Protoprismas und der FUchenpaare des dihexagonalen Prismas auf 
eine sehr anschauliche Weise zu erkeunen, indem jenes gewöhnlich ah trigo- 
nales, dieses als ditrigonales Prisma erscheint ; wie diess ja auch nothwendig 
der Fall sein muss, weil die Hemiedrie die Flächen jener Prismen in obere 
und untere sondert, der Hemimorphismus aber in einer einseitigen Ausbildung 
entweder nur der oberen, oder nur der unteren Flächen besteht. Uebrigens 
ist es gewiss nicht naturgemflss, den von Breithaupt so treffend charakterisirten 
Hemimorphismus als eine besondere Act der Hemiedrie zu betrachten, und 
so den Begriff der Hemiedrie ungebührlich zu erweitern. 

Anm. 2. Unter allen in der Krystallwelt bekannten Hemiedrieen ist keine 
so häufig ausgebildet, wie die rhomboedrische Hemiedrie, welcher die grosse 
Mehrzahl der hexagonal krystallisirenden Mineralien unterliegt. Unter diesen 
Mineralien befinden sich viele der wichtigsten Species, und namentlich auch der 
Galcit oder Kalkspath, also diejenige Species, welche den grOssten Reichtbum 
von Formen und Comfaioationen entfaltet. Daher erlangt denn die rhomboedri- 
sche Hemiedrie eine solche Wichtigkeit und Bedeutung, dass wir noch eine fer- 
nerweite Betrachtung ihrer Resultate von einem etwas anderen Gesichtspuncte 
einschalten müssen ; zumal weil sich auf diese Betrachtung eine für die gewöhn- 
liche krystallographische Praxis sehr bequeme Bezeichnung gründet. 

§. 123. Fortsetzung; secundäre Ableitung und Bezeichnung 

der Skalenoä'der. 

Da die meisten hexagonalen Mineralien der rhomboedrischen Hemiö'drie 
unterworfen sind, da man also weit häufiger Veranlassung hat, Rhomboeder 
und Skalenoeder zu bestimmen und zu bezeichnen, als Protopyramiden und 
dibexagonale Pyramiden, und da in manchen rhomboedrischen Krystallreihen, 
wie z. B. in jener des Calcites, des Turmalins, des Rothgiltigerzes u. a. sehr 
viele verschiedene Rhomboeder und Skalenoe'der vorkommen, so erscheint es 
vortheilhaft, in der krystallographischen Praxis für diese Formen statt der 
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urspränglichen, das Verhältniss zu ihren eigenUichen Stammrormen ansdrük- 
kenden Zeichen -^ und — ^ , andere, etwas einfachere und mehr repräsen- 
tative Zeichen zu gebrauchen. Dazu gelangen wir nun leicht durch folgendes 
Verfahren. 

Zuvörderst führen wir in jeder rhomboedrischen Krystallreihe ein beson- 
deres Grondelement der Bezeichnung eio, indem wir das aus der Pyramide P 
abgeleitete Rhomboeder, welches ja in solchen Krystallreihen die Grundform 
bildet, und also füglich das Grundrhomboe'der genannt werden kann, mit 
dem Buchstaben R bezeichnen. In Uebereinstimmung damit wird ein jedes, 
ans irgend einer anderen Pyramide mP abgeleitete Rhombofe'der das Zeichen 
mR erhalten müssen, so dass sich überhaupt für alle rhomboedrisch krystalli- 
sirenden Körper die Grundreihe des Hexagonalsystems folgendermaassen 
schreiben lässt: 

OR .... it'TiR .... i^R . • • • ^wR .... ooR 
wobei für jedes Rhomboeder die beiden complementären Gegenkörper +mil 
und — mR unterschieden werden müssen, was für das Protoprisma ooR und 
das Pinakoid OR nicht mehr nöthig ist. 

Durch diese Bezeichnung werden wir also unmittelbar darauf gewiesen, 
die Gm n dreibe des Systems gar nicht mehr als eine Reibe von Pyramiden, 
sondern als eine Reihe von Rhomboedern vorzustellen, was auch dieser 
hemiedrischen Ausbildungsweise des Hexagonalsystems ganz angemessen ist. 

Um nun aber die Skalenoeder, als die nächst zahlreichen Formen, 
mit diesen Rhomboedern in derivative und symbolische Verbindung zu brin- 
gen, dazu lässt uns eine sehr in die Augen fallende Eigenschaft derselben 
gelangen: die Eigenschaft nämlich, dass die Mittelkanten eines jeden 
Skalenoeders in ihrer Lage genau mit den Mittelkanten irgend eines Rhom- 
boeders übereinstimmen, welches man daher auch das Rhomboeder der 
Mittelkanten oder das eingeschriebene Rhomboe'der des Skalenoe- 
ders nennt. Wenn also für jedes Skalenoeder ±— ^ irgend ein bestimmtes 

m'R oder — fnR, als eingeschriebenes Rhombocfder nachzuweisen ist, so wird 
man auch die verschiedenen Skalenoeder überhaupt nach diesen ihren einge- 
schriebenen Rhomboc^dern gruppiren, und innerhalb jeder Gruppe nach der 
zunehmenden Länge ihrer Hauptaxen in eine Reihe ordnen können. 

Diess führt uns nun auf eine secundäre Ableitung der Skalenoeder 
aus ihren eingeschriebenen Rhombo^'dern, und auf eine sehr einfache und 
repräsentative Bezeichnung derselben.'^) Gesetzt, das in der Mitte der 


*] Diese Ableitao|; nod Bezeichnaog gab ich zuerst ia meinem Grundrisse der Kry- 
stallograpbie, 1826, S. 370£f., dann in meinem Lehrbucbe der Mineralogie, 1828, S. 85r. 
Die erstere ist wesentlich dieselbe, welche schon Mohs in seinem Grundrisse der Minera- 
logie eiogeföhrt hatte. 
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betskekeadc» Figur geeekhnete Rh^mboMer sei tm soldies 
eingeschriebenes Rhomboä'der mR, welche« den drei Skale- 
uoedern aa^ aa und a'a" gemeinschaftUcb zukommt, so 
wird man ein jedes dieser Skaleno^der aus 4em Rboabo^'der 
ableiten, d. h. durch Umschreibung construiren könBen, in- 
dem man die Hauptaxe i»a des Rhomboeders nach einer be- 
stimmten Zahl n vervielfältigt, um zunächst die Poleck- 
puncto 47, a oder o!* des Skaieno^ders zu erkalten. Legt 
man darauf io jede Mittelkante des Rbomboeders zwei Fla- 
chen, welche die Hauptaxe in ihren neuen Endpnncten 
schneiden, so wird offenbar das Skalenoe'der constrnirt sein. 
Das krystallographische Zeichen eines auf diese Weise ab- 
Flg. 70. geleiteten Skalenoeders lässt sich ganz einfach «Rjb schrei- 

ben, wobei natürlich sowohl m als n einen ganz anderen Wertb, und iiber- 
diess n eine ganz andere Bedeutung haben wird, als in dem primitiven Zeichen 

— ^— , wie wir unten in §. 127 sehen werden. Sind also z. B. «, n und «" 

diejenigen Pactc^ren von ma, welche uns die Lage der Pvncte a, a »nd a ' 
bestimmen, so werden mBn^ tnRn' und mKn" die Zeichen der drei Skalenoe- 
der sein. 

Auf ähnliche Weise verrährt man in allen Fällen, welches Rhomboe- 
der auch das eingeschriebene sein mag, und wie viele Skalenoe'der auch zu 
ihm gehören mögen. 

Der kleinste Werlh von n ist jedenfalls = 1 , der grösste Werth = oo ; 
da nun aus jedem Rhomboeder gar viele Skalenoe'der abgeleitet werden kön- 
nen, so lassen sich sämmlliche Skalenoe'der mit den Gliedern der Grundreihe 
in folgendem Schema verbinden : 

OR . . . . ±/»R ±R ±mR c»R 


OR . • • • -^mlR.n • • • . ±R^ 


• • . . 


±wiR« 


. ooR/< 


OR mRoo Roo mRoQ . 


QoRoo 


ooP2 

Für »s=oo schliesst eine jede Skalenoe'der -Reihe mit dem Deuteroprisma 
(X)P2 ab, welchen Werth auch m haben mag ; für m s oo aber giebt ooRm 
ein dihexagoüales Prisma, so lange n>l und <oo ist, welchen 
Gränzwerthen das Protoprisma und abermals das Deuteroprisma entsprechen. 
Vorstehendes Schema begreift also sämmtliche Formen, mit Ausnahme der 
Deuteropyramiden, welche sich bei dieser secundären Ableitung in keine un- 
mittelbare Verbindung^ mit den übrigen Formen bringen lassen, daher denn 
noch die Gränz reihe dem Schema der Rhomboeder und Skalenoeder als ein 
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Appwdix ]wige%t werden miia», na das Syste« in sdaer VoUsliadigkeit 
darstellen ku können. 

Ann. Obgleich ei e\m Uebelstmd ist, Au» der ZasBrnmenhaog xwHche« 
den Skaleoaedera nad OeDtenpyranideii vertsrao gebt, mi gewibrt doch diete 
cecDitdare BeieicbDUng der SkalcBoä'dcr den Vortbeil, dus (w weit rcprü- 

nPn 
seDlativer ist, als die primitive Bezeicbnnng. Das primitive Zeichen —— 

fordert nanlicb 1. die Vorstellung einer difaejiagnnalen Pjramide, also einer 
24-flIehigei> Form, und 2. die Vorilelluag der Verlndening, wvleh« eie durcb 
die HemiiSdrie erleidet, so wie des Productes dieser Verl ad erung. Das se- 
cnndSre Zeichen inRn dagegen micbl an unsere Einbildungskraft die weit ein- 
facherea A n Forde mugen, 1. ein Rlinnbneiler, also eine 6-flaehige Perm, und 
2. die VertiBgepung seiner Hiupiaxe richtig vorzusieRe«. Bei der Betracbinng 
de* Zeecbeos mhn stellt sieb sofort das Bild des Skatcnocderi vor onier Be- 
wDMlsein, WM bei der Betrachtung des priniitiren Zeicbess derebans nicht in 
dtniselben Grade der PaJI ist. Da wu flherdiess dt« Zablwerthe voa m 
nad n in den secundäi'en Zeichen weit eiafache r zu sein pflegen, als in den 
primitiven Zmeben, so ist ftr das BedQrfnisi der Mineralogie nnd Physi«gra]riiiv 
überbaopl die seeundflre Ableitung und Bezeichnung der primitiven jedenfalls 
vorzuziehen, 

§. 124. Pyramidale and trigonotype RemiSdrie. 

Die dritte Modalität der Hemi^drie ist diejenige, bei vdcfier in den 
auf einander folgenden Gliedern der dibexagonalen Pyramide entweder nur 
dierecfalen, oder nur die linken FISchenpaare ausgebildet sind, wodurch 
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sieh die zweiseitige Pyramide in eine hexagonale Pyramide der drit- 
len Art, oder in eine Tritopyramide d. b. in eine solche Pyramide ver- 
wandelt, welche in der Stellung ihrer Flaehen sowohl von den Protopyramr- 
den, als auch von den Deuteropyramiden wesentlich abweicht*). Denn die 
Nebenaxen haben in diesen Pyramiden ihre Auslrittspuncte weder in den Mit- 
leleckpnnctcn, noch in den Mitteipuncten der Mittelkanten, sondern in irgend 
anderen Punctea dieser Hanten ; die PoUcanten liegen daher aach weder in den 
primären nech ia den BeevadKrea Hauptschnltteo. Weil es also abermals Py- 
ramiden nnd, aufweiche uns diese Hemitidrie gelangen Yisst, so nennen wir 
solche die pyramidale Hemiädrie. 

*] Disse Uemiedrie ist inergt von Haidinger ain Apatit nachgewiesen worden. 


SM HexagoDalsystem • 

Die heiniSdrische Form erscheint wie eine Protopyramide, oder aach wie 
eine Denteropyramide, welche um die Hauptaxe mehr oder weniger entweder 
nach rechts, oder nach links gedreht ist ; von je zwei complementären oder 
eorrelaten Tritopyramiden aber stellt sich die eine nach rechts, die andere 
nach links gewendet dar. Diese Verschiedenheit ist jedoch eben so wenig 
wesentlich, als bei den gleichnamigen Pyramiden des Tetragonalsystems 
(§. 93), vielmehr durch eine blosse Umkehrung der Pole aufzuheben, weshalb 

wir denn abermals beide Gegenkörper durch die Zeichen j —^ uod^-n- 

unterscheiden können. 

Denken wir uns nun dieselbe Hemiedrie auch für die übrigen holoedri- 
schen Formen zur Verwirklichung gebracht, so erhalten wir folgende Resultate. 

D)e dihexagonalen Prismen ooP» verwandeln sich in hexago- 
nale Prismen der dritten Art, oder in Tritoprismen, für welche 
sich gleichfalls der Unterschied des rechts und links Gewendetseins geltend 

macht, daher sie als j ^ und ^ — s— zu unterscheiden sind. 

Die Protopyramiden und die Deuteropyramiden erleiden keine 
Gestaltveränderung, obwohl eine jede ihrer Flächen eigentlich nur noch die 
Hälfte der ursprünglichen Fläche ist. Dasselbe gilt auch von dem Proto- 
prisma und dem Deuteroprisma, welche beide, eben so wie das Pioa- 
koid, unverändert bleiben. 

Anm. Es bedarf kaum der Bemerkung, wie diese Hemiedrie in allen 
Stöcken das vollkommene Analogen der gleichnamigen Hemiedrie des Tetrago- 
nalsystems ist. 

Endlich ist im Hexagonalsysteme noch eine vierte Modalität der Hemie- 
drie möglich, welche eben so das Analogen der rhombotypen Hemiedrie des 
Tetragonalsystems darstellt, wie sich die drei bisher betrachteten Modalitäten 
als Wiederholungen der drei anderen Hemiedrieen dieses Systems zu erken- 
nen geben. Wir wollen sie die trigonotype Hemiedrie nennen, weil 
sie die Ausbildung von trigonalen Pyramiden, trigonalen Prismen und über- 
haupt von solchen Formen bedingt, deren Querschnitte gleichseitige Dreiecke, 
also regelmässige Trigone, und Ditrigone sind. Ihr Gesetz würde wesentlich 
darin bestehen, dass in den auf einander folgenden Gliedecn der dihexagona- 
len Pyramide abwechselnd die rechten und die linken Flächenpaare 
allein zur Ausbildung gelangt sind. Die Pyramiden mPn verwandeln sich 
dadurch in ditrigonale Pyramiden, d. h. in solche sechsseitige Pyrami- 
den, deren Basis eine ditrigonale Figur ist. Die Protopyramiden mP 
erleiden keine Umgestaltung, wogegen die Deuteropyramiden mPZ nur 
mit ihren an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen Flächenpaaren, folg- 
lich als trigonale Pyramiden erscheinen. Die dihexagonalen Prismen 
coPn werden zu ditrigonalen Prismen, das Protoprisma bleibt schein- 
bar unverändert, und das Deuteroprisma erscheint nur noch mit seinen ab- 
wechselnden Flächen, als trigonales Prisma. Uebrigens ist diese trigo- 
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notype Hemie'drie bis jetzt noch an keinem Körper in der Wirklichkeit nach- 
gewiesen worden. 

§. 125. Berechnung der hexagonalen Trapezo^'der. 

Die Berechnung der hexagonalen Trapezoeder beschränkt sich auf die 
Kantenlinien und Kantenwinkel, weil die Zwischenaxen durch die Hemilfdrie 
keine Veränderung erleiden. 

Berechnung der Kantenlinien. 

Wir unterscheiden in jedem hexagonalen Trapezoeder die beiderlei Mit- 
telkanten als primäre und secundäre Mitteikanten , je nachdem solche an den 
Endpuncten der Nebenaxen oder der Zwischenaxen liegen, und bezeichnen 
die erstem mit Z, die andern mit Z\ die Polkanten aber mit Ä. 

Vergleichen wir nun die beistehende Figur eines Trapezoeders mit dem 
in Fig. 67, S. 199 stehenden Bilde seiner holoedrischen Stammform, so erhal- 
ten wir für die zunächst in Rücksicht kommenden Flächen F^ 
F\ F" und F'" folgende Gleichungen, welchen, soweit sie nicht 
schon unmittelbar calculativ hervortreten, die nach §. Il4 
transformirten Gleichungen untergesetzt sind : 



für F, 


h^ -1-^ = 1 

ma n 


für F', }ry = 1 , oder, nach S. 1 14, 


Fig. 72. 


X 


(n-l)x 


für F", - 


3C 

ma 


y 


n 
n 


= 1 


für F'", h»-h-=i, oder, nach §. 1 14, 

jwa n ^ 

X {n^\)y 

V ~^- + ^ = 1 

ma n 

Durch successive Addition und Subtraction der beiden Gleichungen von F' 

und F" erhalten wir die Gleichungen der primären Mittelkante Py , wie folgt : 

X ^ ^ X 

y 


5 = 1, und 


-:^ = 


0? = 


aus deren ersterer wir sogleich erkennen, dass diese Mittelkanten den secun- 
dären Hauptschnitten parallel sind. Combiniren wir aber diese Gleichungen 
mit der Gleichung von F, so gelangen wir auf die Coordinaten des Punctes F: 

_ m^{i^n)(n--\) _ 2 _ 2(«-l) 

«(/i+l) ' y " «+1 ' ^^ «-hl 
Es sind aber die Coordinaten 

für den Poleckpunct x^ 07 = ma, y = 0, ;9 = 0, 

für den Puuct y der Nebenaxe, O7 = 0, y = l, ;9 = 0, 

für den Punct s der Zwischenaxe, ä* = 0, y = r, 5?= 1 . 

71+1 ;i+l 
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Beaehteo wir nun, dass 

die obere Polkante Poe von den zwei Puncten P und ar 

die halbe primäre Mittelk. P^ . . . . p und y 

die balbe seeund» ülittelk. jR» • . - . p und ^ 
begränzt wird, so erhalten wir, nach der Formel für J in §. 115, S. 1^9, für 
die Längen der dreierlei Kanten des Trapezoe'ders folgende Werthe : 

Polkante ^ ^ 2/>"-«-(>»'-»4-^)^'-H«>'-«+l) 

MitteJkanteZ -^"''^^^^fj^"^^^^ 

Mitlelkanle Z' ^^^T^^^EE^ 

Setzl man ZtsiZ\ so folgt die Bedingung (2-*/i)^ss3(»— 1/, oder 
ff 3s|(i«i-y^3); folglich können Trapezoifder mit symmetrischen Trapezoi- 
den eben so wenig vorkommen als dodekagonale Pyramiden. 

Berechnung der KantenwinkeK 

Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke von cos^in §. 115, S. 189, 
statt <7, b und c die Parameter der Fache F, statt a\ h' und c aber successiv 
die Parameter der Flächen F', F" und F"', so erhält man die Cosinus der 
drei Kanten JT, Z' und Z, wie folgt : 

2w*aV— «4-l)+3w* 


cos JT = — 
cosZ'= — 
cosZ = — 


Ä 

K 


in welchen Ausdrücken wiederum, ff = 4jwV(«*—w+I)+37i* ist. 

Alle diese für die Kantenlinien und Kantenwinkel gefundenen Ausdrücke 
aber verwandeln sich für ;t ss 1 in die Formeln der Prolopyramiden, für w=2 
in die Formeln der Deuteropyramiden, so dass die in §. 121 über die ander- 
weiten Wirkungen dieser Hemiedrie gezogenen Folgerungen durch die Reeh- 
nung vollkommen bestätigt werden. 

§• 126. Berechnung der Skalenoeder und Rhomboeder. 

Bei der Berechnung der Skalenoeder legen wir zuvörderst ihre primi- 
tive Ableitung und Bezeichnung zu Grunde, indem wir in §. 128 die der 
secundären Bezeichnung entsprechenden Resultate mittheilen werden. Da 
nun di^ Zwischenaxen keine Veränderung erleiden, so haben wir es abermals 
zunächst nur mit der Berechnung der Kantenlinien und Kantenwinkel zu thun. 

Berechnung der Kantenlinien. 
Wir bezeichnen in jedem Skalenoe'der —^ 
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die kürzeren Polkanten mit X^ 
die längeren Polkanten mit F, 
die Mittelkanten mit Z. 

Wenn nun in nachstehender Figur y, z und u die Endpuncte der gleich- 
namigen positiven Halbaxen sind, so erbalten wir für die vier Flächen F, F\ 
F'' und F*'' folgende Gleichungen, welchen wiederum, soweit sie nicht un- 
mittelbar calculativ sind, ihre calculative Form beigefügt ist ; 

fürF, J^ + y+^=:l 
i»a n 

für F', j1 + tt -. ?^ = 1, oder, nach §. 114, 
wia n 



^^ — -f. ^ss: £ 


msL n n 


fürF", J^+y4.- = l 

furF'", - f- + ;^ +;- = 1, oder, nach §. 114, 
ina « 

;r («— l)y 4 

Die Länge der Kantenlinien ist nun leicht zu berechnen, wenn wir die 
Coordinaten irgend eines Mitleleckpunctes, z.B. des Punotes P kennen, weil 

Px eine längere Polkante F, 

Px' eine kürzere Polkante X^ und 

Pz eine halbe Mittelkante Z 
ist. Zur Auffindung des Punctes P gelangen wir aber, wenn wir durch Gom- 
bination der beiden Gleichungen von F und F"' die Gleichqngen der Mittel- 
kante Ps bestimmen, und solche dann mit der Gleichung der Fläche F" com- 
biniren. 

Durch successive Addition und Subtraction der Gleichungen von F und 
F"' ergeben sich nämlich für die Mittelkante Pz die Gleichungen : 

1 + ^ = 1, und — ^ — \ + |^=0 

von denen uns die erstere lehrt, dass die Mittelkanten der Skaleno^der den 
secundären Hauptschnitten parallel sind. Verbinden wir diese Gleichungen 
mit der Gleichung von F", so erhalten wir als Coordinaten 

für den Punct F, a: ä ^ — - , y = « = 1 5 

dagegen sind die Coordinaten 

für den Punct x\ ;r = — »la, y = 0, ;y = 0, 

für den Punct x^ x^ JTia, y = 0, ;? =£ 0, 

für den Punct j:^, ^ss 0,ys=0, ^^ssl. 
Verbinden wir nun die Coordinaten des Punctes P successiv mit den Coordi- 
naten dieser anderen drei Puncto, nach Anleitung des Ausdruckes von </ in 
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§. 115, so erbalten wir, unter Beriicksicbtignng, dass Pz nur die halbe 
Mittelkante ist, folgende Längen der drei Kantenlinien: 

kürzere Polkante Ä = — ^ 

on 

längere Polkante Y=s—^ -^ — 

Mittelkante Z JJ^^?E^^±!Fl 

Eine Gleicbheit der beiden Kanten X und Z ist nnmöglich, so lange die Form 
noch wirklich ein Skalenoeder, oder so lange ^ > 1 ist. 

Berechnung der Kantenwinkel. 

Setzen wir in dem allgemeinen Ausdrucke von cosfV in §. 115 für a, b 
und c die Parameter der Fläche F, dagegen für a\ b' und c successiv die Pa- 
rameter der drei Flächen F\ F" und F'", so erhalten wir die Cosinus der 
drei Kantenwinkel mit folgenden Werthen : 

cosX= - 2mV(2w»-2w-l)+3y/^ 
— Ä 

cosF= ^ ^ — ^- ^- 

CO Z == -- ^^^^V+^^--^)-3«^ 

in denen abermals /f= 4»i*a*(«*--w-4-l)+3«* ist. 

Für die Cosinus der beiden halben Polkantenwinkel und den Sinus der 
halben Mittelkante findet man : 

cos^jr = — ,^-^, cosir= YK~' siniZ= j^ . 

tnP 
Was die Berechnung der Rhomboeder -^ betrifFt, so brauchen wir 

nur in denen für die Skalenoeder gefundenen Resultaten ;i = 1 zu setzen, um 
die dazu erforderlichen Formeln zu finden ; 

Kantenlinien 5 X=: f y^7w^a*-i-3 

r=|}/"4/wV-h3 

Z=zX 
Die Linie F ist jedoch nicht mehr eine Kantenlinie, sondern nur noch die ge- 
neigte Diagonale der Rhomboederflächen. 

2m^a^ 3 

Kanten Winkel ; cosJI'ss-t — 5-5 — = 

4/w'*a*-f-3 

cosr=-l, also r=180« 

cosZ = — cosJT. 

Setzt man dagegen in den für die Skalenoeder gefundenen Resultaten 
;2 = 2, so erhält man dieselben Ausdrücke^ welche oben in §. 120 für die 
Deuteropyramiden gefunden worden sind. Die Resultate der Ableitung 
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finden daher in denen der Berechnung ihre vollkommene Bestätigang, vnd der 
zwischen den Skaienoc^dern und den Denteropyramiden obwaltende Zasammen- 
haog folgt aus den Berechnungsformeln der Skaienoeder mit derselben Evi- 
denz, wie ans ihrer Abieitungs-Construction. Wie aber in d^r Ableitoog, so 
geht er auch in der Rechnung verloren , sobald man die Resultate der letzle- 
ren auf eine der secundären Ableitung entsprechende Weise darstellt. 

§.127. Fortsetzung; die drei Rhomboeder jedes 

Skalenoeders. 

In der Erscheinung eines jeden Skalenoeders ± — ^- geben sich ans un- 
mittelbar drei verschiedene Rhomboeder zu erkennen, welche durch die dreier- 
lei Kanten des Skalenoeders angezeigt sind. 

Das erste dieser Rhomboeder ist dasjenige, dessen Mittelkanten mit 
denen des Skalenoeders zusammenfallen, und welches wir bereits in §. 123 
als das eingeschriebene Rhomboeder, oder auch als das Rhomboeder der 

Mittelkanten von — ^ kennen gelernt haben, ohne uns jedoch dort auf eine 

Bestimmung seiner Dimensionen einzulassen. Das zweite Rhomboeder ist 
dasjenige, dessen Polkanten den kürzeren Polkanten, das dritte 
Rhomboeder endlich dasjenige, dessen Polka nten den längeren Polkan- 
ten des Skalenoeders parallel sind. Wir können also diese drei Rhomboe'der 
als das Rhomboeder der Mittelkanten , der kürzeren Polkanten und der län- 
geren Polkanten unterscheiden; auch lehrt uns eine einfache Betrachtung, 
dass die beiden ersteren zu dem Skaienoeder eine analoge oder gleiche Stel- 
lung besitzen werden, während sich das Rhomboeder der längeren Polkanten 
in antiloger oder verwendeter Stellung befindet. Es handelt sich jetzt noch 
darum, die krystallographischen Zeichen dieser drei Rhomboeder aus den Ab- 
leitungszablen m und n des Skalenoeders zu bestimmen. 

Was nun zuvörderst das Rhomboeder der Mittelkanten betrifft, so 
können wir seine Hauptaxenlänge unmittelbar aus der in §. 126 für den Mit- 
teleckponet P des Skalenoeders gefundenen Coordinate 

^ wa(2— «) 

ableiten. Es ist nämlich ein allgemein gütiges Verhältniss, dass in jedem 
Rhombof^der die Mitteleckpuncte um den drit ten Theil der haJben Haiiptaze 
über oder unter der Ebene der Basis liegen. Nun ist aber jener Mitteleckpunct 
des Skalenoeders, dessen Abstand von der Basis uns eben durch die Coordinate 
X bestimmt wird, zugleich ein Mitteleckpunct des eingeschriebnen Rhottboe- 
ders ; folglich muss die halbe Hauptaxe dieses Rhombol^ders den Werth 

n 
haben, woraus sich denn ergiebt, dass ±— ^^ ^R das krystallographische 

Zeichen des Rbomboeders der Mitlelkanten ist. 

14* 
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Die Zeichen der beiden anderen Rbomboeder finden sieb leicbt aas der 
Bedingong des Parallelismus ibrer Polkanten mit den Polkanten des Skaienoe- 
ders. Es sind nämlicb die Gieiebungen der über dem Sextanten der 4-y und 
-h^ fallenden Polkante eines jeden Rhomboeders ±mRt 

OD 

± — 7~ + Ä = 1, und y — j5 = 0. 
I» a 

Die Gieiebungen der beiden, über denselben Sextanten fallenden Polkanten 
des Skalenoeders —^ aber bestimmen sieb 


für die Polk. X\ 


h^ — =1, und y — jffsO, 


f/ia n 

fürdiePolk. Yx ^h-^??±1)- = 1, undy-Ä = 0. 

wa « ' a 

Hieraus folgt für den Paralielismus der Polkante des Rbombofe'ders 

mit JT, m'a : 1 = wia(2«— 1 ) : n 

mit F, m'a : l = »ia(«-4-l) : « 
Da sieb nun das Rbomboeder der kürzeren Polkanten in analoger, das 
Rbomboeder der längeren Polkanten aber in antiloger SteUung zu dem Ska- 
lenofe'der befindet, so werden die krystallographiscben Zeichen 

für das Rbomboeder der kürzeren Polk. = ± — ^R, 

n 

für das Rbomboeder der längeren Polk. = n: -^ ^R. 

n 

Das Zeichen des Rhomboeders der Mittelkanten aber war ± -^^^ ^R; da 

nun »H-l = (2»-l)+(2-w) ^ 

ist, so erhalten wir das Resultat, dass die Axe des Rhomboeders der längeren 
Polkanten der Summe der Axen der beiden anderen Rbomboeder gleich ist; 
ein Resultat, welches sowohl an und für sich, als auch in Bezug auf die ähn- 
liche Relation der drei zu jedem tetragonalen Skalenbeder gehörigen Spbe- 
noide (S. 159) merkwürdig ist. 

§.128. Fortsetzung; Berechnung des Skalenoeders aus dem 

secundären Zeichen mR/i. 

Wollen wir die in §. 126 für das Skalenoeder gefundenen Resultate so 
darstellen, dass sie sich auf das secundäre Zeichen desselben bezieben, so 

müssen wir zuvor untersuchen, wie sich die beiden Zeichen — ^ und rnRn 

zu einander verhalten und gegenseitig bestimmen. 

In dem secundären Zeichen mlXn bedeutet mK das RhomboHder der 

p_ 

Mittelkanten, oder das eingeschriebene Rhomboe'der des Skaleno^'ders —k-^ 

voa welchem wir so eben in §. 127 gesehen haben, dass seine Ableitungszahl 

m = • 

n 
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ist. Die Grösse n dagegen bedeutet diejenige Zahl, mit welcher m multipli- 
cirt werden muss, um auf die Hauptaxe des Skalenoeders gelangen zu lassen ; 
demnach ist 

mn ^= — = »i, und n = 


Hieraus ergiebt sich denn, dass 

die beiden aequivalenten Zeichen eines und desselben Skalenoeders 
sind, wenn das secundäre Zeichen durch die Ableitungszahlen des primi- 
tiven Zeichens ausgedrückt wird. Ist uns aber umgekehrt das secundäre 

mPfk 
Zeichen nAn gegeben, so bestimmen sich in dem primitiven Zeichen — ^ — 

die Werthe der Ableitungszahien zu 

m Ä iw», und n = , 

weshalb denn abermals 


miiP 


mhn und — ^ 

die beiden aequivalenten Zeichen eines und desselben Skalenofe'ders 
sind, wenn das primitive Zeichen durch die Ableitungszahlen des secun- 
dären Zeichens ausgedrückt wird. 

Wollen wir also irgend eine auf das primitive Zeichen — s— gegründete 

Berechnungsformel so darstellen, dass sie dem secundären Zeichen mRn ent- 
spricht, so haben wir in selbiger durchgängig für m den Werth m/t, und für n 

2n 
den Werth zu substituiren. Bringen wir diese Substitution für die in 

§. 126 gefundenen Resultate zur Ausführung, so gelangen wir auf folgende 
Berechnungsformeln : 

In jedem Skalenoe'der mRn bestimmen sich : 

4n 


der Co(^fBcient der Z wisch enaxen ^ gs= ■; 


3»+l ' 


die Kantenlinien; X = i/ mV(3fl-l/4-l2 , 

,. „ ^ . , , „ ^a»(3«*-6«-l)4.6 
die Kantenwinkel ; cosAsz — 

»iV(3»«+6«-l)H-6 ♦) 
cosF:= 2Ä 


*) lo der %, Aoflage meiner Anfangsgründe der Krystallographie steht darch einen 
Druckfehler — 6ii statt +Oif, 


tl4 
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cosZ= =s — ^^ 

in welchen Formeln Ä = »i*a*(3«*-|-l)+3 ist. 

Ferner ergeben sich die Proportionen : 

cos^JT : cos^F=;i+l : w— 1 

cosl^Jf : sin^Z = «+ 1 : 2n 

cos^F: sin^Z = 7i — 1 : 2« 

Die drei Rhomboe' der aber, welche uns in den Kanten eines jeden Skale- 

Bof;ders ±mRit gegeben sind, erhalten folgende Zeiehen: 

das Khoniboeder der Mittelkanteu ist ± mR^ 

das RhomboSder der kürzeren Polkanlen ist ±|^m(3n — 1)R, 

das Rhomboe'der der längeren Polkanten ist ^:^'77(3»H-1)R. 

f//P 
Für das Rhomboeder -^ ändert sich nur das Zeichen, und es ist daher 

abermals in jedem Rhomboeder mR : 

r=l 

A^=|-/»iV+3 


jr=i/4wV+3 
2mV--3 

An ra. Man ersiebt aus Obigem, dass auch die Berecbnungs form ein 
für die Skalenoeder eine etwas einfachere Gestalt annehmen, wenn die secun- 
däre Bezeichnung za Grunde gelegt wird ; und zwar ist diess nm so mehr der 
Fall, weil gewöhnlich auch m und n mit einfacheren Zahlwerthen bervortreten. 


§.129. Berechnung der Tritopyramiden. 

Die Tritopyramiden sind hexagonale Pyramiden, und die allgemeinen 
geometrischen Eigenschaften solcher Pyramiden sind ganz unabhängig 
von ihrer besonderen Fläcbenstellung ; daher ist denn die Berechnung der 
Tritopyramiden eine ziemlich einfache Aufgabe. 

Die Zwischenaxen haben denselben Werth, wie in der holoädriscbea 
Stammform mPn, Die Berechnung der Kanten linien, weiche der Pol- 
kante Ä und der Mittelkante Z angehören, hängt lediglich von der Bestim- 
mung eines Mitteleckpuncles, z. B. desPunctes P in beistehen- 
der Figur ab, in welcher y und z die Endpuncte der beiden 
gleichnamigen positiven Halbaxen bedeuten. Nun sind die 
Gleichungen der beiden Flächen Fund F' folgende: 



Fig. 74. 


fürF, - 
wia 

für F', - 
ma 


y 


n 
u 


= 1 


x-\-- =1, oder, nach §. 114, 


n 


^+(^yy+^ = i 


X 

ma. 


n 
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daher werden die Gleichungeii der beiden Mitteikanten Py und P» : 
für Py, J?=0, und yH — = 1 , 

fürP^, ;r=0, und^^Ili^ + Ä = l. 

n 

Subtrahiren wir diese Gleichungen von einander, so erhalten wir die Coordi- 

naten des Mitteieckpunctes P\ 

während die Goordinaten des Poleckpunctes x 

w s=s ma, y = 0, ^ := 
sind. Da nun die Poikanle Px von den beiden Puncten Pund x gebildet wird, 
während die Mittelkante dem Halbmesser der hexagonalen Basis, oder der 
Centrodistanz des Punctes P gleich ist, so bestimmen sich aus diesen Coordi* 
naten, nach den Formeln für J und D in §.115 

Poikanle jr= ^ ^^ 


y^»^— w-i-i 


Mittelk. Z = ~7=k ^ 


Was die Kantenwinkel betrifft, so ist einleuchtend, dass in dieser 

Hinsicht die Mitlelkante identisch mit der Miltelkanle von mPn, die Polkante 

dagegen identisch mit der Polkante des aus mP/i abgeleiteten Trapezoeders 

sein mass ; folglich wird 

2i»V(«*-«4-l)+3»* 
cosJl = ^^ jz 

^ 4ffiV(«2~«-+.l)-3Ä* 
cosZ = ^ ^ . 

wobei wiederum /r= 4wV(«*— «-|-l;+3«^ ist. 

Setzen wir in allen diesen Resultaten /i = l, odern=2, sogelangen 
wir auf diejenigen Formeln, welche in §. 120 für die Prolopyramiden und 
Denteropyramiden gefunden worden sind ; wodurch denn die in §• 124 über 
die anderweiten Effecte dieser Hemi^drie ausgesprochenen Folgerungen voll- 
kommen bestätigt werden. 


Tetartoödrische Formen des HexagonalsystemB. 

§. 130. Allgemeine Bemerkung. 

Wie bei der Hemiiidrie, so scheint auch bei der Tetartoedrie die zu An* 
fang von §. 121 erwähnte Gliederung der dihexagonalen Pyramiden be- 
rücksichtigt werden zu müssen, so dass also von je vier, über einem Sex- 
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taDten der Basis gelegenen Flächen allemal eine^zoriickbleibt, während die 
drei anderen verschwinden. Unter dieser Voraussetzung sind aber nur zwei 
Modalitäten der Tetarto^'drie möglich. Es wird nämlich für die abwech- 
selnden Glieder jedenfalls der Gegensatz von oben und unten eintreten, 
indem in dreien derselben eine obere, in dreien eine untere Fläche die blei- 
bende ist ; dabei können jedoch die oberen zu den unteren Flächen in Bezug 
auf rechts und links entweder eine gleichsinnige, oder eine wider- 
sinnige Lage haben. Sonach ergeben sich denn zwei Arten der Tetartoe- 
drie, welche wir nach den Resultaten, welche sie für die Erscheinungsweise 
der verschiedenen Formen zur Folge haben, durch die Namen der r bomb oe- 
drischen und der trapezoedrischen oder auch trigonotypen Te- 
tartofe'drie unterscheiden können. 

Da die Tetartoedrie nur das symmetrisch vertheilte Viertel aller Flä- 
chen der Stammform niSn in Anspruch nimmt, während die Hemiedrie die 
symmetrisch vertheilte Hälfte derselben fordert, so werden wir auch die 
Resultate jener aus den Resultaten dieser ableiten können, indem wir die 
letzteren einer abermaligen Hemiedrie unterwerfen. Und so verhält es sich 
auch in der That. Wir gelangen nämlich auf das Product der rhomboe dri- 
sch en Tetartoedrie, wenn wir uns entweder die Tritopyramiden oder die 
Skalenoeder nur mit ihren abwechselnden einzelnen Flächen ausgebildet den- 
ken; und wir gelangen auf das Product der trigonotypen Tetartoedrie, 
wenn wir uns vorstellen, dass entweder die Skalenoeder oder die Trapezoe- 
der nur noch mit ihren an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen Flä- 
chenpaaren, oder auch, dass die durch die trigonotype Hemi^'drie geliefer- 
ten ditrigonalen Pyramiden nur noch mit ihren abwechselnden einzelnen 
Flächen ausgebildet sind. Da nun diese Auffassung der Tetartoedrie, als einer 
wiederholten Hemiedrie, ihre Betrachtung etwas vereinfacht, so wollen 
wir solche auch im Folgenden zu Grunde legen. 

§. 131. Rhomboe'drische Tetartoedrie. 

Wenn in den auf einander folgenden Gliedern einer dihexagonalen Py* 
ramide mP» abwechselnd eine obere und eine untere Fläche, aber durchaus 
nur rechts, oder nur links liegende Flächen ausgebildet sind, so verwandelt 
sich die Pyramide in ein Rhomboeder, und zwar in ein Rhomboeder der 
dritten Art, welches sich durch seine Flächenstellung eben so von den he- 
miedrischen Rhomboe'dern des §. 122, wie von anderen, weiter unten zu er- 
wähnenden Rhomboedern unterscheidet* 

Genau dasselbe Rhomboeder kommt zum Vorschein, wenn von einer Tri- 

topyramide -j— 5— oder^—^ nur die abwechselnden einzelnen Flächen 

zur Ausbildung gelangt sind, welche in ihrer Vertheilung der so eben ausge- 
sprochenen Regel der Tetarto^'drie vollkommen entsprechen. Da nun eine 
jede hexagonale Pyramide durch Vergrösserung ihrer abwechselnden Flä- 
chen in ein Rhomboeder übergeht, so begreift man, dass und warum die tetar- 


TetartoSdrisehe Formen. 817 

to^fdrisebe Form wirklieh ein RhombofSder der dritten Art seip muss. Die 
krystallographiscben Zeichen der vier, aus einer und derselben dihexagonalen 

Pyramide abzuleitenden Rhomboeder lassen sich ±t--7— und it;*— r- schrei- 
ben, weil diese correlaten Formen nur durch ihre Stellung verschieden sind. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen, welche dasselbe Gesetz der Tetar- 
io^'drie auf die übrigen holoedrischen Formen ausübt'*'), so erhalten wir fol- 
gende Resultate. 

Die Protopyramiden mP verwandeln sich in Rhomboe'der, welche 

eigentlich -j- bezeichnet werden müssen, in ihrer Erscheinung aber sich gar 

nicht von den hemiedrischen Rhomboedern -^ oder mK unterscheiden, ob< 

wohl ihre Flächen nur als die rechten oder linken Flächenbälflen dieser letz- 
teren zu deuten sind. 

Die Deuieropyramiden 0iP2 verwandeln sich gleichfalls in Rhom- 
boeder, und zwar in Rhomboe'der der zweiten Art, denen daher das 

iftP2 

Zeichen —r- zukommt, und deren Flächen eigentlich auch nur als die ver- 

grösserten abwechselnden Flächenhäinen von mP2 zu denken sind. 

Die dihexagonalen Prismen ooP;i verwandein sich in hexago- 
nale Prismen der dritten Art oder in Tritoprismen, welche in ihrer Er- 
scheinang mit den hemiedrischen Tritoprismen des §. 124 vollkommen tiber^ 
einstimmen, sieh aber von selbigen durch die Bedeutung ihrer Flächen unter- 
scheiden. 

Das Protoprisma ooP und das Deuteroprisma c6P% bleiben 
scheinbar ganz unverändert, obwohl eigentlich jede ihrer Flächen nur als das 
zur weiteren Ausdehnung gelangte Viertel einer ganzen Fläche gedeutet wer- 
den muss. 

Ueberhaupt also erhalten wir für das Hexagonalsystem in seiner rhom- 
boedrischen Tetarloedrie das Resultat, dass die sämmtlichen Pyramiden als 
Rhomboeder, die sämmtlichen Prismen aber als hexagonale Prismen 
erscheinen, und dass sowohl jene Rhomboeder als auch diese Prismen Formen 
der ersten, zweiten und dritten Art sind, je nachdem sie aus der Grundreihe, 
aus der Gränzreihe, oder von dihexagonalen Formen abstammen. 

§. 132. Berechnung der tetartoedrischeu Rhomboeder. 

Wir werden die Berechnung der aus mPn abgeleiteten tetartoedrischeu 
Rhomboeder am leichtesten ausführen, wenn wir sie als hemiedrische Formen 


*) Bei dieser Untersuchuni; ist es vortheilhaft, eine jede Form dorch eine angemes- 
seoe Tbeilaog ihrer Flächen aaf eioe zwölfseitif^e Pyramide zarttckzufübren, and daon 
far ihre 24 Flächen Felder bnchstäblichgenaa das za Anfang des Paragraphen aus- 
gesprochene Gesetz der Vertheilung eintreten za lassen. 
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der Tritopyramiden betrachten. Es sei also in naebstehender Figur die Pyra- 
mide eine solche hexagonale Pyramide der dritten Art, und das daaeben be- 
findliche Rhombofe'der dasjenige, welches aus ihr durch Vergrösserung der ab- 
wechselnden Flächen F, F\ F" u. s.w. ab- 
geleitet werden kann. Wenn nun y, z und 
u die Endpuncte der gleich namigen positiven 
Halbaxen sind, so bestimmen sich die Glei- 
chungen der beiden vorderen oberen Flächen 
des RhomboMers, wie folgt : 




Fij. 76. 


rdrF, 

X 

ma 

-•-y 

z 
n 

»1 


für F\ 

X 

ma. 

-Hll ■ 

n 

Bl,oder,iiaeh§. 

114, 


X 


(» 

-1)-_l 
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Durch Combination dieser Gleichungen erhalten wir die Gleichungen der Pol- 
kantenlinie Px des Rhomboe'ders : 

X (w^— «-4-l)g _. . y ^ _Q 

iwa «(w+l) ' 2—« w+l 

Da nun in j e d e m Rhomboeder die Mitteleckpuncte genau um ^ der halben Haupt- 
axe über oder unter der Basis liegen, so ist offenbar P derjenige Punct der 
Polkantenlinie Px^ für welchen x = pna ; setzt man diesen Werth in die 
erste Gleichung dieser Linie, so erhält man die Coordinate Zy und dann aus 
der zweiten Gleichung die Coordinate y, überhaupt also für den Punct P die 

Coordinaten : 

_ _ 2ii(2— ») _ 2ii(;t-f-l) 

der Punct x aber hat die Coordinaten : 
x=smsLy y=0, z = 0. 
Hieraus bestimmt sich denn, nach der Formel für J in §. 115, 

PoIkantcnUoie v_2/.W-».H)4:3^ 

3|/;,2-„ + l 

Um endlich den Cosinus dieser Kante zu finden, dazu haben wir in dem all- 
gemeinen Ausdrucke von cos^f^in §. 115 für <7, b und c die Parameter der 
Fläche F, für a\ V und c die Parameter der Fläche F* einzuselzen, wodurch 


sich 


cosJl = 


4iw^a*(w*—«+ 1)4-3»* 
bestimmt. 

Setzt man in diesen Formeln von X und cosJir »s=l, so gelangt man auf 
diejenigen Formeln, welche in §, 126 für die Rhomboeder der ersten Art 
gefunden worden sind, zum Beweise, dass die aus mP abgeleitete tetartoe- 

drische Form in ihrer Gestalt wirklich mit dem Rhomboeder -^ oder mR 
Übereinstimmt. 
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Setzt man dagegen i8=s2, so erhält man für die Rbombo^der der zwei - 
po 

tenArt — r— > 2ils die tetartoSdrischen FormeQ der Deuteropyramiden : 


Polkanteolinie Al'ssf }/w*?Hh4 

iw V-2 

Für m s oo gelangt man auf die Winkel eines bexagonalen Pr&mas, so dass 
dib Resultate der Rechnung dasjenige vollkommen bestätigen, was in §. 131 
(ibef die Wirkungen dieser Tetarto^^drie gesagt worden ist. 


§. 133. Trigonotype oder trapezoe'drische Tetartoe'drie. 

Wenn in den auf einander folgenden Gliedern einer dihexagonalen Py- 
ramide mPh abwechselnd eine obere und eine untere Fläche ausgebildet ist, 
welche gegenseitig nach rechts und links eine widersinnige Lage haben, 
so verwandelt sich die zwölfseitige Pyramide in ein trigonales Trape- 
zoe'der. Es macht sich also hier gleichzeitig der Gegensatz von oben und 
unten, so wie von rechts und links geltend, während bei der rhomboc^drischen 
Tetarto^drie nur der erslere Gegensatz eintrat. 

Wir erhalten genau dieselbe Form, wenn wir an einem hexagonalen 

Skalenoeder — ^— die an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen Flächen- 
paare allein ausgebildet denken, indem die so bestimmten Flächen in ihrer 
Lage dem so eben ausgesprochenen Gesetze der Tctartoedrie vollkommen 

JTiPn 
entsprechen. Jedes Skalenoeder —ä— liefert also zwei correlate Irigonale 





Trapezofe'der, wie aus vorstehender Figur zu ersehen ist, während natürlich 
die dihexagonale Pyramide mPn, als die eigentliche holoedrische Stammform, 
vier dergleichen Trapezoeder bedingt. — Diese Trapezoeder sind von 6 
gleichschenkeligen Trapezoiden umschlossene Formen, mit 3 längeren stum- 
pferen, und 3 kürzeren schärferen Mitlelkanten, welche im Zickzack auf- und 
absteigen ; ihr Mittelquerschnitt ist ein Ditrfgon, während alle, in derselben 
Gestalthälfte zwischen dem Polecke und den Mittelecken gedachte Querschnitte 
gleichseitige Dreiecke oder Trigone sind. Je zwei correlate, d. h. aus dem- 
selben Skaleno^'der abgeleitete Trapezoe'der sind enantiomorph, oder ver- 
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schieden wie ein paar rechts und links gebildete Körper. Daher werden 
die kryslaUographischen Zeichen der vier, aus einer und derselben dibezago- 

nalen Pyramide mVn hervorgehenden Trapezoe'der ± d—^ und ± /— «— zu 

schreiben sein. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen derselben Tetarto(^drie auf die übri- 
gen holo&'dris(|ien Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die P r 1 p y r a m i d e n mV verwandeln sich inRhombo^der, welche 
in ihrer Gestalt vollkommen mit den hemiSdrischen Rhomboedern f»R über- 
einstimmen, sich aber durch die Bedeutung ihrer Flächen, und den ihnen da- 
durch aufgeprägten Charakter der Enantiomorpbie wesentlich unterscheiden. 

Die Deuteropyramid en 7aP2 verwandeln sich in trigonale Py- 
ramiden, indem sie nur noch mit denen an den abwechselnden Mittelkanten 
gelegenen Flächenpaaren ausgebildet sind; diese Pyramiden erscheinen ge- 
rade so, wie die gleichnamigen Producte der trigonotypen Hemiedrie (§. 124), 
unterliegen aber einer verschiedenen Bedeutung ihrer Flächen, und kraft die- 
ser dem Verhältnisse der Enantiomorpbie. 

Die dihezagonalen Prismen ooVn erscheinen nur noch mit ihren 
abwechselnden Flächenpaaren, als ditrigonale Prismen, welche sich 
von den gleichnamigen Producten der trigonotypen Hemie'drie dadurch unter- 
scheiden, ilass ihre abwechselnden einzelnen Flächen zugleich als obere und 
untere, sowie als rechte und linke verschieden sind. 

Das Protopri sroa ooP bleibt scheinbar unverändert, obgleich sich 
auch für seine Flächen eine ganz andere Bedeutung geltend macht, indem 
z. B. die drei abwechselnden als obere rechte , die dazwischen liegenden als 
untere linke vorgestellt werden müssen, u. s. w. 

Das Deuteroprisma odP2 erscheint nur noch als trigonales Pris- 
m a , mit seinen abwechselnden drei Flächen, deren Bedeutung jedoch eben- 
falls eine andere ist^ als in dem gleichnamigen Producte der trigonotypen He- 
miedrie. 

Das Pinakoid bleibt, wie immer, unverändert. 

A n m . 1 . Wir nennen diese Tetart oedrie die trapezoedrische nach 
dem Producte, welches sie aus der dihexagonaten Pyramide liefert, die trigo- 
notype dagegen, weil sie, eben so wie die gleichnamige und mit ihr sehr nahe 
verwandte Hemiedrie, die Ausbildung von trigonalen Pyramiden und Prismen, 
und überhaupt von solchen Formen veranlasst, deren Querschnitte Trigone und 
Ditrigone sind. Die Analogie zwischen ihr und der rhombotypen Tetartoe- 
drie des Tetragonalsystems ist so in die Augen fallend, dass sie keiner weiteren 
Erörterung bedarf. 

Anm.2. Dass unsderQuarz, dieses so wichtige und interessante Mineral, io 
seinen Krystaüformen die Gesetze der trapezoedrischen Tetartoedrie verwirkliebt 
zeigt, diess habe ich bereits im Jahre 1 830, in meinem Lehrbuche der Rrystallo- 
graphie, und in allen meinen späteren Schriften geltend zu machen gesucht. In 
der Tbat lassen sich, (unter Berücksichtigung der \on Haidinger und G. Rose so 
vortrefiflich nachgewiesenen Zwillingsbildung, und des bisweitigen simul- 
tanen Auftretens correlater Formen), alle morphologischen Eigenthüm- 
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lichkeiten des Quarzes ans dieser TeUrtoedrie sovollstllodig erklttreo, dass 
es eiDigermaassen aoffallen mass, jeoe von mir zuerst gegebene und , wie ich 
glaube^ natargemässe loterpretation der Quarzformeo so weoig berücksichtigt 
zu sehen. Die Krystallreihe des Quarzes ist weder eine holoedrische, noch eine 

hemiedrische , sondern eine tetartoedrische , und daher das Rhombo^der r-- 

p 
oder l-r als ihre eigenth'che Grundform , dagegen die Pjrramide P nur als die 

holoedrische Stammform dieser Grundgestalt aufzuführen. 


§. 134. Berechnung der trigonalen Trapezo^'der. 

Wir gelangen auf dem kürzesten Wege zur Berechnung der trigonalen 
Trapezoeder, wenn wir sie als hemi^'drische Formen der Skalenoeder be- 
trachten. In beistehender Figur sehen wir links ein SkaleuoSder, von dessen 

au den abwechselnden Mitielkanten 
gelegenen Flächenpaaren das rechts 
befindliche TrapezoiSder gebildet wird. 
An einem solchen Trapezoeder haben 
wir dreierlei Kanten zu unterscheid 
den, nämlich 
die Polkanten X 
die längeren Mittelkanten Z, 
Piff» 7^9 die kürzeren Ifittelkanten Z\ 

Um nun zuvörderst die Längen der Kantenlinien berechnen zu kön- 
nen, dazu bedürfen wir nur irgend eines Mitteleckpunctes, z. B. des Punctes 
P, welcher der Durchschnittspunct der Mittelkante Pz mit der Fläche F' ist; 
da nun diese Mittelkante die Durchschnittslinie der beiden Flächen F und F" 
ist, so müssen wir von den Gleichungen der drei Flächen F, F' und F" aus- 
gehen ; diese sind 




furF, 
für F\ 


X 

wiä. ^ 


-=1 

n 


— -f-w — ^ 5s 1, oder, nach §. 114, 
iwa « 

^ y («— 1> _ j 


ma 


n 


n 


für F'\ --i-tt-i--==l, oder, nach §. 114, 

wa « 

_ £__(«— l)y^^ _j 
ma n n 

Durch successive Addition und Snbtraction der Gleichungen von F und F 
erhalten wir die Gleichungen der Mittelkante Px 


I» 


X 


^-f-jsfssn, und — .« .. . « 
2 iwa(2/i— 1) Z» 


f =0; 
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Combiniren wir diese mil der Gleichung der Fläche F^ so gelangen wir auf 
die Coordinaten 

für den Pnnct P, x 3^ ^a(2«^1l)(2-;g) ^ ^ _ iC^^^n), 5^=-|(»+l). 

Dagegen sind die Coordinaten 

für den Punct ;r, ;r = 9»a, y = 0, z=iQ\ 

für den Punct 21, ^ s 0, x =: 0, u =s 1 , oder, nach §. 1 14, 

Den Punct ;5 bestimmen wir, indem wir in der Gleichung der Mittelkante Pz 
.r sr setzen ; also werden die Coordinaten 

für den Punct »^ j? = 0, y = 0, z^ssn. 
Es wird aber begränzt 

die Polkante Px von den Poncten P und x^ 

die halbe Mittelkante Pu von den Puncten P und u^ 

die halbe Mittelkante P^ von den Poncten P und x. 
Substituiren wir also in dem allgemeinem Ausdrucke von J in §. 115 für a, b 
und c die Coordinaten des Punctes P, für a', b' und c' successiv die Coordi- 
naten der drei Puncte x^ u und »^ so erhalten wir, unter BerücksicbtigaDg 
das9 Pu und Ps nur die halben Mittelkanten sind, für die dreierlei Kanten- 
linieu folgende Werthe : 

Polkaote^ ^ 2]^^ W-«-Hl)--H3gV--«j^ 

0/2 


Mittelkante Z' = ^^^-''> ^ »"^ "-t)'-H3«' 

6n 

Was endlich die Kantenwinkel betrüBl, so ist es einleuchtend, dass 

wiPn 
die Polkante ^mit der Polkante der Rhomboeder —7— in §. 132, und dass die 

?äPw' 
Mittelkante Z mit der Mittelkante der Skalenoeder —^ in §. 126 identisch 

ist ; wir haben daher nur noch die Mittelkante Z* nach dem allgemeinen Aus- 
drucke von cos^in §. 115 zu berechnen, indem wir für a, b und c die Pa- 
rameter der Fläche F, für «', b' und c' die Parameter der Fläche F" ein- 
setzen, und erhalten so überhaupt : 

cosJT = ^ jz = cos^ in §. 132, 

• 2»iV(7i*+2/i-2)-3«« „. ^ ,^^ 

cosZ = ^ jz '- = eosZ m §. 126, 

2mV(2n'^-2«-l)+3»2 
cosZ = ^^ ^ 

worin /f = 4wiV(«*— «-|-l)-|-3w* ist. 

Setzt man in diesen, für die Trapezo(;der gefundenen Ausdrücken n = 1, 

so gelangt man auf das Resultat, dass Z = Z' = Jir=:f y^m^a'+3, und dass 


CombinatioDen. 

cos^ = 7—5-0 — 5 9 cosZ == cosZ' s= — COSÄy 

niP 

welches die oben in §. 126 für die Rhomboeder -^ oder ?nR gefundenen For- 

oieln sind. 

Setzt man dagegen n = 2, so erhält man, ganz in Uebereinstimmung mit 
den Resultaten der Ableitung, die Formeln für die trigonalen Pyramiden, 
nämlich 

jr= /wV+4 , Z = 2/3, Z' = 05 
^ i»V— 2 ^ i«V— 1 

COS^ » <>. o a . ^ v ? COSZ Ä ^"2 — . 

Setzt man endlich m = cx), so bekommt man für die Seitenkanten des 
ditrigonalen Prismas, welche den Kanten Z und Z' entsprechen : 

«*-l-2« 2 

cosZ = — aj~, r\ = cosJT in §. 120, 

2(«^— »+1) ^ 

^, 2n*-2«-l 

welche beide für n = 1 auf Z = Z' =: 120^ dagegen für n = 2 auf Z = 180^ 
ond Z'=:60^ fuhren; zum Beweise, dass das Prisma ooP unrerändert bleibt, 
während das Prisma ooP2 als trigonales Prisma auftritt. 


iunftee Copttel. 
Combinationeii des HezagonalsysteinB. 

§. 135. Eintheilung derselben. 

Die Gombinationen des Hexagonalsystems unterscheiden sich als holofe'dri- 
sche, hemiedrische und tetartoe'drische, je nachdem diese oder jene Aasbildungs- 
weise der Formen Statt findet. Da nun die holoedrische und die rhombo^'drisch- 
hemiedrische Ausbildung des Systems diejenigen beiden sind, denen wir in 
der Natur am häufigsten begegnen, so werden wir uns ^vorzüglich mit ihnen 
zu beschäftigen haben. 

Die meisten hexagonal krystallisirenden Körper sind der rbomboedri- 
schen Hemi^'drie unterworfen, und nur wenige lassen eine wirkliche holoe- 
drische Gestaltung erkennen. Die pyramidale Hemi^drie kommt am Apatite 
vor; die trapezoedrische und die trigonoiype Hemi^drie aber hat man noch 
gar nicht beobachtet, indem diejenigen Combinationen des Quarzes, welche 
allenfalls so gedeutet werden könnten, theils durch eine simultane Ausbildung 
zweier correlater tetartoedrischer Formen *), theils durch eine Zwillingsbil- 


*) Wie z. B. die von G. Bote in seiner Abhandlanf^ Fig. 50 dargestellten Qnarz- 
krystalle aas Brasilien und die analog gebildeten von den Färöern, welche dassell^e trigo- 
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düng zu erklären sind. Die rhomboedrische Tetartoe'drie ist am Titaneisea- 
erz, am Dioptas und am Phenakit*), die trigonotype Tetartoe'drie aber bis 
jetzt nur am Quarze erkannt worden. 

Von den hemiedrischen Combinationen bätten wir also, nächst den so 
ausserordentlich häufigen rhomboedriscben , nur noch die pyramidalen des 
Apatites zu berücksichtigen. Da jedoch diese lediglich durch die eigenlbüm- 
liche Erscheinungsweise der dihexagonalen Pyramiden und Prismen, also sol- 
cher Formen charakterisirt sind, welche am Apatite stets untergeordnet auf- 
treten, während die vorwaltenden Formen theils Protopyramiden, theils Deu- 
teropyramiden nebst den Gränzformen OP, ooP und (X>P2 sind, so bedarf es 
auch blos der Bemerkung, dass in den Combinationen des Apatites die Pyra- 
miden mVn und die Prismen ooVn nur entweder mit ihren rechten, oder mit 
ihren linken, also nur mit denen auf einer Seite eines jeden primären Haupt- 
schnittes gelegenen Flächen ausgebildet sind ; während die Bestimmung der 
betreffenden Formen nach denselben Regeln zu geben ist, wie in den holoe- 
drischen Combinationen. 

§. 136. Theorie der holoedrischen Combinationen. 

Wie selten auch dihexagonale Pyramiden überhaupt vorkommen , und 
wie untergeordnet sie gewöhnlich ausgebildet zu sein pflegen, so unterliegt es 
doch keinem Zweifel, dass die allgemeine Theorie der binären Combinationen 
auf die Combination zweier solcher Pyramiden gegründet werden muss. Den- 
ken wir uns also eine vorherrschende Pyramide mVn^ und eine untergeord- 
nete m)?n\ so haben wir zu untersuchen, welche Veränderungen die erstere 
durch die Flächen der letzteren erleiden kann. Es sind offenbar dieselben 
sechs Veränderungen, die wir in §. 103 für eine vorherrschende ditetragonale 
Pyramide kennen gelernt haben , nur dass die dort erwähnte SBächige Zu- 
spitzung jetzt als eine 12flächige Zuspitzung erscheint, nämlich: 

1. eine Zuschärfung der primären Polkanten, 

2. eine Zuschärfung der secundären Polkanten, 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, 

4. eine zwölfflächige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der secundären Mittelecke. 

Wenn wir uns nun beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen reducirt 
denken, so werden die Bedingungen, welche diese sechs Combinations-Ver- 
hältnisse bestimmen, abermals wesentlich von den Grössen der beiderlei 
Hauptaxen h und h\ und der beiderlei Zwischenaxen r und r abhängen, und 


nale Trapezoeder gleichzeitig rechts und links aasgebildet zeigen, so dass beide zagteicfa 
ein Skalenoeder reprodociren. Diese Krystalie sind wohl nicht als Zwiltingskrys lalle, 
sondern nur so zu erklären, wie z. B. die Oktaeder der Zinkblende , welche dorch simal- 
tane und gleichm'ässige Aosbildung beider Tetraeder entstehen. 

*) Zumal an den Varietäten von Framont^ an denen Beyrich sie zuerst nachgewie- 
sen hat. 


dombinalipoeok 

sich biicb«täbiicb als .dieselben btoauasteUen, deren- inähere Erörterung in 
§. 103 gegeben wurde« Es ergiebt sieh nämlich 

1. eine ZoschSrfung der prim. Polk., wenn A'srtA, ünd'/>rf * • 

2. eine Zuschärfung der sec. Polk., wenn g' =t y, und / <^, Wobei aber- 

* h ' V ' ' ' 

mals AT ^ — , und g =: -j z <.^..- 

. r ' r 

3. ^ne Zu^ohärfung der|lliUelk,| lyen» r, ?= r, und h' >^4 ,, ., , 

4. eine 12fläcbige Zu$|p, der Pptecif, w/?u»X < Ai pnd g Kgii ' . . „i 

5. eine 4flächige Zusp. der prim. Mittelecke, wenn k' > A, und r >'r; 

6. eine 4flächige Zusp. der sec. Mittelecke, wenn^' ^•?9. ^^^ ^' '^ ^* 
Auch ist wiederum A' > = < ä, wenn m' > = < iw, 

... r'>,s* <r^ wenn »',>.??3.<^,.,., , ./ .... ,: 

> = <y, wenn— 5^-j^ — ^ > = < — ^^ 

: n ,f . . ■ n ..I. '. ( 

nnd wir erbaJtfen <dliher abermals. für iM angeführten seehs Combinationtf-Vetf^- 
hältnisse folgende Regeln : ''. 

Au jed^ dibexagMaleu Pyraniide mPn bildei eiie aweite id«rgliicben 
Pyramide m^««-': i 

1. eine Zus^faSrfung dar primären Potkinten K\ Wenfn rrl^m^yKtA »'>/;>; 
%, eine Zuacb^rfupg . der. sepunj^ärc^^ Polkajoiep Yi .. weni^ . ■ ■■ .> ,; ■■ , t?- 


w(«-f-l) j / ^ , k / ^ 

— ^- — r-^, »od » <ii, aka^an^bi^ <«; 


1. . . . .1 I : |> 


I 


n 
3. eine Zuschärfung der Mittelkantett Z; wetiu n ^n, tindV> w; " 

4« eiiie:zwöU]Bäohige.Zufipitsttlig{dei? Poleokei, .wenn Nl'<,iMvJ)iid if^t^jin/ 

'/ • A< ' • ■ .' i--:" * . •• • ;• .. .' ,',''• ;. , j. ,■{!• '•• ,|, 'I, // 

^.-21^ — ^, wobei »> tttts<n «ein kann 5 • ..... . .1, 

5. eine Yi^flächige Zu^pitzui^g 4^1* primären Mittelecke, wenn m\>i»i .lind 
n >n\mi .' " i < • « •• .. •• -.. 

6. eine TierBächige Zuspitzung der seeuudären MHtdeoke^ wenn ■■' )i>ii > nf 

.,, . ^ minrh.l) ^ ttnd «'<)».' ' ■■ • ■' •••■■■•• ' . .':.. ".:.>-,...- 

In diesen sechs Regeln ist abermals die ganze Theorie der holoedrischen Com- 
binationen enthalten, indem man nur für i», n, m uqd ri die entsprechenden 
Werthe einzuführen braucht, um die Cöinbinätions-Verhäilni^äe irgend^iü^ier 
anderer Föhnen zu erscbliessen. D^bei macht' sich gegen' da^ Tetragonal- 

aystem *to»..der ün»ewWß4 ge|t^|id,. da$s,^PW9W.ffli?!^ W^!^i»',/*^eo^^^ >2 
werden können ^ ifi^ährend dieselben beiden Ableitungszahlen in dem genann- 


»b: 


' ' * n M , • . : u « 1 .1 1 . > I 


ten Sy^t^inö erst mit öo ihren Gränzwerth erreiehenr 

Anaiv Wollen «w z. B* wisse»,. iMekb^ Vertfi^dppaog^ l$jpe^,)^rofppyf$l- 
> midemPdtardi eine DenterepyrtaiidfjWi'P^. erl<^iden Ji^n^^ so (^heo; ?^ir.7)L}{^- 
raekaiebtigea^.dassdano.^iiirii^li ^\f^\^\^\ Palle,Nr.,,l;| 4.i^nd |j pi^ög(ic<i sipd, 

Namnanii^s Krystallograpbie. 1^ 


Hezagoialsjrtten . 

weil ja Ji' > II ist. Da non die untergeordoete Form sieht mehr eine zwOlfiwi- 
tige, sondern eine sechsseitige Pyramide ist, so gelangen wir auf die Folgerung, 
dass mP durch fnP2 flberbaopt dreierleiVeränderangen erleiden kann, nJUnüch: 
eine Abstumpfong der Polkanten, wenn tri s= in, 
eine secbsflSIchige Zaspitzang der Polecke, wenn m < m, und 
eine Znscbärfung der Mittelecke, wenn m' > m ; 
wobei in allen Fällen die Flächen von mV2 aaf die Pblkanten von mP aufge- 
setzt sein werden. Anf ähnliche Weise lassen sich flBrje zwei andere Pormeo 
die ihnen zukommenden Gombinations-Erscheinungen bestimmen. 

§. 137. Rhombo^drische Combiaationea. 

Wenn wir von rhombo^drischen Combinationen schlechthin spre- 
chen, so sind damit allemal rhomboedrisch-hemi^'drische Combinationen 
gemeint, gerade so wie wir die Krystallreihe eines Minerals eine rhomboe- 
drische nennen, um auszudrücken, dass sie den Gesetzender rhomboddrischen 
Hemie'drie unterliegt. 

Rhomboedrische Combinationen sind also diejed^en Combinationen des 
Hexagonalsystems, in welchen die Protopyramiden als Rhombol^der, und die 
dihexagonalen Pyramiden als Skaleiioeder, alle übrigen Formen aber mit ihrer 
vollen Fiächenzahl erscheinen. Da wir nun in der Lehre von der Ableitung 
und Bezeichnung die Skalenoeder von einem zweifachen Gesichtspuncte aus 
dargestellt haben, indem wir dabei einerseits ihre ursprünglichen Beziehungen 
zu den dihexagonalen Pyramiden, anderseits gewisse Beziehungen zu deu 
Rhomboedern in das Auge fassten, so fragt es sich, welche von beiden An- 
sichten wir bei der Combinationsiehre zu Grunde legen sollen. Wegen der 
grösseren Anschaulichkeit und Einfachheit der secnndären Ableitung würden 
wir derselben jedenfalls den Vorzug geben , wenn nicht bei ihrer Anwendung 
der Zusammenhang der Deuteropyramiden mit den Rhomboedern und Skale- 
no^'dem gänzlich verloren ginge; ein Zusammenhang, den wir wegen des 
nicht seltenen Vorkommens jener Pyramiden in rhomboedrischen Combina- 
tionen ja nicht aus dem Auge verlieren dürfen. Um daher beiden Anforde- 
rungen Genüge zu leisten, sind wir genöthigt, die Combinatiofisregeln zuvör- 
derst für die primitive Ableitung und Bezeichnung aufzusuchen, und nachher 
sämmtliche auf die Skalenoeder bezügliche Regeln in die Sprache der secun- 
dären Ableitung zu übersetzen. 

§• 138. Theorie der rhomboedrischen Combinationen bei 
Anwendung der primitiven Bezeichnung. 

Die Theorie der binären rhomboedrischen Combinationen bersbt auf den 

m9n m'Pn 
Combinationsgesetzen zweier Skalenoeder —^ und- ^ . > ^^^ welche wir 

jedoch, wie für alle hemiedrischen Formen, die zweifache Stellung zn berück- 
sichtigen haben. Die Verhältnisse, unter denen sich zwei Skafaeno<$der com- 
biniren können, werden aber wesentlich dnrch die gegenseitig« Lage 


ihrer gleichDainigen Kanten bestimmt, wekbe wkdemm von gewissen 

Winkeln abhängig ist. Bezeichnen wir nämlich in irgend einem Skalenoeder 

mPn 

-5— den Neigungswinkel 

der längeren Polkante zur Hanptaxe mit a, 

der kürzereu Polkanle zur Hauptaxe mit /?, und 

der Mittelkante gegen die Basis mit ^, 

so bestimmen sich die Cotangenten dieser Winkel, wie folgt : 

ma(«-l-l) 
cot« = — ^^ , 
nyo 

»ia(2«— 1) 
»ia(2— «) 

""'y = -^73- • 

Bezeichnen wir eben so in d^m zweiten SJcalenoeii^r — h — did aiiälogen Win- 
kel mit a\ ß' nski /, so gelten für die Cotaqgenten dieser WJAkel diesel- 
ben Wertba mit m und n\ statt mit »9 und 13. Die VerändenMa^en al^er, 
welche das vorwaltende Skalenoeder durch die Flächeu des untargeordn^^i^ 
erleiden kann, bestimmen sich wßsientlich durch die Verhältnisse dieser bei- 
derseitigen Winkel. 

I. Befinden sich nämlich beide Formen in gleicher oder analoger 
Stellung, dann sind folgende sechs Combinations-Erscheinungen möglich ; die 

vorherrschende Form ^— «— erleidet durch die untergeordnete Form ± — ^ — • 

1. eine Zuschärfung der längeren oder stumpferen Polkanten, wenn as=a^ 
und/?'>j8| 

2. eine Zuschärfung der kürzeren oder schärferen Polkanten, wenn /?'=/?, 
und a' > a 5 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn / s /, und a' < a ; 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn a > er, und /^ > /? ; 

5. eine Zuschärfung der Mittelacl^, bei welcher die Zu$ich9^|u^^äQhen 
auf die stumpferen^ Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt sind, wenn 
a <«, und / >y5 

6. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuschärfungsflächen 
auf die schärferen Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt sind, wenn 
/?'</?, und/ <y. 

II. Befinden sich dagegen beide Formen in verwendeter oderanti- 
loger Stellung, dann sind nur folgende drei Fätle möglich^ die vorherr- 
schende For^ ^~ö~ erleidet durch die untergeoordnete Form ij: ^ : 

7. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn a sc^, und /?' > a ; 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn a > /?, und /^' > a ; 

9. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuschärfungsflächen 

15* 
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auf die schärfere» Polkanten und die MittelkaaleD aufgesetzt sind» wenn 

Nun ergiebt sich aber aus den oben mitgetheilten Werthen der Cotangentba 
dieser Winkel, dass 
bei gleicher oder analoger Stellung keider Formen: 

OL > = < a, wenn— ^—7 — '- < = > — , 


n n 


ß^> = <ß, wenn — -—, i < = > — ^^ ^ , 

n n, 

y > = < y, wenn— ^-7 — ^ < = > — ~: — ; 


n n 

bei verwendeter oder antiloger Stellung beider Formen : 

a > = < ^, wenn ^ > < = > — -^ , 

p > srr < a, wenn -n? < = > -^ -^ .■ 

72 n 

Subsiitniren wir diese Bedingungen in die rorstebenden 9 PHile, so erballen 

wir folgende, unmittelbar durch die Ableitungszahlen ausgedruckten Combi- 

nationsregeln ; 

I. Bei analoger Stellung bildet — 5— an — «— 5 

1;' eine Zuschärfung der Stumpferen Polkanten, w^enn — ^ — r^ = 

iw(w-4*l) , m'(2»'— 1) ^»i(2«— 1) , . , , • L» j 

-^A ^ > und — ^ — 7 — - < — ^^ < 9 woriug sich denn, ergieb^ dass 

w ti n 

auch m' < m, und ;i' < ii sein muss : 

2. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn < ■ > ■■ = 

<•"' . *. . .1 «.'i' 

— — ^^, und — ^— j — ^ < — ^ 'i woraus sich ergiebt, dass 

m <m und, n > ^ sein muss; 

« '. r» 1 ., «. 1 w. ii . wi (2 — «) iw(2 — n) 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn — ^-7 — -^ ' ■■ >■ ' , 

und — ^—7 — ^>--^^ '9 woraus zugleich folgt, dass ii/>m, und 

, /i;'>Fi sm mttSS^ . 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenU — ^^ — i — -< 

' z!L-. — i, und — ^^ — T-—^<— ^, woraus folgt, dass m'<m 

n . . n n : 

sein muss, während n und 72 verschiedene Verhaltoisscr haben können; 

sind idie Combinationskanten horizontal, so ist V ■;$ .11, und csindl sie par- 

„ , , _., , • JÄ' (2«*^ii ) • . Jii(2^-nt) . 
aller den Mittelkanten, [so ist — -^ = -^ • 


n n 


\ « i . « 


•CMsbiiiatioiieii'« 

5. eine Zasdiiärfang der Mittel ecke, die Zoschärfuiigsfläoheä auf die 

stumpfe reo PolkaDten gesetzt, wenn — ^^—f — ^>-i? 1 and 

n n 

m (2 — n ) ^ iw(2 — n) . i- i. • . ^ * . . . 

<^ . sind die heteropolareD Gombmationskanten ho- 

n fi . • 

rizontal, so isrt n s=», nnd sind sie parallel den schärferen Polkanten, 
. ^ w'(2ii'-l) i»(2»-l) 

so ist — ^ — f = ~ ; 

n , n 

6. eine Zuschärfnng der MitteleoLe, die ZusohärfangifläoMb Alf die 

schärferen Polkanten aufgesetzt, wenn — ^^ — ?— -^> — — ^— ^ , und 

n ■ ' .n 

' m'(2'^n) w(2f*— ä). . . ^ . 

> — ^— '^ sind die heteropolaren Combinationskanten par- 


n n 


«M /j» ^^ 1 \ fM(n*%>» \. \ > 

alle! den stumpferen Polkanten , so ist — ^ — ^ — - = — ^5 


» I 


n n 


If. B(ä antiloger Stellung bildet qp — ^ an ±-^ : 

7. eine Zuscbärfung der schärferen Polkanten, wenn — ^ — ? — ^ = 

. ■ . fr- 

flii<2j|^lv .«'(2»— 1) ^m(n^i) 
-^ ^- , und -— — j — — < — ^ : 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn — ^ — -, — ^. < 
-T^^ ^ , und j — ^ < -^ 1 5 

9. eine Zuschäriung der Mittelecke, wenn — - — -, — - > — 5 sind 

n n 

die heteropolaren Combinationskanten paraHel den stumpferen Polkanten 
von —75— , so ist — ^^ — r — 


n n 


§, 139,. Th.eorie der rhomboedrischen Cpmbinationen b^i 
Anwendung der secundären Bezeichnung. 

Wollen wir die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate in 
die Zeichensprache der secundären Ableitung übersetzen, so haben wir, 

weil allgemein dem Zeichen mRn das Zeichen mnV entspricht , durch- 

gängig mn und m'n statt m und m\ so wie — -- und n — i- statt n und n zu 

setzen;: dann- erhalten wir für die Combinationen zweier Skalenoeder mR/i 
und m'Vinl fojg^de Bedingungen : 


HexagonalsyjlcJD. 

bei gleieher oder analoger Stellung beider Formen ist 
«'> = <«, wenn wi'(3«'-i-l) < = > m(3»+l), 
/?'> = </?, wenn m(Zn-^l) < = > »i(3«— 1), 
/ > = < y, wenn wi' > = < »i ; 

bei verwendeter oder antiloger Stellung beider Formen ist 
a > =r </y, wenn m'(3« +1) < « > «(3/2—1), 
/?'> = < a, wenn iw'(3«'— 1) < =« > »2(3;2+l). 
Aus diesen Bedingungen ergeben sich folgende Regeln : 

I. Bei analoger Steliung bildet m'Rn an mRn : 

1. eine Zusehärfung der stumpferen Polkanten, wenn m(in-^l) = 
iw(3/n-l), fn > wi, und vi <^n\ 

2. eine Zusehärfung der schärferen Polkanten, wenn m(^n^\.) = 
wj(3«— 1), w' < wi, und n ^71'^ 

3. eine Zusehärfung der Mittelkanten, wenn m =^m und ;?' '>n\ 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Po lecke, wenn m'(3;i'+l) < 
wi(37H-l), und w»'(3/2'— 1) < wi(3»— 1), also auch mn <^mn\ sind 
dabei die Combinationskanten horizontal, so ist Tf'xsn, «ind sie par- 
allel den Mittelkanten von mYin^ so ist m =m\ 

5« eine Zusehärfung der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen auf 
die stumpferen Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt, wenn 

g m'(3;i'+l) > m(3;2+]), uiid9i'>m; sind dabei die heteropolaren 
Combinationskanten horizontal, so ist n = n, sind sie parallel den schär- 
feren Polkanten von mR», so ist w/(3«'— l) = i»(3«— 1); 

6. eine Zusehärfung der Mitte lecke, die Zuscharftingsflächen auf die 
schärferen Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt, wenn m'(3^'— 1) 
> m(3;z— 1), undm'<i», also n^n\ sind dabei die Combinations- 

[ [kanten den stumpferen Polkanten von ni&n parallel, so ist m'(3;2'+l) 
= i»(3;«4-1)» 

II. Bei antiloger Stellung bildet ^m'Rii' an JtmR/z: 

7. eine Zusehärfung der schärferen Polkanten, wenn »t'(3»'-4*l; ^ 
m(3/2 — 1); 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn i7i\3;i' 4-1) < 
i»(3»— 1); 

9. eine Zusehärfung der Mittelecke, wenn »i'(3n'-4*l) > jw(3«— 1), 
und zwar sind die Combinationskanten den stumpferen Polkanten von 
wiR« parallel, wenn »i'(3»'— 1) = »i(3;2+l). 

§. 140. Combinationen eines vorherrschenden Skalenoeders 

mR/t. 

Da rhomboedrische Combinationen überhaupt sehr häufig vorkommen, 
und da der Caicit oder Kalkspath, diese so verbreitete Species des Mineral- 
reiciips, durch pine ganz ausserordentliche Manchfaltigkelt der Combinationen 
ausgezeichnet ist, so wollen wir die aufgefundenen allgemeinen Regeln ans*- 


Combinalioiieii. ttl 

DfthiBSweise für die CombinatiooeB der drei wichtigsten Arten von Formen, 
Dämlich der Skalenoc^der, der RhomboMer und der Denteropyramideii in be- 
sondere Anwendung bringen. 

Combinationen eines vorherrschenden Sliaienoeders ntlbi; 

1. Mit einem untergeordneten Sl:aienol$der m'Ibi'; diese Form bildet 
die im vorhergehenden Paragraphen aufgeführten Modifieationen. 

2. Mit einem untergeordneten RhomboSder m'R ; ein solches bildet 

A. Bei gleicher Stellung, welche daran erkannt wird, dass seine Flä- 
chen auf die stumpferen Polkanten von niRn aufgesetzt sind, 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn tn = :}^in(3ii4-l), 

b. eine dreiflächige Zuspitzung der Polecke^ . . . < 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, • • • > ••..•• 

Im Falle b erscheinen die Zuspitzungsflächen als Rhomben, wenn m' = m, 
aod im Falle c sind die Combinationskanten den schärferen Polkanlen von 
mRn parallel, wenn m' = ^in(3;2— 1). 

B. Bei verwendeter Stellung, welche daran erkannt wird, dass die 
Flächen des Rhombo^ers auf die schärferen Polkanten des Skale* 
noeders aufgesetzt sind, 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn i9i'3s-}^j9i(3ii*-*l) 

b. eine dreiflächige Zuspitzung der Polecke ... < ....•• 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, ... > 

Im Falle c sind die Combinationskanten den stumpferen Polkanten des Skiile- 
noeders parallel, wenn in'=s:|^m(3;i+l). 

3. Mit einer untergeordneten Deuteropyramide mP2\ die Flächen 
dieser Pyramide liegen immer paarweise an den schärferen Polkanten 
des Skalenoeders, und bilden: 

a. eine Zuschärfung dieser Polkanten, wenn m' ss^m(in^l)j 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Polecke, .... < 

c. eine Zuschärfung der Mittelecke, .... > . . « • . 

4. Mit einem untergeordneten dihexagonalen Prisma oolbi' ; die Flä- 
chen desselben sind auf die Mittelkanten des SkalenoMers aufgesetzt, 
nnd bilden Zuschärfiingen der Mitlelecke mit verticalen Zuscbärfungs- 
kanten ; die heteropolaren Combinationskanten werden horizontal, wenn 

5. Das Protoprisma ooR bildet eine Abstumpfung der Mittelecke, 

6. Das Deuteroprisma ooP2 bildet eine Abstumpfung der Mittelkanten, 

7. Das Pinakoid OR bildet eine Abstumpfung der Polecke. 

§. 141. Combinationen eines vorherrschenden 

Rhombo^ders mR. 

1. Mit einem untergeordneten Skaleno^der rnRn -, 
A. Bei gleicher Stellung, welche daran erkannt wird, dass die schär- 
feren Polkanten des Skalenoe'ders über die Polkanten des Rbombocf- 
ders fallen, bilden die Flächen desselben 


' 91' einle ZmchJktfing Aet Pölkinteii, w^nii fnf<,^^ und |m'(39i'^l):äi^, 

'b;>eme secbftfl. Zusprteuiig der Pofeeke '. i . . ; ; ^m^ 

c. eioe Zuschärfung der Mittelecke, die 

' ZiiscfaäpftiDgsQv auf die Polk. gesetzt, .;».«. 4 »;.. r ; -; >my 
• id» ieiAeZuaehttrriuig der Mittelkantea, wenn* «f';;»!?}^ • ' 

e. eine Ziisobärfto^ der MSilteleeke,< die 
iZitodhärftiiigsflächen auf die Mibtelk. 
' und geneigten Diagonalen laufgesetzt» wenn an' >i». . \. - / 
Im FaUe.c werden die Conbination^kanten den geneigiea DiagMalen der 
RhomboederOächen parallel, w«ao \m\^'^i)=^m ist. 

B. Bei verwendeter SteUung, welche daran erkannt wird, dass die 
stumpferen Polkanten des Skalenoäders über die Polkanten des 
. Rbomboüders fallen, bilden die Flächen von — m'R» 
! <a. eine Zusehärfiiag der Polkanten, wenn •|«t(3n•4^1)«=«7^, 
b. eine sechsfl. Zuspitzung der Poiecke^ . . • . r . • • .^m^ 
- c« eine ZusehfiitfnBg der Mittelieck«', ..».....«. >m. • 

Im letzteren Fallis werden die CembidationskaBten d^ngenbigteli. Diagonalen 
der Rhomboederflächen parallel, wenn -^m'ßn^V^^m. 
2. Mit eineil untergeordiieten zweiten Rhomboe'der m'Bk* / 
A. Bei g 1 ei eh er .Stellung ^ind die Plädben vM m'H auf die Flächen 
von iTiR mit horizontalen Combinationskanteii aufgesctet-, and bilden 
'Iä. eine di^cifll; Zuspitzung der Polcijkiö, wenn m' < w, : i * 
b. eine Abstumpfung der Mittelecke -....> >m^ 
: '• B.'Bd V er wigndettf Stellung liind die Flächen votk — yyi'R auf die 
' -' Polkanfeti von' fTvR' aufgesetzt nnd bilden 

a. eine Abstumpfung der Polkanten, wenn m'^a^^m, 

b. eine dreifl. Zuspitzung der P<ylecke, ..... < 

c. eine Abstumpfung der Mtttelecke, . . . ; • > . . 
Im letzteren Falle werden die faeteropolaren Cdmbinafticinskanten den geneig- 
ten Dingoiiatea deit Fliehen via omR parallel^ wennm' s» 2m» 

< 3«Mit «eineriiunteB^eördneleii D<6uterapyraniid<eitnP2f dioFläohön der- 
> selben sind itonier» paärweii^e auf die fiolkanliefk;däs Rhonbioiedet^i aufge- 
f. i-w^etzt^'Unditbildein '• '.- << : ■...)■.,, '..,:•• • »r. • i' 

a. eine Zuschärfung der Polkanten, wenn tn = f »1, 

b. eine sechsfl. 'Zaapiti}ung d^ Pdleeke^ .:.:.%'<..<, 

c. eine' Zaschai^fiing der IMittnlebke^ . ; . . >>< .. 

Im letzteren Falle wierdeä di^ betiöilop>alaf6n GomfaJDaitioni^kantbn'dfen geneig- 
ten Diagonalen der Flächen von nA parallel, wenn m = f m. 

4. Jedes dihejtagonale' Prisma ooR/e bildete eibe ZiischSi*lhng der Mit- 
telecke, bei welcher die'Easebörfungs&äoben: auf die Mittelkanten aufge- 
setzt und die Zuschärfunsskanten vertical sind. 

5. Das Protoprisma öoR bildet eine verticale Abstumpfung der Mit- 
telecke. 

6. t)as Deut'eroprisma ooP2 bildet eine. Abstumpfung der Miltelkanten, 

7. Das Pinakoid OR bildet eine Abstumpfung der Polecke. 




SoM^llwo« 


I ' 


f. t42. Gombinati^yDen eider vorherrscbeiileh Dentero-' 

{Pyramide imP2. 

Die Ambiguität der StelluDg der Skalenoe'der und Rhomlo&'der m ohne 
EiDflusSy ^eil die Deuteropyramiden in den rbombo^drischen Krystatlreihen 
vollständig ausgebildet $ind ; die Combinationen $ind folgendet 

1. Mit einem Skaleno^der m*Rn ; die Flächen dieser Form liegen färitifir' 
paarweise an den abwechselnden Polkanten der Dettteropyramide, and 
bilden . 

a. eine Zascharfung dieser Polkanteü, wenn ^tn'{inH^\) r^tti^ - 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Poleeke, . < . . 

c. eine Zuschärfung der Mitteiecke, > • • 

Im Falle c 'werden die heteropolaren Gombinationskanten parallel den iibrigeii 
Polkanten der Pyramide, wenn |^m'(3»'— t)=sm, dagegen päraUelden Hö- 
henliaien der Pyramidenfläcben, wenn 171 V=sm. ' 

2. Mit einem RIiombo(;'der m'R; dieFiHchen des Rhoraboctders sind iiiitner 
auf die abwechselnden Polkanten der Deuteropyramide aufgesetaA, und bTMen 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn m'^fm, 

b. eine dreifl. Zuspitzung der Polecke, ....<<.. 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, ....>.. 

(m letzteren Falle sind die heteropolaren Combinationska[nten etitweder den 
übrigen Polkanten, oder den Höhenlinien der Pyramidedflachen parallel, je 
nachdem m^=^%fny oder =sm ist. 

3. Mit einer zweiten Deuteropyramide tn'Ki dieselbe bildet 

a. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn m < m, 

b. eine Zuschärfung der Miltelkanten, > . . • ^ 

4. Mit einem dibexagonalen Prisma ooP;i; sie bildet verticale Zuschär- 
fungen der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen auf die Mittelkanten auf- 

, gesetzt. 

5. Das Protoprisma ooR bildet verticale Abstumpfungen der Mittelecke. 

6. Das Deuteroprisma cx^P2 bildet verticale Abstampf angenf def Mit- 
telkanten. . , . 

7. Das Pi nakoid OR bildet Abstumpfungen der Pblecke. ' ^ 
Mittels dieser, in den §§. 140 bis 142 enthaltenen Regeln, und mittele der in 
den §§, 147 bis 150 folgenden Zonenlehre wird man die meisteti rhomboSdri- 
scheu Cdmbinationen zu entwickeln vermögen, soweit deren Ent^ckleliing 
überhaupt von Messungen unabhängig ist. ' - ' ' 


.) 

-:i' 


0ed)rt^« Capttel. 
Zon^tüehre de» HexagonakyitemB. 

§.143* Allgemeine BemarJ&un^. . . i 

Wenn ans im Hexagonalsysteme irgend eine Zene 'iuheh swei'Ftteiieni 
F" und F" gegeben ist, so können in Bezug auf die telatifte Lag^'diesei^ Fi»' 
eben Mgende twei Fälle Statt finden: / 


2M Hexagonabyslem. 

1. die beidm Pläohen liegea über einem lud denselben Sextanten, oder 
auch über zwei Gegensextaoten der Basis ; 

2. die beiden Flächen liegen über zwei Nebensextanten oder auch über 
zwei Nachbarsextanten der Basis. 

Im ersten Falle können wir uns den Sextanten, oder die beiden Sex- 
tanten, in welchen die Flächen liegen, zwischen den Axen der y und x eio- 
geschlossen denken, demgemäss beide Flächen auf diese Axen beziehen, 
und die Zonengleichung aus ihren Parametern unmittelbar ableiten. 

Im zweiten Falle, da die Flächen in Nebensextanten oder Nachbarsex- 
tanten liegen, werden wir immer den einen Sextanten als den der y und z 
betrachten können, worauf denn der Nebensextant entweder von den Halb- 
axen Aer z und u^ oder von den Halbaxen der y und ^u^ der Nachbar- 
sextant dagegen entweder von den Halbaxen der — y und ii, oder von den 
Halbaxen der -^s und -^u eingeschlossen sein wird. In allen diesen Fälleo 
wird zuvörderst die repräsentative Gleichung derjenigen Fläche, welche, ver- 
möge ihrer Lage, von der Axe der u abhängig ist, nach §.114 calculativ zu 
machen sein, bevor man zur Bestimmung der Zonengleichung und zur Ent- 
wickelung der Zone verschreiten kann, bei welcher zunächst immer das sub- 
sidiarisch eingeführte trimetrische Axensystem der x^ y und z festzu- 
halten ist. Da nun aber die Resultate dieser Entwickelung wiederum in 
einer der Ableitung und Bezeichnung entsprechenden Weise, und folglich in 
Bezug auf das tetra metrische Axensystem dargestellt werden müssen, so 
werden die für irgend eine tautozonale Fläche in den Axen der y und z ge- 
fundenen Parameter nur dann ohne weiteres auch als die gesuchten reprä- 
sentativen Parameter gelten können, wenn sie beide entweder positiv, 
oder beide negativ sind, und wenn keiner derselben > 2 ist. Sind aber diese 
Parameter mit entgegengesetzten Vorzeichen gefunden worden, oder ist einer 
derselben > 2, so muss derjenige Parameter, welcher > 2, oder überhaupt, 
welcher grösser als der andere ist, mit einem in die Axe der u fallenden Pa- 
rameter vertauscht werden ^ um die betreffende Fläche nach ihrem wahren 
krystallographischen Zeichen darstellen zu können. 

Auch die Bestimmung der Tangente des Neigungswinkels tautozonaler 
Flächen kann natürlich zunächst nur in Bezug auf das subsidiarisch einge- 
führte trimetrische Axensystem gegeben werden. Will man daher für je 
zwei tautozonale Flächen F und F' von der sogleich mitzutheilenden Formel 
für tang^ Gebrauch machen, so ist ihre Lage sorgfältig zu berücksichtigen, 
und für den Fall, dass eine derselben von der Axe der u abhängig sein sollte, 
ihre Gleichung nach §. 114 zu transformiren, um statt ihres repräsentativen 
Parameters in der Axe der u^ ihren calculativen, in der Axe der y oder z ge- 
legenen Parameter za finden, mit welchem allein die Rechnung bequem aus- 
geführt werden kann. 

Jedenfalls aber müssen wir den allgemeinen Ausdruck von tang^ in der- 
jenigen Form aaCBachen, welche ihm für das Hexagonalsystem, unter Vor- 
aossetzung *des calculativen trimetrischen Axensystems, zukommt. Zu dem 
Ende gehen wir von dem in §. 42 (S. 56) mitgetheilten Ausdrucke von tangfF 


Zoneoleiire. 

aus, welcher »cb so, wie er dort steht, auf ein triJüinolSdrisches Axensy rtem 
bezieht, und geizen darin 

a=60«, /?=90«, y=90^ 
aus welchen Winkeln folgt, dass die in diesem Ausdrucke vorkommenden 
Grössen A\ B' und C die Werthe 

A'^i, fi' = 0, C' = 
haben. Führen wir diese Werthe ein, so wird 

^ "■ 2aa\2bb'+2cc'-^bc''b'c)+Ub'cc' 
worin if, N und R die Coefficienten der Zonengleichung bedeuten, welche 
durch £/i, kv und A^ ersetzt werden können, daher sich denn auch 

schreiben lässt, wobei für k einer der drei Werthe — • — oder — zu be- 
Dutzen ist. 

A n m . Die Rationalitat des Verliflltoisses der Tangenten tautezonaler 
Kanten wird nach S. 57 nur dann gewährleistet sein, wenn das Prodoct bc einen 
rationalen Werth hat. Diess ist aber immer der Fall, weil die in den Neben- 
exen liegenden beiden Grundparameter b und c einander gleich sind. Folglich 
müssen auch im Hexagonalsysteme die Tangenten aller Kanten einer und der- 
selben Zone zu einander in rationalen Verhältnissen stehen. 

Wir schreiten nun zur Betrachtung der wichtigsten von denjenigen Zo* 
nen, welche in den hoio^'drischen Combinationen hervorzutreten pflegen, 
um dann noch den Zonen der Skalenoe'der unsere Aufmerksamkeit zuzuwen- 
den, welche bei der Häufigkeit der rhomboe'drischen Combinationen nicht 
übergangen werden können. Dabei versteht es sich jedoch von selbst, dass 
alle diese Zonen mehr oder weniger eine ganz allgemeine Geltung haben, und 
völlig unabhängig von der besonderen Ausbildungsweise des Krystallsyslems 
sind. 

A. Wichtigsle lenen fai ien heUedrischen CemfcfaiatiMeB. 

§. 144. Zonen der Axen. 

Die wichtigsten Zonen des Hexagonalsystems sind dieselben, welche wir 
in §. 106 für das Tetragonalsystem kennen gelernt haben, also 

a. die Hauptaxenzone, 

b. die drei Nebenaxenzonen, 

c. die drei Zwischenaxenzonen, 

d. die sechs Polkantenzonen einer Protopyramide mP, und 

e. die sechs Diagonalzonen einer solchen Pyramide. 

Alle diese und noch viele andere Zonen lassen sich als besondere Fälle 
der Kantenzonen irgend einer dihexagonalen Pyramide betrachten, durch 


d^rieiifii^i^eiiitt^'dkhfer dki'Z<MDieaIehre itt dei' gpössten MffemmMt aeu be- 
gründen sein würde. An gegenwärtigem Orte besehränke» wir «n» 'jedoeÜ 
auf die Betrachtung der fünf genannten besonderen Zonek. 

a. Die Hauptaxepzone ist diejenige einzige Zone« deren Fläcbeo 
der Hauptaxe parallel sind ; sie begreift demnach sämmtKcb^ TKsmen; oder 
alle c»P;i9 nebst c»P und cx>P2, durch deren Flächen sie ifa bi>ri2ontaler 
Richtung um das Axensystem verfolgt werden kann, weshalb sie .auch die 
horizontale Zone genannt wird. • ' 

Da die Hauptaxe die 'Zonenlinie darstdlt, so werden die Gleichungen der 
letzteren y = 0, und ;» = 0, 

woraus sieb denn ergiebt, dass in den allgemeinen Gleichungen der Zonen- 
linie (S. 47) ju = oo, V = und ^ = zu setzen ist. Da' dun auch' zugleich 
a und a unendlich gross sind, so erhält die Tangente des Neigungswinkels 
zweier tautozonaW Ftaohen Fund F' den Wei'th 

in welchen man nur die den Flächen entsprechenden (calculativen) Wei^tbe 
der P^ameier i^ Cy l/,nni c eid2^usetz/»n ^raucht^ um deq : gesuchten Nei- 
gungswinkel zu fiudea« 

b. 'Die N^beniilxenzoneta isind diejenigen Zonen^ deren Fläiibeni einer 
der Nebenaien parallel sind, weshalb eä denn drei dergleichen Zoniin giebt, 
welche man auch die verticalen Zonen des ersten Prismas genannt hat, Weil 
sie in verticaler Richtung üier die Flächen des Protopriämas rerfblgt werden 
kö'nneu. Nebineia wiV an^ die Axe der t^ sei die Zonenlinie^ wodurch wir den 
Vortheil gewinnen, mit unserer BetrachtUKg innerhalb des Sextanten (:yz)z^ 
verbleiben, so werden die Gleichungen dieser Zonenlinie * 

d^«6, undy + js^^O.: 
Vergleicben M^ii* diese mit den allgemeinen Gleiebongeb (S, 47),' so ergiebt 
sich, dass jttcäsO und^ :±i3 — v sein muss^ worauv denn die Zooengleichung 

\ \' 

-7 =0, oder A = c 

c 

folgt. Da wir nun nach §. 116, bei Gleichheit der beiden Parameter b und c, 
stets voraussetzen, dass sie den Werth 1 bähen, so wehien au6h nur solche 
Formen, welche unter dem allgemeinen Zeichen mP enthalten sind, Flächen 
in die Zone liefern können ; diso die säinüiflicfaen Protopyramiden, das Pina- 
koid uiid.dAS Protoprisma» überhaupt alle Formen der Grundreihe, wie diess 
auch unmittelbar aus der Lage ihrer Flächen gefolgert werden kann. | 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Uu^o^^patltr Flä- 
chen zu finden, haben wir in dem allgemeinen Ausdruck^ von UuhgfF (S. 235) 

die Werthe von /i, y, ^, so wie statt k den Werth ^ einzusetzen, wodurch 
zunächst 

^^^ ''.24tä'(%bb'^2ce'^be^b'c)^*Ub'cG 


.. Zoneniehre« •! ZK 

erkalten wird; Daiiiui aber für aumnlltche Flächen der Zone die ftidiligwag 
iaeceal.gilt^ so redncifft sieh dieser Augdmck. auf . ' <: • // •> i \ 

welche Werthe unter Berücksichtigaog^ der Vorzeichen von a und a\ oder m 
und W KuibeiiHtZMi.sind. > i ../• 

c. Die Zwischenaxenzonen sind 4i^enijeii.Zop6U, deren: {RläoheB 
einer der Zwischenaxen parfeliel .sind, weshalb es denn drei solcher Zonen 
giebt, welche man auch die verlioalen ZoJies.dea ^wfiileaiiPru«ias.^gQn^nl 
hat, weil sie sich in verticaler Richtung über die Flächen des Oeuteroprismas 
verfolgen lassen. Wählen wir die im Sextanten (uis) fiegende^^Zwischenaxe 
zur ZMienlinie^so iwerden die.G)leithiiAgen derselbeq .. . . i,/ . i! , i> 
asmOii und w-- j5*a.O, <^er, na«b §* 114„ .; ., ./ . . . j 

Vergleichen wir dieao Gleiehuageli mit den a(Ug0«ieiliien Glcikihmigeii C3n47)9 
M ergiebft sich, dass ju fs (^ und 9 es ^ 2v sein mqsa, wpri^fi? .,4l9m tdifi W 
nengleichung 

folgu Da nun b^ ab der kleinste PäraniieAer, den W«rtb.l bat, 30 f0lgt,\d«iw 
der andere Parameiter den Maximuniwerlb 2ib9beD nMi9$^ fpA dqs« 9^1«^ 4er 
Zoae>aur solohe. Formen tributttr weirden köanani 1 weMie iwAeit dßfUi ^Qt 
meinen Zeichen mP2 enthalten sind ; also sämmtlicbe Deuteropyramiden, das 
Deuteröpridmaxand das Pinakoid, fiberhaupt alle' Formen der tjrän(zreihe, utrje 
solcbed; uwQPlittelbar aaß.^^r J^a^ ibrer Fläqbe^ Qrwhlots^^q.Wi^qn.kawf: j,,, 
Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tantozonaler Flächen 
folgt aus dem allg^mdden Ausdrucke von tang^(S:' 295), w6nn wir in ^is)^ 
bigem die vorstehenden W^tl^e yoii ju, ^ qnd ^1 sq .:^^e statt /s d^ y^erth 

— setzen, zuvörderst in der Form .... 1 


. ! ;i '» I 


^ " 2fla'(2A6'r#.2cß'^*cVAV)+3Ä6'flo'« 
welche sich jedoch deshalb, weil für sämmtüehetaiiteKonale. Flächen. A«ssl 
und c =s 2 ist, auf den Ausdruck 

redücirt, in welchem nur di^ den beiden FUoben JP^ «nd 'F'' ^zukommiendeh 
Wertkef und -Vorzeichen vo« i» und m' einzvselzeD sind, imi den Winket du 

erhalten-.- • ■ • ... .•..•• .'..-.;•.:..' 


> • I I 


§.145. Pdlkantenzone der Pyramide itoP. 

Die Polkantenzonen der Prötopyrämide mP'sind diejenig'en Zoned, 'deren 
FKcheA einten Polkanie dieser. Pyranide. parallel liegen j du .nttf),je.%Wfi,fol- 
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eber Kanten einander parallel sind, so giebt es äberbaupt secbs dargleieken 
Zonen. Wählen wir diejenige Polkante, welche die positiven Halbaxea der 
X und X verbindet, zur Zonenlinie, so werden die Gleichungen der letzteren 

y = 0, und — 4- 5? s= 0, 
iwa 

und vergleichen wir diese Gleichungen mit den allgemeinen GiricknageB der 

Zonenlinie (S. 47), so folgt, dass 

u =B ma, y SS 0, ^ s= -*• 1 

sej|) muss, woraus »ch denn die Zoneogleichung 

Ä 0, oder »»ac = ö, oder auch mc = ni 

a c 

ergiebt, weil jede andere Form unter dem Zeichen mPn gedacht werden 
kann. Nun kann c, oder der in der Axe der z liegende Parameter, entweder 
= 1, oder = n sein, wobei Ä, oder der in der Axe der y liegende Parameter, 
im ersten Falle = n^ im zweiten Falle = 1 ist. Daher werden allgemein 
diejenigen Formen, welche Flächen in die Zone zu iiafera verinögen, entwe- 
der unter dem Zeichen mPn^ oder unter dem Zeichen mnPn stehen müssea, 
in welchen m constant ist, n dagegen mit verschiedenen Werthen, und zwar 
in dem Zeichen mPn mit allen Werlhen von 1 bis 2, in dem Zeichen mnPn 
mit allen Werthen von 1 bis cx> auftreten kann. Sonach werden also für c=l 
und & ac ft die Formen 9»P2, mPn und mP, für b=sl und c =x it zunächst die 
Formen mP, mnPn und 2mPt Flächen in die Zone liefern können. Im letz- 
teren Falle kann aber n auch > 2 werden, und dann sind die Flächen auf die 

Halbaxe der -*ti zu beziehen, in welcher ihnen der Parameter — j- zukommt; 

folglich gesellen sich zu den vorigen auch noch Formen von den Zeichea 

mnP M- 9 welchem für n s co das Prisma c»P entspricht. 

Ceberhaupt also erhalten wir das Resultat, dass 

1. die Deuteropyramide mP2, 

2. die dihexagonalen Pyramiden mPn^ 

3. die Protopyramide mP selbst , 

4. die dihexagonalen Pyramiden mnPn^ mit » < 2, 

5. die Deuteropyramide 2i»P2, 

6. die dihexagonalen Pyramiden mnP r > mit /« >2, und 

n "*" IL 

7. das Protoprisma ooP 

diejenigen Formen sind, welche in die Polkantenzone der Pyramide mP Flä- 
chen zu liefern vermögen; womit denn die aiügemeim EqtwiokfliHig der Zone 
vollendet ist, welche weiterhin, d. h. jenseits der Fläche des Prisipas opP» 
denselben Cyclus von Formen in umgekehrter Ordnung durchläuft. 

Anm. Da filr die PolkaAtenzooe der Grundforip m =« 1 ist, so wer- 

den P2, P«, P, mPm mit m > 1 aber < 2, 8P2 , tnP mit tw > 2 , und 

ooP diejenigno Formen, welohe Flächeii in diese Zone liefern kfinnta. B^ 
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kanntiich erlangt diese Zone besooders in der KrysUHreihe des Quarzes eine 
sehr reichhaltige Entwickelnng. 

Um die Tangente des Neigungswinkeis irgend zweier tautozonaler Flä- 
chen F und F' zu finden, dazu haben wir zuvörderst in dem allgemeinen Aus- 
drucke von tang/i^(S.235) die oben stehenden Wertbe von ju, v und ^, auch 

R 
für k den Werth — zu setzen, wodurch 

Q 

™ 2cc( a'b---ab' ) /3 /i »V-»-l 

tangfr - 2fla'(2W'4-2cc'-W-* c)+3**'cc' 
wird. Da aber für sämmtliche Flächen dieser Zone auch die Bedingung 
as:mac, asssm^c erfblli sein muss, so redacirl sieh 4€r Aosdruck dorch 
Substitution dieser Wertbe von a und a auf 

Bei dem Gebrauehe dieser Formel ist zu beaditen, dass für jede, einer Form 
««P— -j angehörige Fläche c nicht = 1 , sondern = n gesetzt werden 

muss, weil sich jener Parameter auf die Axe der u bezieht, und daher mit 
dem aequivalenten, in der Axe der z liegenden Parameter zu vertauseheo ist. 

Anm. Für die Polkanteazooe der Grundform ist i7i = l; will man 
nun den Winkel ^bestimmen, welchen irgend eine Fläche dieser Zone mit 
dem durch die Zonenlinie gebenden primSren Haoptsehnitte, oder, was da«8elbe 
ist, mit der zu der Zone gehörigen Flache des Prismas ooP bildet, so branebt 
man nur 6' = 1 , and c = oo zu setzen ; dann wird 

ung;^=iffl^^. 

'^ a(2c-Ä) 

Diess siebt z. B. für die so häufigen Flächen von rnP , indem man 6=1, 

^ m— 1 

and e=m setzt 

* a(2m— 1) 

Für den Qarz ist a= 1,1, also a^ = 1,21, daher 

'""«'^ — 2^ii:T 

wonach sich der Winkel leicht berechnen lässt, den irgend eine der sogenann- 
ten Trapezflächen mit der anliegenden Fläche des Prismas ooP bildet. 


§. 146. Diagonalzonen der Pyramide miP, 

Die Diagonalzonen der Protopyramide mP sind diejenigen Zonen, deren 
Flächen den Höhenlinien oder Diagonaleü der Flächen £eser Pyraüiide piral- 
lel liegen. Wählen wir die Diagonale derjenigen Fläche, welche in den Sex- 
tanten der positiven y und z fällt, und die Gkiehung 


HexagotudiyMem. 

» > ' ' . x^ - 

nia ^ 
hßt. so werden die Gleichungen der Zonenlinie 

und vergleichen wir diese Gleichungen mit den allgemeinen Gleichungen der 
Zonenlinie, so ergiebt sich, dass i. . . 

II = 2»ia, v=s— 1, p=s — 1 
sein muss, woraus die Zöoengleichudg 

2»»a 11^ 

• • ! M « • " ' » , * : I I ' ' • "Ä ' 'fi' ■ ' 1 ' ■ j ' • ' 

folgt, bä'ttun jed« andere Form unter deM allgemeinen Zeiehen mPn dar- 
gestellt werden kann, welchem das Parameter* Vtrhähniss^ m'a : n^A etit^prieht, 
so ist in dieser Gleichung « =< m'di, sowie entweder & =5s 1 und c = », oder 
auch umgekehrt b^sn und c = 1 zu si^Zfen, woderoh sie jedenfalls 

m n 
wird; und nun für alle diejekiigen Flachen unmittelbare Giltigkeit hat, weiche 
glieiW1.f9Us.i111 Sc;9^tap|^n der +y/und -fr/i^liegpp; aUß diese Flä^I^en gehören 
daher, «olobeii. Formen APiderQP, Zeichen. aVgeivein ., . , 

I.!.. I. ■■• ..;. ..! . : A^-tP^ .. ■■ f^-f-y ..-.'. ..■.:■/< • .u ... 
geschrieben Wierdep »kauBt-uod! w^lcbi^ eUie Foripenii^eibe bild^,{ diemU.;nP 
ibeginilt^>nqd,iiat f «iP2. endigt,^^ weil alle. Werthe vi>n. 41 zwischen. l.uad 2 ent- 
halten sein müssen. >"' '■' ^ ■ • Im!. , ; -. * ;.,,i i... . 

Für die im Sextanten der +^ und Hm liegsenden Flächen wird zanäcbsl 
b = — 7 , und c == 1 zu setzen sein, wodurch die Zonengleicliung die Foim 

J . •!! :ii l.i i.tii. g^ '*'' o ' « '' . .» .1' y. . ' l*''i • . •. ' ! 

I . Ztn Zn — 1 ^ 

erhält, welcher das allgemeine Zeichen • . 

entspricht, das uns auf eine Formenreihe verweist, die npijl, ^mP2 beginnt, 
und mit 2mP endigt, weil die Werthe von ff zwischen 2 und 1 enthalten sein 

Jenseits der Fläche der l^yramide ZmP ist für die fernerweill'foigenden 

Flächen der Zone & = ? , und c=yi zu setzen^ was die Zonengleichang 

2w « — 2 ^ 

■77""^ SS ü 

-fand da^'^^Cf^in«'Zieiebeii..''i ::>ii.:i</ i . (i<::. ..!..)> ü.» h •!./. ' 

-y.-»^. ji .1. .11 -iiiii-.,/ -.!'.'■ ,^/ -Äw' .•»:. V >2win^- i:.- . : l. // :.•• ... ■ 

^'^ ° o_ ^ > {Oder TT Pn 


.(. 


I.. ' » !>' 
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ergiebt, welches «ins auf eine Fornenreihe verweist, die mit 2t»P beginnti, 
und mit ooP2 endigt, weil die Werthe von n zwischen den Gränzen 1 und 
2 liegen. 

Hiermit ist die Entwickelnng der Zone erschöpft, welche jenseits der 
Fläche des Deuteroprismas durch dieselben Formen in umgekehrter Reihen- 
folge fortsetzt. Ueberhaupt aber lehrt uns diese Entwickelung, dass diejeni- 
gen Flächen, welche in die Diagonalzone einer Protopyramide mP fallen, suc- 
cessiv folgenden Formen angehören : 

1. der Protopyramide mP selbst, 

2. den dihexagoiialen Pyramiden rPn , 

3. der Deuteropyramide |^wP2, 

4. den dibexagobalen Pyramiden ^ jPn , 

5. der Protopyramide 2mP, 

6. den dibexagonalen Pyramiden ^ P'i » und 

7. dem Deuteroprisma ooP2. 

A m. Mit dieser Zone ist auch zugleich die Polkantenzooe der Pyramide 
mP2 bestimmt worden, weil die PoIkaDte einer jeden Deoteropyramide stets 
dieselbe Lage hat, wie die Bohenlinie oder Diag«oa]e einer Protopyramide von 
•{■ so grosser Axe. Man braucht daher nur in allen vorstehenden Resultaten 
statt m die Grösse ^m einzusetzen, um die Eotwickelung der Polkantenzone 
von mP2 zu erhalten. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von tang^ (S. 235), durch Sub- 

N 
stitution der oben stehenden Werthe von ju, v und ^ und des Werthes — 

oder — , 


^_ 2bb'(ca^ca) /3 Y 4mV-»-3 
tang;#^ - 2^7(2Ä*'+26-c'-*c'-*'c)+3A*'cc' 
welche Formel noch einiger Vereinfachung fähig ist , jedenfalls aber ihrem 
Zwecke entspricht, sobald man nur auf die verschiedenen Werthe von ^, /?, 
b' und c', sowie auf die Vorzeichen derselben achtet, wie solche durch die 
Lage der beiden Flächen in diesem oder jenem Sextanten bedingt werden. 


B. Wichtigste Zonen in den rhomboedrischen Combinationen. 

§. 147. Kantenzonen der Skaleno^der; Zonen der längereu 

n II * ^P'* 

Polkanten von —5— . 

Bei der Wichtigkeit der rhomboedrischen Combinationen gewinnen auch 
die durch sie bedingten Zonen eine grössere Bedeutung. Als die wichtigsten 
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derselben stellen sich aber die dreierlei KantenzoDen der Skaleno($der heraus, 
welche zugleich viele andere Zonen in sich begreifen , und bisweilen eine 
recht reichhaltige Ausbildung zeigen. Wollen wir nun diese Zoneain ihrer 
ganzen Vollständigkeit erfassen, so ist es rathsam, bei ihrer Betrachtung 
zuTörderst die primitive Ableitung und Bezeichnung der Skaleno^der zu 
Grunde zu legen, und dann die so gefundenen Resultate iur die secundäre Be- 
zeichnung einzurichten. 

mPn 
Wir denken uns also ein Skalenoeder — ^ - , und stellen uns die Aufgabe^ 

die Zonen seiner dreierlei Kanten, nämlich der längeren Polkanten, der kür- 
zeren Polkanten und der Mittelkanten zu entwickeln. 

Zonen der längeren Polkanten. Wählen wir die im Sextanten 
(tfz) gelegene Polkante zur Zonenlinie, so werden die (Gleichungen derselben 

y — j5 = 0, und — : j-r -»- y = ; 

vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie, so 
folgt, dass 

ma(;i+l) , . 

zu setzen ist, daher sich denn die Zonengleichung in der Form 

xna(7i+l) 11^ 
na b c 

herausstellt. Da nun jede Fläche der Zone allgemein auf eine Form mVn 
bezogen werden kann, so wird jedenfalls a^s^m^L zu nehmen sein, während 
b und c mit verschiedenen Werthen einzuführen sind. 

1. Für alle in den Sextanten {ys) fallende Flächen nämlich kann allgemein 
entweder & = 1 und c = n\ oder b = n und c = 1 sein ; für sie gilt 
daher die Zonengleichung 

m{n+\) -Inj/ m(n+\)n 
-^ — ^—1— -,=0, oder m = //^/ -; 
mn n (n +\)n 

die gesuchten Formen sind allgemein Skalenoeder von analoger Stel- 
lung; da aber auch die Gränzwerthe von n', nämlich 1 und 2, zu 
berücksichtigen sind, so ergiebt sich, dass 

das Rhomboeder von analoger Stellung aus —^ ^P, 

die Skalenoeder von analoger Stellung aus -A — j-r--P;i', und 

{n '\-'i)n 

die Deuteropyramide s ^P2 

diejenigen drei Arten von Formen sein werden , welche in den ersten 
Sextanten tautozonale Flächen liefern können. 

2. Jenseils der Fläche der Deuteropyramide fallen die ferneren tautozona- 
len Flachen in den Sextanten der s und u^ in welcher letzteren Halbaxe 
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ihr Parameter n enthalten ist; daher wird in der Zonengleichung c=sl, 

und b = -; — r zu setzen sein, wodurch sich die AbleitungszabF 
n — 1 

bestimmt. Die betreffenden Formen sind allgemein Skalenoe'der von 
antiloger Stellung; da aber auch die Gränzwerthe ;»'=:2, und »'=1 
berücksichtigt werden müssen, so werden überhaupt 

die Deuteropyramide — ^ ^P2 , 

die Skalenoeder von antiloger Stellung aus -tk—, — /— P«'j »od 

das Rhomboeder von antiloger Stellung aus — ^P 

diejenigen Formen sein, welche zunächst in dem Nebensexlanten tau- 

tozonale Flächen liefern können. 
3. In demselben Sextanten sind aber auch jenseits der Fläche des Rhom- 

boeders noch andere tautozonale Flächen möglich, für welche der in 
■ die Axe der n fallende Parameter = 1, und der in die Axe der z fallende 
' Parameter = n ist. Für solche Flächen wird statt des ersteren Pära- 

meters der in die Halbaxe der — y fallende Parameter —, — ^ einzufüb- 

^ n —1 

ren, und daher in der Zonengleichung 

* = — -,— , c = « 
n —1 

zu setzen sein, wodurch sich die Ableitungszahl 

bestimmt. Die gesuchten Formen sind allgemein wiederum Skalenoeder 

/wPw 
von antiloger Stellung mit —0^5 weil jedoch auch die Gränzwerthe 

von n eine Berüoksithtigung erfordern, so folgt, dass jenseits der Fläche 

des Rhomboeders von antiloger Stellung aus — ^ ^P, 

die Skalenoe'der von antiloger Stellung aus -^ — 77— P^S und 

(/ — n )n 

das Deuteroprisma ooP2 
diejenigen Formen sein werden, welche noch Flächen in die Zone der 

längeren Polkanten von — ^ zu liefern vermögen. Jenseits der pris- 
matischen Fläche lässt sich die Zone durch denselben Cyclus von For- 
men in umgekehrter Ordnung weiter verfolgen. 

Anm. Diese Zone ist natürlich keine andere, als die Zone der seeundä- 
rea Polkanten der Pyramide mPn^ und folglich für ;i = i die Diagonalzone der 

16* 
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Pyramide mP, daher denn aoeb die vorAebeadeD Resaltate aaf die io §. 146 
gefuDdeoeo zorflckkommeD, weno mao in ihneD n =s 1 setzt. 

§. 148. FortsetZttDg: Zonen der kürzeren Polkanten 

mPn 
von -2-. 

Die Entwickelang der Zone einer kürzeren Polkante des Skalenoeders 
-^ wird auf ganz ähnliche Weise zu geben sein. Nehmen wir an, dieje- 
nige kürzere Polkante, welche die Zonenlinie darstellt, falle in den Sextan- 
ten dei^ positiven y und z, so wird die repräsentative Gleichung einer ihrer 
beiden Flächen 

für welche sich nach S. 188 die calculative Gleichung 

v-y-^- — = 1 

ma * n 

ergiebL Cembiniren wir diese Gleichung mit der Gleichung y — z^Q^ als 

der des ersten secundären Hauptschnitts, so erhaben wir die Gleichungen der 

Zonenlinie : 

ffjß 

— — — + V = 0, und y — 5? = 0. 

wa(2«— 1) ^ ^ 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen S. 47, so folgt, dass 

n 
sein muss, weshalb sich denn die Zonengleichung in der Form 

wa(2yi— 1) _ l _ 1 _ Q 
na b c "^ 

herausstellt. Da nun jede andere Form unter dem allgemeinen Zeichen mPn' 
vorgestellt werden kann, so ist in dieser Gleichung jedenfalls a = i»'a zu 
setzen, während sich für b und c verschiedene Werthe geltend machen. 

1. Für irgend eine in den ersten Sextanten (yx) fallende Fläche kann 
nämlich allgemein entweder b = i und c = n\ oder auch b^ss^n und c = 1 
sein, was in beiden Fällen dasselbe Resultat, nämlich die Zonengleichung 

w(2;i--l) I 1 _ft 
mn n 

oder die Ableitungszahl 

'" - (n'^l)n 
liefert. Die Form, welcher die Fläche angehört, wird allgemein ein Skale- 

noSder von anliloger Stellung mit — ^ sein; da jedoch auch die Gränz- 
werthe von n zu berücksichtigen sind, so werden überhaupt 
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das Rhomboe'der von antiloger SleliuQg aus —^ ^P, 

die Skalenoeder von antiloeer Slelluns aus ——/ — , ^ Pn'. and 

^ ° («-hl)» 

die Deuteropyraolide — ^ -P2 

diejenigen Formen sein, welche im ersten Sextanten taulozonale Elächen lie- 
fern können. 

2. Die weiterhin, jenseits der Pyramidenfläche folgenden Flächen, welche 
allgemeinSkalenofe'dern von analoger Slellnng angehören werden, fallen 
einerseits in den Nebensexlanten der -t-y und — Uj in welcher letzteren Ne- 
benaxe anfangs ihr Parameter n liegt, statt dessen der auf die Axe der z be- 
zügliche Parameter einzuführen ist. Für diese Flächen ist also in der Zonen- 
gleichnng 


6'=:1, C = -7 


n 


zu setzen, wodurch sich die Ableitungszahl 

, wi(2«— ly 
^ - (2«'-l)« 
ergiebt ; daher werden denn, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n\ 

abermals die Deuteropyramide ^ ^P2, 

die Skalenoeder von analoger Stellung aus -^^ — rr— P/i', und 

(Zn — 1 )» 

das Rhomboe'der von analoger Stellung aus — ^^ P 


I 
n 


diejenigen Formen sein, welche zunächst noch Flächen in die Zone liefern. 

3. Die jenseits der Rhomboederfläche folgenden tautozonalen Flächen 
endlich, welche abermals allgemein Skalenoedero von analoger Stellung ange- 
boren werden, fallen zwar noch einerseits in den Sextanten der -h y und — Uy 
jedoch so, dass sie in der Axe der u ihren Parameter 1, in der Axe der y 
ihren Parameter n haben, weshalb denn für sie statt des ersten Parameters 
der auf die Halbaxe der — z bezügliche Parameter iu Rechnung zu bringen 
ist. Setzen wir also in der Zonengleichung 


b ^ n'j und c' = j 


n 


»'-1 
so bestimmt sich die Ableitungszahl 

mßn—\)n 


m = 


(2— w')« 

und so ergiebt sich, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n'j dass 
jenseits der Fläche 

des Rhomboeders von analoger Stellung aus — ^ ^P, 
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die Skalenoeder ^n analoger Stellung aus -^ ,-^Pn\ und 

^ (l — n )n 

das Deuteroprisma ooP2 

diejenigen Formen sein werden, welche gleichfalls tautozonale Flächen zu 

liefern vermögen. 

Hiermit ist die Entwickelung der Zone beendigt, welche sich jenseits der 

Fläche des Prismas ooP2 durch dieselben Flächen in umgekehrter Reihenfolge 

weiter fortzieht, und überhaupt, nach viermaliger Durchlaufiing derselben 

Flächenreihe in zweimal entgegengesetzter Ordnung auf ihren Anfangspunct 

zurückkommt. 

§. 149. Fortsetzung; Zonen der Mittelkanten des 

»iP/i 


Skalenoeders 


y 


Wählen wir diejenige Mittelkante des Skalenoeders—^, welche mit der 

positiven Halbaxe der y zum Durchschnitte kommt, zur Zonenlinie, so werden 
die Gleichungen der letzteren 

= 0, undy + s =0, 


wia(2-;f) 2 ' ^ " 2 
woraus denn folgt, dass 

M=-^r — - » y==l, e = -2, 

und dass sich die Zonengleichung allgemein in der Form 

iwa(2-w) 1_2^ 

na b c 

herausstellt. Da nun jede andere Form unter dem Zeichen m'Jfn gedacht 
werden kann, so ist jedenfalls a = ^/z'a zu setzen , während sich die Werthe 
von b und ü, nach Maassgabe der Lage der beireffenden Flächen, verschieden 
bestimmen. 

1. Für viele Flächen wird i=l, und cz=n sein, folglich die Ablei- 
tungszahl 

wi(2 — n)n 


m = 


(2—«')« 

werden; diese Flächen gehören allgemein Skalenoe'dern von analoger 
Stellung, für die Gränzwerthe von n aber dem Prisma (X)P2 und einem Rhom- 
boeder an, weshalb denn überhaupt 
das Deuteroprisma (X)P2, 

die Skalenoeder von analoger Stellung aus .^^ , — Pn und 

das Rhomboeder von analoger Stellung aus — ^^ ^P 

diejenigen Formen sind , welche zunächst Flächen in die Mittelkantenzone 
liefern können. 
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2. .Jenseits der so eben bestimmteD RhomboSderfläche folgen andere 
Flächen, für wielcfae anfangs b = n\ und c s= 1 zu setzen ist, daher sich für 
sie die Ableitungszahi * 

f __ m(2— «)»' 

bestimmt. Aiich diese Flächen gehören noch Skalenoedern von analoger 
Stellung mit — ^— an, mit Ausnahme der beiden, für welche die Gränzwerthe 
von n gelten, weshalb denn überhaupt 

abermals das analose Rhomboeder aus ^P, 

^ n 

die Skalenoe'der von analoger SteDung aus -7^-/ — ^^-Vn\ und 

^ ^ (2«— 1)« 

die Deuteropyramide — LH-i P2 

diejenigen Formen werden, welche die nächsten tautozonalen Flächen liefern. 

3. Jenseits der Fläche dieser Deuteropyramide folgen nun noch die Flä- 
chen anderer Skalenoe'der von antiloger Stellung, deren Parameter n in 
die Axe der u fällt, während ihr Parameter 1 noch in der Axe der s liegt; 

für sie ist also statt n der in die Axe der y fallende 'Parameter -7 — i- einzu-. 

fuhren. Setzen wir diesen Werth statt 6, und 1 stat c in die Zonenglei- 
chung, so bestimmt sich die Ableitungszahl 

, i»(2— «)»' 

(«-hl;« 

aus welcher sich, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n\ die Folge- 
rung ergiebt, dass 

abermals die Deuteropyramide — ^ -PZ, 

die SkalenolSder von antiloger Stellung aus —^ — v^— -P«', und 

das Rhomboeder von antiloger Stellung aus -J~ — - P 
diejenigen Formen sind, welche gleichfalls Flächen in die Zone liefern werden. 

Mit dieser Rhomboederfläche ist die Entwickelung der Zone vollendet, 
indem solche jenseits derselben in umgekehrter Reihenfolge durch alle be- 
reits bestimmte Flächen bis in eine Fläche von ooP2 zurückläuft, um dann, 
nach nochmaliger Wiederholung derselben Flächenkette, auf ihren Anfangs- 
punct zurück zu gelangen. 
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§. 150» Kantenzonen des Skalenoäderg mRn, bei Anwendung 

der seeundären BezeicbBang. 

Dem primitiven Zeichen — ^— eines Skalenoe'ders entspricht nach §. 128 

das secuiidäre Zeichen -^ ^K^ , und dem seeundären Zeicbca fAv 

das primitive Zeichen jUi^P . Wollen wir also die Resultate der vorher- 
gehenden drei Paragraphen so darstellen, wie es die secundäre Bezeichnung 
erfordert ; so haben wir 

1. in allen diesen Resultaten mn für m. und « für m zu setzen ; 

«-hl 

2. in den dadurch umgestalteten , aber noch immer der primitiven Ablei- 
tung entsprechenden Zeichen mVvl der Skalenoeder m ^=^iiv^ «ad » = 

2y 

zu setzen ; 

v+l 

durch die erst« Substitution wird das gegebene Skalenoeder — ^, durch 

die zweite Substitution wird das gesuchte Skalenoeder — ^ — aufsein 
secundäres Zeichen zurückgeführt. 

A. Zonen der längeren Polkanten des Skalenoe'ders i»R». 

Die Ableitungszahl m' derjenigen drei Skalenoeder, welche in §. 147 als 
die allgemeinen Resultate der Entwickelung dieser Zonen hervortreten, ist mit 

dem gemeinschaftlichen Factor --^ ^ behaftet. Setzen wir in diesem Pac- 

tor mn statt m, und t statt », so verwandelt er sich in ^rnfSn-hi), and 

«-hl ' 2 \ /» 

so erhalten wir für die, in die Zone der längeren Polkanlen von rnRn fallen- 
den drei Skalenoeder zunächst die umgestalteten Zeichen *) : 

Setzen wir nun successiv ein jedes dieser Zeichen =jwyP — s , so gilt 

2v 

zuvörderst für alle drei «'=s — r-, und so bestimmt sich, durch Substitution 

y-hl 

dieses Werthes von «', 

für das e r s t e Skalenoe'der : uv = -\ r-^ 

^ 3y+l 


*) Der Deutlichkeit wegen und znr Ersparang des Raumes ist der Divisor %, als 
Zeichen der Hemiedrie, weggelassen worden. 
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für das zweite SkalenoSder: uy= — ^^^ r^ 

für das dritte Skalenoeder: /ui^s 4.m(3fl-hl> 

2v 
Da nun aber das Zeichen fivP- — - mit dem secandären Zeichen //Ryaequi- 

valent ist, so gelangen wir, indem wir n statt v schreiben, und die Gränz- 
werthe dieses Uj welche 1 und oo sind, sogleich mit berücksichtigen, auf 
folgende Entwickelung. 

Die Zone der längeren Polkante von mRn geht durch eine Piäehe 
des Rhomboe'ders |^i»(3n-i-l)R, 

der Skalenoii'der — «-? — r-^R«', einschliesslich mR^, 
der Deuteropyramide ^m(3n-hl)P2, 
der Skalenofeder - ?$^±12r«\ 

des RhoDiboeders ^^m(3;i+l)R, 
der Skalenoeder ^im{3n-hl)Rn und 
des Deuleroprismas ooP2. 

B. Zonen der kürzeren Polkanten des Skalenoe'ders mRn» 

Die Ableitungszahl m derjenigen drei Skalenoeder, welche in §. 148 als 

die allgemeinen Resultate der Entwickelung dieser Zonen hervortreten , ist 

2n 1 

mit dem gemeinschaftlichen Factor behaftet. Setzen wir in diesem 

2» 
Factor mn statt m, und — r statt n , so verwandelt er sich in ^w(3«— 1), 

und so erhalten wir für die, in die Zone der kürzeren Polkanten von mRn 
lallenden drei Skalenoeder zunächst die umgestalteten Zeichen : 

wi(37i— 1W„ , »2(372— 1W„ , , m(3n-~l)n^ , 
2(//+l) ' 2(2»— 1) 2(2— n) 

2v 
Setzen wir nun abermals ein jedes dieser Zeichen =^(J'P — |, und ver- 
fahren wir übrigens ganz so wie vorher, so gelangen wir endlich auf folgende 
Entwickelung : 

Die Zone der kürzeren Polkante von mRn geht durch eine Fläche 
des Rhomboeders — ^ffi(3n— 1)R, 

der Skalenoeder %—, — T^Rn 

on 4-1 

der Deuteropyramide •|-fft(3;t— 1)P2, 

der Skalenoeder — — , — \ Rn\ einschliesslich mRn^ 

on —1 

des Rhomboeders 4-fn(3»— 1)R, 

der Skalenoeder iti»(3»— l)Rf/ und 

des Deuteroprismas ooP2. 
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C. Zonen der Mittelkanten des Skalenoe*ders mRn. 

Die AbleituDgszahl m' derjenigen drei Skaleno^der, welche in §. 149 als 
die allgemeinen Resultate der Enlwickdndg -dieser Zonen bervortreteo, ist 

f^(2 fi) 

mit dem gemeinschaftlichen Factor -^ — -^ behaftet. Setzen wir in diesem 

w • . « 

Zn ' 

Factor mn statt w, und —- . statt «,• so verwandelt er srch natürlich io m, 

und so erhalten wir für die, in die Zone der Mitlelkante des Skalenoeders 
mKn fallenden drei Skalenoeder zunächst die umgestalteten Zeichen 

tnn „ , mn ^ , ^ n * 

ö 7"n 9 ir^p — iF/i und , — -.P« . 

2— 7i 2« — 1 n-k-l 

Setzen wir nun wiederum ein jedes dieser Zeichen = uvP r « und 

v+1 

verfahren wir ausserdem ganz so, wie oben unter A, so gelangen wir endlich 

auf folgende Entwickelung : . 

Die Zone der Mittelkante von mRn gehl durch je eine Fläche 
des Deuteroprismas ooP2, 
der Skalenofe'der mRn\ einschliesslich r/iR», 

des Rhombocfders mR, 

2m 
der Skalenoeder «-? — xR«', 

on — 1 

der Deuteropyramide f mP2, 

2m 
der Skalenoeder — ^r-? — rR^'i und 

on 4-1 

des Rbomboe'ders — ^mR. 

Wir haben alle drei Zonen nur durch eine von den vier Flächenkelten 
verfolgt, aus denen eigentlich eine jede derselben in ihrer Vollständigkeit be- 
steht, weil sich in den übrigen drei Flächenketten dieselben Flächen, nur in 
umgekehrter Reihenfolge, wiederholen. 

§. 151. Zonen des Rhomboeders mB., 

An jedem Rhomboeder mK sind besonders die Kantenzouen und die Dia- 
gonalzonen von Wichtigkeit. Die ersteren sind natürlich nur einer Art, 
weil je zwei Polkanlen und je zwei Mittelkanten einander parallel laufen; 
unter den Diagonalzonen aber versteht man diejenigen, deren Flächen den 
geneigten Diagonalen der RhomboSderflächen parallel sind; sie fallen also 
mit den Kantenzonen des Rhomboeders — 2mR zusammen. Beide Arten von 
Zonen lassen sich unmittelbar aus denen in §. 150 für die Skalenoeder mUn 
gefundenen Resultaten ableiten, indem man n= I setzt; denn die Polkanten 
des Rhomboeders mR entsprechen den kürzeren Polkanten, und die KUnodia- 
gonalen seiner Flächen entsprechen den längeren Polkanten des Skalenoe- 
ders mRn. 
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A. Die KanteDZonen des Rbömbo^'ders mR sind zu drei vorhandeD, 
und jede derselben besteht aus vier identischen Fläehenkelten, welche in ent- 
gegengesetzten Richtungen an einander geschlossen sind. Als die Endglieder 
jeder Kette erscheinen die Abstumpfiingsfläcben einer Polkante und einer Mit- 
telkante. Jede Kette zerfallt aber wiederum in drei Flächengruppen, welche 
allgemein gewissen Skalenoe'dern angehören , und durch bestimmte singulare 
Flächen von einander getrennt werden. Da die Mittelkanten des Rhomboe- 
ders mR dieselbe Lage haben, wie Jene des Skalenoeders mR», und da es 
gleicbgiltig ist, ob wir die Kantenzonen auf die Polkanten, oder auf die Mit- 
telkanten bezieben, so ist die Entwickelung dieser Zonen eigentlich schon in 
den, §. 150 unter C stehenden Resultaten gegeben; genau dieselbe Entwicke- 
lung erhalten wir aus den ebendaselbst udter B stehenden Resultaten , wenn 
wir » = 1 setzen. 

• . « * 

Gehen wir also von der Polkante des Rhomboeders aus, so erhalten wir 
folgeude Entwickelung: 

Die Kantenzone des Rhomboe'ders mR geht durch eine Fläche : 

des Rhomboeders —l^mR, 

2m 
der Skalenoc^der — «— ,— ^R«', 

• 3» -»-1 ' 

der Deuteropyramide f mP2, 

der Skalenoeder —, — tR«', . . 

on — 1 

des Rhomboeders mR selbst, ^ 

der Skalenoeder mR», und 

des Deuteroprismas ooP2. 

B. Die Diagonalzonen des RhomboiSders mR sind ebenfalls zu drei 
vorhanden, deren jede abermals aus vier Ketten besteht, welche in entgegen- 
gesetzter Richtung an einander geschlossen sind; die Endglieder jeder Kette 
bilden eine Fläche des Rfaomboä*ders mR selbst und eine Fläche des Deutero- 
prismas. Jede Kette zerfällt aber wiederum in drei Gruppen, welche verschie- 
denen Skalenoe'dern angehören, und durch die Flächen bestimmter singulärer 
Formen getrennt werden. Gehen wir von einer Fläche des Rhomboe'ders aus, 
so erhalten wir aus denen in §. 150 unter A stehenden Resultaten, indem wir 
n=zl setzen, folgende Entwickelung: 

Die Diagonalzone des Rhomboe'ders mR geht durch eine Fläche : 
des Rhomboeders mR selbst, 

der Skalenoeder 5-> — »Bn, 

&n -1-1 

der Deuteropyramide f mP2, 

4m 
der Skalenoeder — ö~-? — «R^'j 

6n ^\ 

des Rhomboeders — 2mR, 

der Skalenoeder — 2mR»', und 

des Deuteroprismas ooP2. 
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Wir besobliessen hiermit die Zoaenlehre, indem solche durch die nitge- 
theilten Betrachtungen hinreichend erläutert worden sein dürfte» um auch die 
Entwickclang einer jeden anderen Zone vornehmen zu könneo. 
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Transformation der Azen, und Zwillingskrystalle des 

Hezagonalsystems. 

§. 152. Beziehung des Hexagonaisystems auf ein isogonales 

dreizähliges Axensystem. 

Es wurde bereits oben S. 186 erwähnt, däss mehre Krystallographen das 
Hexagonalsystem nicht auf das, in seiner holoedrischen Äusbildungsweise so 
entschieden angezeigte tetrametrische Axensystem, sondern auf ein schief- 
winkeliges trimetrisches Axensystem beziehen, dessen drei Axen gegen ein- 
ander gleich geneigt und gleich gross, überhaupt vollkommeB gleichwerthig 
sind. Da diese Ansicht für die Rechnung manche Erleichterung gewährt, und 
von einem so ausgezeichneten Krystallographen wie Miller^ selbst für das 
praktische Bedtirfniss der Mineralogie, in Anwendung gebracht worden ist, 
so verdient sie wohl, etwas näher in Betrachtung gezogen zu werden. 

Um uns dieses Axensystem nach seiner Lage leicht vorstellen zu können, 
dazu bedarf es nur der Bemerkung, dass seine drei Axen allemal den Poi- 
kanten desjenigen Rhomboeders parallel liegen, welches als Grundform 
gewählt worden ist ; in den holoedrischen Krystallreihen, denen freilich die 
Rhomboeder fehlen, bestimmt daher das aus der Grundpyramide P abzulei- 
tende Rhomboe'der die Lage der Axen. 

Indem wir nun das tetrametrische Axensystem, als das eigentliche 
und ursprünglich gegebene zu Grunde legen, und in solchem ein Rhomboeder 
der ersten Art, von dem Parameter- Verhältnisse a : 1 : 1, als diejenige Forio 
wählen, deren Flächen die Coordinat-Ebenen des neuen Axensystems liefern 
sollen, so werden wir, durch Anwendung der in §.44 mitgetheiltenRechnuog, 
zur Transformation unsers Axensystems ^ und zur Beziehung aller Formea 
auf das neue, isogonal-trimetrische Axensystem gelangen. 

Die drei Flächen F\ F" und F"', deren Centro-Parallelflätthen die neuen 
Coordinat-Ebenen darstellen, sind also die Flächen des Rhomboeders R, und 
es werden daher die calculativen Gleichungen dieser Coordinat-Ebenen 

rurjF'^+y + ^ = 0, für/?'"--y=0, färr"--;5 = 0. 
a a a 

Die Gleichungen ihrer Durchschnittslinien L, L' und L'^ als der drei neuen 

Axen , bestimmen sich demnach 

fiirL J-y = 0, und 1 + ^=0, 


Transfomativii der Axen. t5S 


fdrL' --»-|=»0, und«--=0, 


a 


für L" --y = 0, und « - - =0, 
a a 


woraus sich denn für die Grössen My N^ R^ M' M'. s. w. (S. 58) die folgen- 
den Werlhe ergeben : 

M =a, N =1, R =-2, 
M' =a, iV' =-2, Ä' =1, 

JJf''=a, iV''=l, Ä"=l. 

Da nun unser ursprüngliches Axensystem ein schiefwinkeliges ist, in 
welchem a = 60^ /9 = W, y = 90«, 

so folgt hieraus, nach S. 59, dass für irgend eine, in selbigem durch die Pa- 
rameter a, b und c gegebene Fläche jP die in den drei neuen Axen L, V 
und L" erforderlichen Parameter a^^ b^ und c^ die nachstehenden Werthe 
haben müssen : 

£/«cl/a*+3 
* dibc-\-ca^2ab 


^ abc V ^a^+3 
* "" aic— 2ca-*-flÄ 
eiicV^a^+3 


Der gemcinschaflliche irrationale Factor y^a^-h'i ist hierbei ohne alle Bedeu- 
toDg, und kann daher ausfallen, weil es nur auf das Verhältniss der Para- 
meter ankommt, und weil es lediglich der schiefe Neigungswinkel der Axen 
<oder auch der Coordinat-Ebenen) ist, durch welchen das neue Axensystem 
charaktmsirt wird. Auch sind die Werlhe von a^ , b^ und c^ ganz unabhän- 
gig von dem Grundparameter a, wie sich schon daraus «rgiebt, dass in jedem 
besonderen Falle a = 972a gesetzt werden rauss, wodurch a eliminirt wird. 
Uebrigens sind die oberen drei Halbaxen als positive, die unteren da- 
gegen als negative Halbaxen zu denken, und zwar fällt die positive Halb- 
axe L in den Sextanten der — z und — «, die positive Halbaxe L' in den 
Sextanten der -h u und — y, und die positive Halbaxe L" in den Sextanten 
der +y und 4-ä. 

Bezeichnen wir also diese drei neuen Axen als die Axen der a^\ y und » ^ 
so wird eine Fläche JP, welche in dem eigentlich hexagonalen Axensysteme 
durch die Gleichung 

abc 

gegeben ist, indem neuen , isogonal-trimetriscben Axensysteme durch die 
Gleichung 

(aÄr?4-cfl— 2«A)jp'4-(a6c— 2cfl4-iiÄ)y'+(aÄc4-c«-*-flA)>8'ÄÄÄc 
bestimmt werden. 
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§. 153. Fortsetzung; Reduction der verschiedenen Formen 

aaf das isogonale Axensystem. 

Wir wollen nun zusehen , welche Parameter die verschiedene^ holoedri- 
schen Formen des HexagonaLsystems in dem isogonalen Axensysteme erhalten 
werden. Da eine jede soldie Form allgemein als eine dihexagonale Pyramide 
fn9n vorgestellt werden kann, so haben wir zunächst diese zu berücksich- 
tigen. 

1. Reduction einer dihexagonalen Pyramide niSn, Es folgt aus 
den Symmetrie-Verhältnissen des isogonalen Axensystems, dass diese Form 
in ihm nicht mehrmals ein Inbegriff von lauter isoparametrischen Flächen, 
also auch gar nicht mehr, als eine einlache Gestalt hervortreten kann, sondern 
als eine Combination derjenigen beiden Skalenoeder aüfgefasst werden 
muss, welche aus ihr abzuleiten siüd. 

Für das eine dieser Skalenoeder, dessen im Sextanten der positiven y 
und z liegende Flächen obere sind, hat die eine dieser Flächen die Gleichung 

folglich ist für sie a = ?7ia, & = 1 und c^^n, und setzen wir diese Werlhe in 
die allgemeinen Ausdrücke von a^ b^ und c^, so erhalten wir 

mn 

* mn^n — 2m ' 
, • , mn 

"' ~ 9-'2mn+m ' 
tnn 

alle zwölf Flächen des Skalanoeders haben dieselben Parameterwerthe, nur 
vertauschen solche ihre Lage in den verschiedenen Axen. 

Für das andere Skalenoeder, dessen im Sextanten der positiven y und 
s liegende Flächen untere sind, hat die eine dieser Flächen die Gleichung 

— |-y+— =1: 

ma, ^ n 

folglich gilt für sie a = — //la, 6=1, und c=:n^ und setzeti wir diese Werthe 
in die Ausdrücke von a^, b^ und c^, so erhallen wir für ihre obere Gegen- 
fläche : 

mn 

* n—mn-^2m 
mn 


K = 


n-hZmn—m ' 
mn 
* n — mn — m 


wiederum haben alle zwölf Flächen dieses Skalenoeders dieselben Parameter, 
indem solche nur ihre Lage in den Axen vertauschen. ' 
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2. Reductiön ein6r Protopyr^mide mP. Eine jede solche Pyramide 
zerrällt in dem isogonalen Axensysteme in ihre beiden Rhomboeder, welche 
verschiedene Parameter-Verhältnisse, und daher auch verschiedene Zeichen 
erfordern, obgleich sie complementäre Formen sind. Wir erhalten diese Pa- 
rameter, indem wir in den unter Nr. 1 gefundenen Werthen n = l setzen. 

mP 
Es wird also für das Rhomboeder -^ oder mR : 

m , fn m 

«1=1 — -y ^ = 1 — -> ^1 = 


1-1« ' "^-l-fli' *"'2»n.l' 

niP 
und es wird für das Rhomboeder ^ oder — i»R: 

''''^T^' ^--T+^' ""'^Ü^Zii' 

Daher gilt z. B. für das Grundrhomboeder R das Parameter- Verhällniss 
00 : c» : 1, für das Gegenrhomboeder — Ä aber das Verhältniss — 1:^: J^, 

wie diess auch die Miller'' sehen Zeichen 100 und l22 ausdrücken. 

3. Reductiön einer Deuteropyramide i»P2. Für diese Pyramiden 
findet keine Zerfällung in zwei Formen von verschiedenen Parameter- Verhält- 
nissen Statt. Setzen wir nämlich in den unter Nr. 1 stehenden allgemeinen 
Ausdrucken von a^y b^ und c^ den Werth n = 2, so gelangen wir für beide 
Flächen auf dieselben drei Parameter 


2-3»! ' *"'2-»-3wi* 

4. Reductiön der Prismen und des Pinakoides. Setzen wir m=QO, 
so erhalten wir für die dihexagonalen Prismen ooPn lauter isoparametrische 
Flächen, weshalb denn auch diese Prismen als einfache Formen gegeben sind ; 
die Parameter werden z. B. für die erste Fläche : 

n , n n 


w-2' "*"■ %n-V "*""«+r 
Dasselbe gilt für die beiden. Prismen ooP und ooP2, von welchen das erstere 
di(B Parameter —1,-1 und \^ das zweite die Parameter oo, —1 und 1 
erfordert. Das Pinakoid endlich hat das Parameter- Verhällniss 1:1:1. 

Anm. Aus vorstehenden Resultaten ergeben sich unmittelbar die krystai- 
lographiscben Zeichen , mit welchen Miller die Formen des Hexagonalsystems. 
bezeichnet, indem er jedes Parameter- Verhältniss auf seinen einfachsten Ads* 
druck bringt , und dann die inversen Grössen seiner Glieder neben einander 
schreibt. Bei der Berechnung der Formen spielt natürlich der constante Nei- 
gungswinkel der Axen eine wichtige Rolle. Uebrigeos erMeht man aus der gan- 
zen hier mitgetfaeilten Transformation der Axen, dass sich solche zwar ziem- 
lich ungezwungen an die rhomboedrische Hemiedrie des Hexagonalsystems an- 
schliesst, dessenungeachtet aber bleibt es ein Uebelstand, dass sie die coin- 
plementären hemiedriscfaen Formen mit ganz verschiedenen Zeichen 
hervortreten läs^t, woraus sich denn bei ihrer Anwendung auf den holoe- 
drischen Formencomplex der noch grössere Uebelstand ergiebt, dass die wich- 
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tlgsten einfachen Formen, nämlich die Prolopjramiden und die dihexagona- 
len Pyramiden, als Cemhinationen dargeetellt werden raflssen. Es ist diese 
ein neuer Grand, welcher, KUgietcfa mit den ohen S. 186 angefitthrten GrindeD, 
ans die Beziehung der hezagonalen Formen auf dieses trimetrisehe Axen- 
System fär die praktische Krystallographie nicht zweckmässig erscheinen lässt. 

§. 154. Gewöhnliche Zwillingskrystalle des Hexagonal- 

systems; Transposi tion der Axen. 

Id den holoedrischen Krystallreihen des Hexagonalsystems gehören Zwil- 
lingskrystalle zu den Seltenheiten ; häufiger erscheinen sie in den rhomboe- 
drischen sowie In den tetartoedrischen Krvstalireihen. Viele von diesen Zwil- 
lingskrystallen sind solche mit parallelen Axensystemen, bei denen sich in 
der Verwachsung beider Individuen ein Streben der Natur zur Reproduction 
der holoe'drischen, oder auch der faemiedrischen Stammformen offenbart. Da 
nun dergleichen Zwillingskrystalle sowohl an und für sich, als auch nach den 
gegenseitigen Beziehungen der Formen ihrer Individuen sehr leicht zu beiir- 
theilen sind, so bedürfen sie auch keiner allgemeinen Betrachtang. Dagegen 
sind die Zwillinge mit geneigten Axensystemen, welche besonders in den 
rhomboedrischen Krystallreihen zu den recht gew<>hnlichen Erscheinungen 
gehören, nicht ohne Weiteres nach ihren Verhältnissen zu erkennen, weshalb 
wir uns mit ihnen etwas ausführlicher beschäftigen müssen. Fast allen diesen 
Zwillingen liegt das Gesetz zu Grunde , dass die Fläche irgend eines Rhom- 
boeders rnB. die Zwillingsfläche ist. Da nun aber dieses Rhomboeder bald ein 
positives, bald ein negatives sein kann , und da auch für alle übrigen Formen 
deren hemi^drische Gegenkörper berücksichtigt werden müssen , so erscheint 
es zweckmässig, die Betrachtung dieser Zwillingskrystalle so einzuleiten, dass 
dabei anfangs eine holoedrische Ausbildung vorausgesetzt wird. 

Wir wollen also einstweilen annehmen, dass eine Fläche der Grund- 
pyramide P die Zwillingsfläche sei, wodurch die Allgemeinheit der Aufgabe 
keineswegs beeinträchtigt wird, weil wir nur nöihig haben, in den Endresul- 
taten statt a das Product m'a zu schreiben, um solchen für die Fläche irgend 
einer Protopyramide mP Giltigkeit zu verschaffen. 

Die Gleichung der Zwillingsfläche wird hiernach 

/r 

Legen wir nun die in g. 50 (S. 69 f.) für das triklino^drische Axensyslem 
vollzogene Transposition der Axen zu Grunde , so haben wir in gegenwär- 
tigem Falle 

fl = a, ^ = 1, c = 1, 

' ^=i, Ä' = 0, 6" = 0, 
cosa = T^, cos/9 = 0, cosy = 0, 
sina=: Yh sin/?= 1, siny = l 
zu setzen, und folglich die S. 69 stehenden Grössen p, q und $ mit den 
Werthen 
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die S. 73 stehenden Grossen /t, v ood ^ aber mit den Wertben 

3-4a» 3 3 

einzuftibren. Demgemäss erbalten die Axen der x\ y und z des ladividu- 
ums II innerbalb des iDdividuums I folgende Gleicbuiigen : 

die Axe der x : ^ ^ — ^ = 0, und y — j^r = ; 
dieAxedery' • J+y = Oj »«^ J- | =0; 

die Axe der «' : ^--^ = 0, und ä + ^ = 0. 

In diesen Gleicbungen haben wir die Grundlage für alle fernereu Betracbiun- 
gen gewonnen. 

§. 155* Transposition einer Fläche des Individuums II auf 

das Individuum I. 

Nachdem die Axen des Individuiims II als Linien innerhalb des Axen- 
sj^stems I bestimmt worden sind, so bildet die Transposition irgend einer be- 
liebigen Fläche eine leicht zu lösende Aufgabe. 

Ist uns nämlich am Individuum II irgend eine Fläche F' durch die Glei- 
chung 

$ f f 
X y z . 

a c 

gegeben, so haben wir nach §. 49 (S. ()7) diejenigen Parameter ir^, b^ und c^ 

ZQ bestimmen, welche derselben Fläche in den Axen der x^ y und z des 

Individuums I zukommen. Diese Bestimmung geschieht in folgender Werafe. 

Nennen wir X\ Y' und Z' die Darch^cbniltspuncte der Fläche F' mit den 

Axen der x\ y und V, so gelten zuvörderst für den Pnnet X\ wie für jeden 

Panct der Axe der x\ im Axetisysteme I die zu Ende von §. 154 stehenden 

Gleichungen dieser Axe, vermöge welcher 

(3-4a^)y , 

X = — -^-^ , und 5f =y 

sein muss. Die Centrodistanz irgend eines Punctes derselben Axe ist aber 
nach S. 189 allgemein : 

oder, nach Substitution der vorstehenden Werthe von x und Zy 

n 3-i-4a* 

Da uns nun die Centrodistanz des Punctes X' durch den Parameter a gege- 
ben ist, so gilt für diesen Punct D ^d \ folglich werden die Coordiuaten des 
Punctes X\ wenn wir solche mit -p^ q und «, statt mit /r, y und z bezeichnen, 

_ (3-4aV _ _ i^a' 
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Bringen wir dasselbe Verfahren für die beiden Puncte Y' und Z' in Anwen- 
dung, so finden wir für den Panct Y' die Coordinalen : 

^ "■ 4a»+3' ^ ■" ^li?^' * "" 4a*+3 ' 
und endlich für den Punct Z' die Coordinalen : 


V -4^?:f3' y ~4^^:i:3' * 4?+3* 


Die in dem Individuum II gegebene Fläche F' geht nun aber durch die 
drei Puncte X\ Y' und Z\ deren so eben gefundene Coordinalen f^ 7, #, / 
u. s. w. sich auf das Axensystem des Individuums I bezieben. Subsliloiren 
wir also in den zu Ende von §. 18 stehenden Ausdrücken die vorslehendeD 
Werlhe dieser Coordinalen, so erhalten wir für dieselbe Fläche ihre 
neuen, in dem Axensysleme I giltigen Parameter, nämlich: 

g^'c^(4a^+3) • 

^* "" 4ö'(i'+c>-*'c'(4a*-3) 

a'*V(4a*+3) 

* " 4ii'ÄV+3c'(2*'a-rt'> 

_ g^yc(4a^-t-3) 
""* "■ 4VflV+3*'(26'a-fl') 
welche Werthe mit denen in meinem Lehrbuche der Krystallograpliie 
(II, S. 294) mitgetheilten, und auf einem etwas anderen Wege gefundenen 
Werthen wesentlich übereinstimmen. 

Da nämlich in vorstehenden Ausdrücken statt a das Product 7/1'a gesetzt 
werden muss, sobald das allgemeinere Zwillingsgesetz berücksichtigt wer- 
den soll, dass die Zwillingsfläche eine Fläche der Pyramide m'P ist, während 
für die transponirte Fläche selbst jedenfalls d = 9»a gesetzt werden kann, so 
lassen sich dieselben Ausdrücke auch folgendermaasseu schreiben : 

_ iwyc^(4»i^V+3ja 

^* " 4»im'(*'+cV-.*'cY4i«'V-3) 
. _ i»&'cY4w V-h3) 

* "" 4»im'Va'^-l-3c'(2m'A'-wi) 
OTÄ'c'(4i//*a*-K3) 

* ^ 4wi»i'Va^-f-3A'(2//i'c'— m) 

in welchen man nur ri und r statt li und c zu schreiben braucht, um die 
erwähnten Formeln zu erhalten. 

Man ersieht aus diesen Ausdrücken auf den*erslen Blick, dass die trans- 
ponirte Fläche F' des Individuums II einer kryslallographisch -möglichen 
Fläche des Individuums I entsprechen muss, weil für den Werth von a^ der 
Factor von a, und weil jeder der beiden Werlhe von h^ und c^ nothwendig 
rational sein wird, sobald nur a^ eine rationale Zahl ist; was ja immer der 
Fall sein muss, wenn a entweder eine rationale Zahl oder eine Quadratworz- 
zcl ist. 
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§. 156. Transposition eines Skalenoe'ders des Individuums II 

auf das Individuum I. 

Wir wollen nun die gefundenen allgemeinen Resultate auf die Zwil- 
lingskrystalle rhomboedrischer Krystallreihen anwenden. Um dabei uns- 
rer Einbildungskraft ein Anhalten zu bieten, und uns leichter orientiren zu 
können, dazu mag die nachstehende Figur dienen, welche einen mit Juxtapo- 
sition beider Individuen gebildeten Zwillingskrystall darstellt, wie er am Kalk- 

spalhefürdieCombinalion —^ , ^ . ^vorkommen kann; doch lassen 

wir sowohl das Rhomboe'der, als auch die beiden SkalenoSder ganz allgemein 

, . , . »i'P , . iwP/i , . mVn 
als irgend ein -^ , als em —^ und ein ^ gelten. 

Es handelt sich nun zunächst darum, für 

die Flächen des in der Figur vorherrschen- 

lii'P 
den, und mit dem Zwillingsrhomboe'der ^ 

in analoger Stellung befindlichen Skaleno^'- 

iwP/i 
ders — ^— des Individuums II die aequivalen- 

ten Flächen am Individuum I zu bestimmen. 
Eine einfache Betrachtung lehrt, dass die Flä- 
chen dieses Skaleno^ers nach ihrer Transpo- 
sition auf das Individuum I daselbst dreier- 
lei verschiedenen Formen angehören, oder gewissermaassen drei verschie- 
dene Partialformen bilden müssen. 



Fig. 78. 


Die erste dieser Partialformen besteht aus den beiden Flächen, von 
denen die eine mit 1, die andere mit z bezeichnet ist, so wie aus den hinte- 
ren Gegenflächen derselben. Die zweite Parlialform begreift die beiden 
Flächen, von denen die eine mit 2, die andere mit —u bezeichnet ist, nebst 
ihren beiden Gegenßächen. Die dritte Parlialform endlich wird von den mit 
3 und mit y bezeichneten Flächen, und deren Gegenflächen gebildet. Die 
Puncte y , — ti' und — s bezeichnen uns die Austriltspuncle der gleichnami- 
gen Halbaxen des Individuums II. Die Bestimmung der drei Partialformen im 
Individuum I hängt nun oflenbar ab von der Transposition der drei Flächen 
1, 2 und 3. 

1. Erste Parlialform. Ihre mit 1 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

also ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken für a^, b^ und c^ 

&' = 1 , und c s=n 
zu setzen ; man erhält so, mit Vernachlässigung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors »Mi(4»i' V-4-3), 

17* 


;r = *5 

n 


tfl« 
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. 1 

* ""4wi«'V+3ji(2«-im) 
1 

^* "■4i»iim'V+3(2m'«-j«) 
In jedem besoBdern Falle mfissen diese Werfthe, eben so wie die für die bei- 
dea anderen Partialformen folgendei^ Werthe, einer weiteren Discusaion un- 
terworfen werden, um aus ihnen das eigentliche kryslallograpbiscfae Zeichen 
der betreffenden Partialform ableiten zu können. 

2. Zweite Partialform. Ihre mit 2 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

u =1, oder, nach S. 188, 

ma n 

^ + (^""*V - - = I . 
ma n it ' 

folglich ist in den zu Ende von §.155 stehenden Ausdrücken fiir «r^, b^ und c^ 

b' = T , und c ^=si ^n 

n— 1 

zu setzen ; dadurch erhalten sie, wenn der gemeinschaftliche Factor wn 

(4)Ä'*a*-i-3) unterdrückt wird, die Werthe : 

— a 

^* "^ 4/W(2-»)a*-i-7»(4fÄ' V-3) 

* 4wi»i'V— 3(2*w'«— m«-f-iyi) 
1 

^* ^ 4otjw'*(w— l)a*-l-3(2»i « -i-iw) 
welche abermals in jedem Falle noch einer weiteren Discussioo zu unterwer- 
fen sind. 

3. Dritte Partialform. Ihre mit 3 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

y = 1, oder, nach S. 188, 

iwa n ' 

folglich ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken für (7^, b^ undr^ 

i' =s — . _ ^ und c' = — 1 

n — 1 

zu setzen, wodurch solche die nachstehenden Werthe erhalten : 

— a 


a 


* 4w/7/f2«— t)a*-#-«(4wi'^a*— 3) 


*. = , 


'2„2 


*ii^mn -H mn — w) — kmum^vk 
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welche gleichfalls noch einer weiteren Discussion bedürfen. 

Ad ID. Diese Discossioo der Wertbe von a^, b^ und c^, welche sonach für 
alle drei Partiadformen ein20treten hat, betrifft zuDÜchst die Ausdrücke von b^ 
upd c^, also die beiden Parameter in den ^xen der y und ^. Hat man nämlich 
in solche die den gegebenen Formen entsprechenden Wertbe von m, tiy m und 
a eingesetzt, so werden ihre Wertbe entweder mit gleichen, oder mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen hervortreten. Beide Ptflle erfordern ein ver- 
schiedenes Verfahren. 

1. Die Wertbe von b^ und c^ haben gleiche Vorzeichen. 

Dann dividirt man mit dem kleineren derselben alle drei Grössen o^^ b^ 
und c^, wodurch solche auf das Verhaltniss pa : q : 1 gebracht werden, in wel- 
chem also 

p entweder = — ^ oder ss -^ 
'^ ac^ a^^ 

g entweder = — oder = -r^ 

i* b 

1 1 

sein wird, je naehdem r^ < oder > ^^ ist. Der Quotient q wird dich dann 
jedenfalis > f, aber entweder <, oder =, oder >2 berans^ellen. la den 

q 
beiden ersteren Fäflen ist er unmittelbar, im letzten Falle dagegen ist - 

die geanebte (und dirnn in die Axe der u fallende) Ableitongsza^t« während p 
jedenfalls die in die HanpUJke fallende Ableiliingszabl darstellt, üebfigena wird 
die ^suchte Partialform im ersten Falle einem Skalenoeder von analoger, im 
letzten Falle einem Skalenoeder von antiloger Stelloog entsprechen, je nachdem 
bei positivem a^ die Wertbe von b^ und c^ positiv, oder negativ sind. 

2« Die Wertbe von b^.und c^ habee entgegengesetzte Verzeicheo. 

Sind sie in diesem Falle gleich groas, was selten vorkommen wird, so 

2ä 
gehört die PafrUalfor» einer Dentero^ramide von der Ableitnngszahl -7^ . Sind 

sie dagegen ungleich, so bestimmt man zuvörderst den in die Axe der u fal- 
lenden Parameter, welcher durch den Ansdrack 

gegeben ist, in dem jedoch beide Grössen b^ und c^ positiv zu nehmen sind. 
Natörlich muss d^ immer < 6^, und auch < c^ sein, weshalb denn der kleinste 
Parameter 1 jedenfalls in d[ie Axe der u fallen wird, und es kommt nur noch 
daranf an, die der Ableitnng und Rezeicbning wirkKeb entapreebenden Parame- 
ter zu finden. Zu dem Ende dividirt man die drei Grössen, nümliib a^^ die 
kleinere von b^ und e^, sowie d^ selbst durch </^, wodurch solche aaf das 
Verhaltniss pa : q : \ gebracht werdien, in welehem altfe 

p = - * , , und 

ab^c^ 

q = -^ — ' , oder aach = -^^ ^ 

*i c, 

sein wird, je nachdem c^ < oder > b^ ist. Dann sind p und q die gesuchten 


n 
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Ableitungszahlen, and zwar ist die gefundene Form ein Skalenoeder von 
analoger oder antiloger Stellung, je nachdem bei negativem a^ c^ < oder > b^ 
ist. 

§. l57. Fortsetzang. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir uns mit der Transposition 
eines Skalenoe'ders von analoger Stellung mit dem Zwillings-Rhomboeder 
beschäftigt. Ein in verwendeter oder antiloger Stellung befindliches 
Skalenoeder, von welchem drei Flächen des Individuums II in Figur 78 durch 
die Zuschärfungsflächen der Mittelecke des vorwaltenden Skalenoeders ange- 
deutet sind, giebt ganz ähnliche Resultate. Auch seine Flächen gruppiren 
sich in drei Partialformen ; die erste dieser Formen ist diejenige, deren 
eine vordere Fläche in der Figur mit einem Puncto bezeichnet ist; die 
zweite Partialform besteht aus der mit zwei Puncten bezeichneten Fläche 
und deren correlaten Flächen; die dritte Partialform endlich wird von der 
mit drei Puncten bezeichneten Fläche und ihren correlaten Flächen gebildet. 

Eine aufmerksame Betrachtung lehrt sogleich, dass diese drei Flächen, 
welche sich auf die negative Halbaxe der w' bezieben, in Bezug auf die 
Nebenaxen der y , u und z eine ganz analoge Lage haben, wie die vor- 
her betrachteten drei Flächen 1 , 2 und 3 ; der wesentliche Unterschied be- 
steht eben nur darin, dass für sie der Parameter ma negativ zu nehmen ist, 
während solcher für die Flächen 1, 2 und 3 positiv war. Wir gelangen daher 
unmittelbar auf die Parameter, welche diesen Flächen im Individuum I zu- 
kommen, wenn wir in den für die Flächen 1, 2 und 3 gefundenen Ausdrücken 
von a^j b^ und c^ die Zahl m mit negativem Werthe einführen, wobei es aller- 
dings nicht übersehen werden darf, dass der in diesen Ausdrücken vernach- 
lässigte gemeinschaftliche Factor »3;i(WV-k3) gleichfalls mit m behaftet ist. 
Auf diese Weise ergeben sich denn folgende Resultate. 

1. Erste Partialform; für sie werden die Parameter im Individuum I: 

. a 

^* ""4»im'(»+l)a*+«(WV-3) 


4i«i«'V— 3»(2j»'-i-m) 
1 


Cs = 


2. Zweite Partialform; die ihr im Individuum I entsprechenden Para- 


meter sind : 

a 


* "" «(4m'V— 3)— 4»im'(2-»)a* 
* 4mm'^a?-h3(2m'n~hmn--m) 


1 


* 4ini»'2(«-1)a*--3(2i»'«-w) 
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3. DriUe Partialform; sie erfordert im Individaam I die Parameter 

a '_ 

"* ~ »(4«'V-3)-4i«»i'(2»-l)a* 
^^ -t 

- ^1 

^* ■" 4»i(«-l)w'V+3«(2iw'-wi) 
Auch diese Parameter müssen in jedem besonderen Falle einer ähnlichen Dis- 
cussion unterworfen werden, wie solche in der Anmerkung zu §. 156 erör- 
tert worden ist, bevor man das wahre krystaltographische Zeichen <ierjen]gen 
Form aufstellen kann , auf welche die eine oder die andere dieser PartiaU 
formen zu beziehen ist. 

Anm, Will man alle diese Resultate so darstellen, wie es die secondäre 

Bezeichnung erfordert, so hat man zuvörderst in den Werthen von a^, b^ und c^ 

2« 

slatt m die Grösse mn, und statt n die Grösse einzusetzen, wodurch solche 

«+1 

fQr das Zeichen jrRh, als dasjenige des zu transponirenden Skalenoe'ders, ein- 
gerichtet werden. Dann hat man in allen Fällen, da die transponirte Form selbst 

einem Sk alenoed er '--— angehört, aus den Ableitungszahien desselben die 

/2— vX V 
Werthe /uf j und zu bestimmen, um auch dieses gefundene Skale- 

ooe'der aufsein secundäres Zeichen zu bringen. 

§. 158. Transposition eines Rhomboeders mR. 

Setzen wir in den Resultaten der §§. 156 und 157 n = l, so gelangen 

uiP 
wir auf die Transposition der Flächen eines Rhomboifders -^ oder mR , wie 

folgt. 

I. Das RhomboSder inR befindet sich in analoger Stellung mit dem 
Zwillings-Rhoraboe'der. Da für dasselbe die zweite und die dritte der in §. 156 
bestimmlen Partialformen coincidiren , so gruppiren sich seine Flächen nur 
noch in zwei Partialformen, von denen die erste ein Flächenpaar, die zweite 
die beiden anderen Flächenpaare begreift. 

1. Für die erste Partialform wird 

^ a 

^' "■ 8mm'a»-.(4»i'V-3) ' 

h t 

folglich entsprechen ihr im Individuum I zwei Flachen des Rhombo^'ders 

W+i»(WV--3) j. 

8/w»i'a*— ?4»i'*a*— 3) 
welches analoge oder antiloge Stellung gegen das Zwillinga-Rhomboeder haben 
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wird, je Dachdem 8iiimV> oder < als 4m'V~3 ist; sind beide Grössen 
einander gleich, so gehören die Fläehen dem Prisma ooK; ist dagegen die 
im Zähler stehende Grösse ss 0, so lieferl das Prnakoid die Parallelfläcben. 

2. Für die zweite Partialform wird 

— a 


* "■ 4»i»i'a*-K WV-3 


*i 


6»! — 4»»m'*a* 
1 


Diese Werlhe bedürfen noch einer weiteren Discussion , wie solche in der 
Anmerkung zu §. 156 angedeutet worden ist. 

Anm. Beispielsweise wollen wir diese Discussion für gegenwärtigen Fall 
durchführen. 

Da b^ und er, beide positiv sind, so lange mm 9? << -| ist, an4 da a^ ^ h^ 
ist, so haben wir zuvörderst alle drei Parameter mit c^ zu dividiren, und erhal- 
ten so : 

_ 6m' +3 w 

^"^ 4»if«'a»+WV— 3 * 
6»i'+3»i 

Nun kann der Werth von q entweder < , oder = , oder > 2 sein, woraus sich 
denn ergiebt, dass die zweite Partialform 

für ^<2 einem antilogen Skalenoeder :^pPg^ 

für (^ s=2 der Deuleropyramide pP2^ 

fflr > 2 dem analogen Skalenoeder ±y P 

angehören wird. 

Wenn mm 9? ^ f ist, so wird b^ = oo, und dann entspricht die Partial- 
form zwei Flächenpaaren des Rhomboeders mR selbst, welches also dann das 
sogenannte inverse Rhomboeder des Zwiniogs-Rhomboeders sein muss.^) 

Wenn endlich mm V> | ist, so wird b^ negativ, und die Ahieilnngszah- 
len desjenigen Skalenoeders pPq^ welches die Parallelfläcben der zweiten Par- 
tialform liefert, werden 

4mm'V+3m 

4mm'a*4-4m'V— -3 
__ 4mm'V-|-3m 

"" ^ "" 6m'-|-3m~" 

II. Das Rhomboeder mR befindet .sieb in antiloger Stellung zudem 
Zwillings-Rhomboeder. Auch in diesem Falle coincidiren die zweite und die 
dritte der in §. 157 bestimmten Parlialformen, weshalb sich denn die Flächen 
des Rhomboeders abermals nur zu zwei Partialformen gruppiren, deren eine 
aus einem Flächenpaare, die andere aus zwei Flächenpaaren besteht. 


^) Verg4. nein Lehrbuch der Kryatalfographte, I^ S. 438. 
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1. Für die erste dieser Partialformen wird 

a 


a^ ^s 


^ 8/wwV-*-4«'*a*— 3 

1 


w(4iw'*a*— 3)— 6wi' 
folglich entsprechen ihren Flächen zwei Flächen des Rhonnbo^s'ders 

8«i»i'a»-|.4w'V-3 
welches analoge oder antiloge Stellung gegen das Zwilliogs-Rhombolfder haben 
wird, je nachdem 4inm'^a^> oder <6i7i'+3ot ist. 

2. Für die zweite Partialform, welche von zwei Flächenpaaren gebil- 
det wird, gilt 

__ a 
"* "■ 4 w V^"-4^/^* 
^ ^ -t 

* 4»im'V-i-6w/" 
_ -1 

* 6»i'— 3wi 

welche Werthe einer ähnlichen Discussion unterworfen werden müssen, wie 
solche in der Anmerkung zu I, 2 gegeben worden tat, um das eigentliche krjr- 
stallographische Zeichen der gesuchten Form bestimmen zu können. 

§. 159. Transposition einer Deuteropyramide tnPi. 

« 

Setzen wir in den Resultaten der §§. 156 und 157 ns=2, so gelangen 
wir zur Bestimmung der Parallelflächen einer von dem Individuum II auf das 
Individuum I transponirten Deuteropyramide 172P2. Dabei ergiebt sich , was 
auch die unmittelbare Anschauung lehrt, dass eine solche Pyramide in drei 
Partialformen zerfällt, deren jede von zwei Flächenpaaren gebildet wird. 

I. Erste Partialform ; für ihre Flächen gelten die Parameter: 

a 


c^ = 


2»i»»V-i-3(2»i'-w) 
2 


* 8iwm'V+3(4TO-wi) 

2. Zweite Partialform ; für ihre Flächen bestimmt sich : 

— a 


a 


* 2(4»iV-3) 


4wiii'V— 3(4iw'— j») 
^ 1 

* "^4w*i»'^a*-l-3(4ryi''hi») 
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3. Dritte Partialform ; ihre Parameter haben die Werthe : 

__ --a 


*.=i 


c. = 


3(4«i'-i-»i)— 8»iot'V 
1 


* 3(2w+w)-2»ii»'V 
Alle diese Werthe müssen noch einer weiteren Discassion unterworfen wer- 
den, bevor sich die krjrstallographischen Zeichen der gesuchten Formen be- 
stimmen lassen. 

§. 160. Transposition der Prismen und des Pinakoides. 

I. Setzen wir endlich in den Resultaten der §§. 156 und 157 iii = oo, 
indem wir dabei das in dem unterdrückten gemeinschaftlichen Factor aller 
Zähler vorkommende m mit berücksichtigen, so gelangen wir auf die Parallel- 
flächen eines von dem Individuum II auf das Individuum I transponirten dihe- 
xagonalen Prismas ooP^. Auch dieses zerrällt in drei Partialformen, deren 
Flächen sich bestimmen, wie folgt. 

1. Erste Partialform; für sie gelten allgemein die Parameter: 

a 

^1 "" >S.»'/«>_i_1\o2 > 


*.= 


C. SS 


4n»'(«+l)a' 

1 
4ni»'V-3 ' 

1 


» ~ 4m'V-3« ' 

da nun h^ < e, ist, so entspricht die gesuchte Form vier Flächen des Skalt- 

noSders aus 

4«m'V-3 4«»i^V-3 

4i»'(« + 1 )a* 4wi' V — 3« ' 

2. Zweite Partialform; ihre Parameter haben die Werthe : 

— a 

"* ~ 4»i'(2— »)a» 

h -1 

* ~ 4/«'V+3(n-l) 

1 

^*~4»i'V(«-l)+3 
welche Werthe in jedem besonderen Falle einer weiteren Discassion bedür- 
fen, um das gesachte krfstallographische Zeichen bestimmen zu können. 

3. Dritte Partialform; die Parameter derselben werden: 

— a 
*» ~4»i'(2M-l)a* 
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*.=t 


C. SS 


3(»_l)_4a«'»a* 
1 


t - 3«-4«'*a»(B— 1) 
von welchen Wertben Dasselbe gilt, wie vorher. 

II. Den Flächen des Protoprismas ooP entsprechen allgemein zwei 
Flächen eines RhomboSders, und zwei Plächenpaare eines Skalenofe'ders ; 

das Rhofflbo£der hat das allgemeine Zeichen 

WV-3 

8mV "' 

für die Flächen des Skalenoe'ders gelten die Parameter 

_ a t _ 1 

"•"4^7?' *' -ü^' ''«-3' 

da nun b^ und c^ entgegengesetzte Vorzeichen haben, so werden die Aiilei- 
lungszahlen dieses SkalenoSders pPg 

''" 4m'a' 

. 4»t'V+3 . . 

und q SS 5 , oder auch 

4gi'V+3 

4»i'*a* 
je nachdem b^ < oder > c^ ist. 

III. Den Flächen des Deuteroprismas ooP2 entsprechen zwei Flä- 
chenpaare irgend eines Skalenoe'ders, und ein Flächenpaar von ihm selbst. 

Für das Skalenoeder gelten allgemein die Parameter 

a ^ 1 1 

''^ ^ 12»i'a* ' ^' "" 8»i'V-3 ' ""* "" 4i»'2a*-.6 ' 

welche Werthe einer weiteren Discussion unterworfen werden müssen, um 
in jedem Falle das entsprechende Zeichen aufzufinden. 

IV. Das Pinakoid endlich findet seine ParallelOäche jedenfalls in einem 
Plächenpaare des Rhomboeders 

W^a^-S*"* 
welches sich für m'^a^ssl^ in das Prisma ooR verwandelt. 
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Vierter Abschnitt. 

Rhombisches Systemu 


€rfled Capitel. 
Formen des rhombiscli^L Systems« 

§. 161. Axensystem und Elemente desselben. 

Das rhombische Krystaiisystem ist dasjenige, dessen Formen auf drei 
rechtwinkelige, aber durchaus ungleiche und ungleichwerthige 
Azen bezogen werden müssen. In ihm wird also das Maximum der Ungleich- 
heit erreicht, welches im Gebiete der orthoedrischen Formen überhaupt durch 
eine verschiedene Grösse und Bedeutung der Axen eintreten kann. Denn eine 
jede Axe behauptet ihren besonderen Werth, ist daher einzig in ihrer Art, 
und keine derselben hat an und für sich eine eminente Bedeutung. Hieraus 
folgt denn auch, dass keine derselben als eine absolute Hauptaxe charakteri- 
sirt ist, und dass die Formen einer und derselben rhombisehen Krystallreihe 
sowohl nach dieser, als auch nach jener Axe aufrecht gestellt werden können, 
ohne dass jedoch diese verschiedenen Stellungen als gleichwerthig und gleich- 
giltig zu betrachten sind, wie im Tesseralsysteme , weil eine jede derselben 
eine andere Erscheinungsweise der Formen bedingt. Die Hanptaxe ist also 
arbiträr, sie ist theoretisch willkürlich , und ihre Wahl bleibt dem Ermessen 
des Beobachters anheimgestellt ; nur wird diejenige Axe, welche einmal zur 
Hauptaxe gewählt wurde, auch als solche consequent beizubehalten sein. 

A m. lo der Praxis gestaltet sich die Sache meist anders, weil uns tfaeils 
in der vorherrschenden Ausbildungsweise, theils in gewissen physischen Eigen- 
schaften der Krystatle, wie z.B. in dea Verbältnissen der Spaltbarkeit, oft 
hinreichende Ai^umente gegeben sind, welche uns bei der Wahl der Hanptaxe 
leiten können. Dennoch aber bleibt nicht selten der Willkür ein Spielraum nach 
dieser oder nach jener Richtung, und daraus ist es erklärlich, dass die Krystall- 
reihe einer und derselben rhombischen Hioeralspecies von verschiedenen Beob- 
achtern bald in dieser, bald in jener Stellung dargestellt worden ist. 

Indem wir also eine der Axen willkürlich als Hauptaxe bestimmen, 
werden die beiden anderen Axen zu Nebenaxen, lyelche, weil sie in der 
jedesmaligen Grundform die Diagonalen der rhombischen Basis bilden, durch 
die Namen der Makrodiagonale und Bracbydiagonale unterschieden 
werden können. Die Hauptaxe. gilt uns immer als die Axe der x^ die Makro- 
diagonale als die Axe der y, und die Bracbydiagonale als die Axe der z. Wir 
nennen die Ebene durch die beiden Nebenaxen die Basis, die beiden Ebenen 
durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen die Hauptschnitte des 
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AzensfsleiM, und imlersoheMMi letztere aU makrodiagenalen vati bra- 
chydiagonalen Hauptschnitt, je nachdem sie in die grössere odcf 
kleinere Diagonale der Grundform (allen. Endlich lassen sich auch Z wi- 
schen «xen einfälireii, welche den Seiten des, durch die Diagonalen der 
Grandform bestuunteo Rhonbus parallel, aker von geringerer Bedeutung sind. 

§. 162. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Eine unmittelbare Folge der Ungleichwerthigkeit aller drei Axen ist es, 
dass in dem rhombischen Systeme weder das Verbältniss dreier gleicher Pa- 
rameter , noch auch das Verbältniss zweier gleicher Parameter gegen einen 
ungleichen vorkommen kann, sondern dass in ihm lediglich das Verbältniss 
dreier ungleicher Parameter angetroffen wird. Jede Axe fordert ihren beson- 
deren Parameter, und jeder Parander kann seise Lage nnr in den beiden 
Halbaxen derjenigen Axe vertauschen, in welcher er einmal gegeben ist; 
woraus denn nothwendig folgt, dass 8 das Maximum der Plächenzahl sein 
wird, dessen eine Form des rhombischen Systemes Täbig ist. 

Dieses Verhikniss der durchgängigen Ungteiehheit der Parameter lässt 
sich in seiner endlichen Form allgemein durch a i t i c, oder, wenn a, 
b und c die Grundparameter sind, durch f»a : rb : se darstellen, welches letz- 
tere Verbältniss jedoch immer auf die Form ma : »b : c, oder »la : b : nc ge- 
bracht werden kann. Dabei setzen wir ein für alle Mal voraus, dass a oder 
ma den in die Hauptaxe, b oder rb den in die Makrodiagonale, und c oder sc 
den in die Brachydiagonale fallenden Parameter bedeute. Alle Formen, 
welche durch ein solches endliches Parameler-Verhältniss bestimmt wer- 
den, sind ihrer allgemeinen Configuration nach gleichartig. 

In vielen Formen ist nunrss^, und dann erscheint es zweckmässig, 
diese beiden Ableitungszablen ss 1 zu setzen, und alle Verschiedenheiten auf 
M zu liberlragen, um der Hauptaxe wenigstens für die Ableitung und Be- 
zeichnung eitte ähnliehe Bedeutung zu verschaffen, wie in den beiden vorher- 
gehenden Kryalatlsystemen. Bei dieser Voraussetzung wird m nach Befinden 
auch bis auf den Werth herabsinken können, wodurch das Verbältniss 
Oa : b : e erreicht wird, welches mit dem Verhältnisse a : oob : öoc gleich- 
bedeutend ist. 

Ausserdem kann das allgemeine endliche Verbältniss »?a : rb : ^c auf 
dreierlei Weise in ein G ranz verbältniss übergehen, je nachdem entweder 
m, öder r, oder s den Werth oo erhält, was deshalb, weil jede Axe eine sin- 
gulare ist, auf drei verschiedene Verhältnisse 

ooa : rb : f c , i7?a : oob : sc , und ma : rb : ooc 

gelangen lässt, welche eben so viele, ihrer Gestalt nach zwar gleichartige, 
ihrer Lage nach aber verschiedene Gruppen von Formen liefern. 

Endlich kann dasselbe allgemeine Verhäkniss noch dadurch auf dreierlei 
Weine. bis M Sfetne Granne gedrängt werden, dass zogleich zwei der Zahlen 
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m, r und s den Werth oo erhalten, was abermaLi anf drei versohiedene Ver- 
hältnisse 

. ooa : oob : c, ooa : b : ooc, und a : oob : ooc 
gelangen lässt, denen wiederum drei gleichartige , aber ihrer Lage nach ver- 
schiedene Formen entsprechen. Da jedoch für das letztere Verhältniss bereits 
das gleichbedeutende Verhältniss Oa : b : c eingeführt worden ist, so kommen 
nur noch die beiden ersteren in Berücksichtigung. 

Anm. Es sind also wiederum sieben verschiedene Parameter- Verhält- 
nisse, denen eben so viele verschiedene Arien von Formen entsprechen. Als 
das allgemeinste dieser Verhältnisse giebt sich oSenbar das endliche Ver- 
hältniss a : b : c oder trsl : rh : sc zu erkennen, weil man nor für m, r und s 
gewisse Gränzwerthe za setzen braucht, um aus ihnen alle übrigen Verhältnisse 
abzuleiten. Gerade so werden sich auch die durch dieses Verhältniss bestimm- 
ten Formen als die allgemeinsten Formen herausstellen, als diejenigen 
Formen, in deren Verhältnissen die Bedingungen fiir die Möglichkeit aller übri- 
gen Formen gegeben sind. 

§. 163. HolocSdrische Formen des rhombischen Systems. 

Denen im vorhergehenden Paragraphen bestimmten Parameter-Verhält- 
nissen entsprechen nun folgende sieben Arten von holo^fdrischen Formen. 

1. Rhombische Pyramiden; sie sind von 8 ungleichseitigen Drei- 
ecken umschlossene Formen, deren Mittelkanten in der Ebene der Basis lie- 
gen , und bilden die einzige Art von geschlos- 
senen holoedrischen Formen des Systems. 
Ihre Flächen haben das endliche Parameter - 
Verhältniss a : b : c^ oder ma zrb : sc, wobei 
für m alle mögliche zwischen und oo liegende 
Werthe vorkommen können. Jede Pyramide 
hat vier längere schärfere , und vier kürzere 
stumpfere Polkanten, sowie zwei spitzere und 
zwei stumpfere Mittelecke , welche beiderlei 
Begränzungs- Elemente nach ihrer Lage in 
denen durch die Grundform bestimmten Hauptschnitten ganz allgemein als 
makrodiagonale und brachydiagonale Polkanten und Mittelecke unterschie- 
den werden. Es giebt möglicherweise eine unendliche Manchfaltigkeit von 
rhombischen Pyramiden, nach Maassgabe der verschiedenen Werthe von a, 
b und c, und von »i, r und *; auch unterscheidet man wohl solche gleich- 
falls als spitze und als stumpfe Pyramiden, je nachdem die Hauptaxe ma grös- 
ser oder kleiner als die grössere der beiden Nebenaxen ist. 

Alle übrigen holoedrischen Formen des rhombischen Systems sind 
offene Formen, und erscheinen einestheils als prismatische Formen von 
rhombischen Querschnitten , andernlbeils als Pinakoide, d. h. als einzelne, 
den Coordinat-Ebenen parallele Flächenpaare. 

Die prismatischen Formen sind aber dreierlei, je nachdem ihre 
Flächen der einen oder der anderen Axe parallel laufen ; sie erseheinen daher 
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tbeils als verticale Prismen, theils als zweierlei verschiedene horizontale 
Prismen. Für die Uebersicht und Unterscheidung dieser Formen gewährt es 
nan eine grosse Erleichterung, sie auch in der Nomenclatar zu unterscheiden ; 
nach dem Vorgange von Breithaupt gebrauchen wir daher das Wort Prisma 
lediglich fh'r die verticalen Prismen, nennen ein jedes horizontale 
Prisma ein Doma, und unterscheiden diese Domen als Makrodomen und 
Brachydomen, je nachdem sie der Makrodiagonale oder der Brachydiago* 
nale der Grundform parallel sind. 

2. Die Prismen sind also von 4, der Hauptaxe parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welche in der 
Richtung der Hauptaxe eine indeßnite Ausdehnung und gar keine selbständige 
Begränzung haben. Ihre Seitenkanten werden nach ihrem Winkelmaasse als 
scharfe und stumpfe, nach ihrer Lage als makrodiagonale und brachydiagonale 
unterschieden. 

3. Die Makrodomen sind von 4, der Makrodiagonale parallelen 
Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welchen 
in der Richtung der Makrodiagonale, als ihrer Längsaxe, jede bestimmte Aus- 
dehnung und selbständige Begränzung abgeht. Ihre horizontal liegenden Kan- 
ten werden nach ihrem Winkelmaasse als scharfe und stumpfe, nach ihrer 
Lage als Polkanten und Mittelkanten unterschieden. 

4. Die Brachydomen sind von 4, der Brachydiagonale paralle- 
len Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welche 
in der Richtung der Brachydiagonale, als ihrer Längsaxe, von indefiniter Aus- 
dehnung und ohne selbständige Begränzung sind. Ihre Kanten werden eben 
so unterschieden, wie jene der Makrodomen. 

DiePinakoide sind ebenfalls dreierlei, je nachdem ihre Flächen dem einen 
oder dem anderen Hauptschnitte parallel sind ; wir unterscheiden daher 

5. die Basis oder das Basopinakoid, dessen Flächen der Basis, 

6. das Makropinakoid, dessen Flächen dem makrodiagonalen Haupt- 
schnitte, und 

7. das Brach ypinakoid, dessen Flächen dem brachydiagonalen Haupt- 
schnitte parallel liegen. 

Anm. Die Prismen, die Domen und die Pinakoide kOnnen natfirlich für 
sich allein gar nicht vorkommen, so dass die Gombination mit einander oder mit 
irgend anderen Formen eine nothwendige Bedingung ihrer Erscheinung ist. Die 
Prismen und Domen bedingen die säulenförmigen, die Pinakoide dagegen die 
tafelförmigen Krystalle des Systems, 

§. 164. Grundform; Ableitung und Bezeichnung der 

holoedrischen Formen. 

Als Grundform muss in jeder rhombischen Krystallreihe irgend eine 
wirklich vorhandene, oder wenigstens eine durch andere Formen . angezeigte 
Pyramide gewählt werden. Für diese Grundform, welche wir mit P be- 
zeichnen, wird ferner eine ihrer Axen als Hauptaxe zu wählen, und da- 
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dur^b 4ie Stellung des Axensystems sowie die Unterscheidung der Makrodia- 
genale und der Brachydiagonale zu bestimnen sein. Djlnn liefert ans die halbe 
Hauptaxe den Parameter a, die halbe Makrodiagonale den Parameter b, die 
halbe Bracbydiagonale den Parameter c, und dasVerhältniss dieser drei Grund- 
parameter a : b : c ist es, welches allen Ableitungen zu Grunde liegt. 

Da nnn alle drei Axen ungleicbwerlhig sind, so werden solche, als 
veränderiiche Grösse« gedacht, von einander unabhängige v^änderlicheGrös- 
sen darstellen ; d. h. jede Axe wird für sich allein der Veränderoig zu un- 
terwerfen sein. Betrachten wir nun zuvörderst die Hauptaxe als veränder- 
lich, indem wir sie mit einer Zahl m multipliciren, welche theils grösser, 
theils kleiner als 1 sein, und einerseits bis oo wachsen, anderseits bis ab- 
nehmen kann, so erhalten wir durch Anwendung desselben Verfahrens, wel- 
ches bereits oben in den §§. 88 und 118 vorausgesetzt wurde, den vollstän- 
digen Inbegriff aller derjenigen Pyramiden, welche dieselbe Figur der Basis 
hsJkn, wie die Grundform P, und wegen ihres unmittelbaren Zosammenhan- 
ges mit P, so wie deshalb, weil sie die ersten Resultate der Ableitung sind, 
fiäglich Protopyramiden genannt werden können. Alle diese Pyramiden 
lassen sich wieder in einer Reihe von der Form 

OP wiP P »iP ooP 

« 

zusammenstelleu , deren eines Gränzglied das Protoprisma ooP, deren 
anderes Gränzglied die Basis oder das Basopinakoid OP ist. 

Aus jedem Gliede »iP dieser Grundreihe lassen sich nun ferner einerseits 
durch Vergrössernng der Bracbydiagonale bei constanter Makrodiagooale, 
anderseits durch Vergrössernng der Makrodiagonale bei constanter Brachy- 
diagonale, verschiedene andere Formen ableiten, so dass die weiteren Ablei- 
tungen nach zwei Richtungen auseinander gehen, je nachdem diese oder jene 
Nebenaxe als veränderlich gedacht wird. Nennen wir n diejenige Zahl, wekhe 
als Factor einer dieser Nebenaxen eingeführt wird , und stets > 1 sein muss, 
aber bis oo wachsen kann, so liefert uns jeder endliche Werlh von » eine 
neue Pyramide, welche entweder in der Richtung der Bracbydiagonale, 
oder in der Richtung der Makrodiagonale über mP selbst in die Länge ge- 
streckt sein wird , während sie mit dieser Pyramide im ersteren Falle den 
makrodiagonalen, im anderen Falle den brachydiagonalen Hanptschnitt gemein 
hat. Wir unterscheiden diese beiderlei Pyramiden, welche aus einer und der- 
selben Prolopyramide mV abgeleitet werden können, durch die Namen der 
Brachypyramiden und Makropyraraiden, um es auszudrücken, durch 
welcher Diagonale Vervielfachung sie erhallen worden sind.*) In der Be- 
zeichnung aber lassen sie sich sehr einfach dadurch unterscheiden, dass über 
das Grundelement P die prosodiscben Zeichen der Kürze und Länge gesetzt 
werden, weil es ja doch die Diagonalen der Grundform sind, auf welche 


*) Riebtiger würde es allerdings sein , sie Bracbydiagonal- und Makrodiagonat-Pyra- 
miden za nenneo. Da aber io der Nomeaclatsr sehr viel a«f mögliebe Kürze an* 
koiamt» so erl»«ba« wtr ubs diese Abkärsang» 
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sieir ter Fa«t<»r n bezieht. Smiaeh wird mPn Als allgemeMe Zeichen eil 
Brachypyramide, und mPn das allgeneiBe Zeichen etoer Hakropyramide. 

Je grosser der Werth ton n wird , am so mehr wird sieh die abgefeitete 
Pyramide in (fer Riehtang derjenigen Diagonale verlängern , deren Namen sie 
fuhrt; für nssoo aber verwandelt sich die Pyramide in ein horizontates 
Prisma oder in ein Doma, dessen Längsaxe die gleichnamige Diagonale ist. 
Daher werden mPoo und mPoo die allgemeinen Zeichen der Bracby dornen 
and Makrodomen. 

Da diese Ableitung aus jedem Gliede der Grundreihe vorzunehmen ist, 
so wird sie auch fiir das Protoprisma ooF gekend zu machen sein, aus wel- 
chem sie uns auf zwei Reihen von Prismen,, auf Brachyprismen cx)i^n, 
und auf Makroprismen ooPn gelangen lässt, als deren Gränzglieder sich 
das Brachypinakoid ooj^oo, und das Makropinakoid ooPc» heraus- 
stellen. 


AAm. Biaroiil sind dean aUe AUeitaagea er«ch5p&, deren Rasaltate rieb 
auf verschiedene Weise in eioem Schema zasammeastellen lassen , uni eine voll- 
ständige und wohlgeordnale Uebersicht derselben zu erlangeo. Eioes der ein- 
fachsten Schemen ist das nachstehende triangaläre. 



Die Grandreifae der Protopyramiden steht hier la der B^henHoie des 
Dreieckes, und tbeift somit das gaane Schema in zwei Hälften, ven denen die 
eine die makrodiagonalen, die andere die brachydiagenalen Formen begreift, 
deren allgemeine Repräsentanten mPn und mrn in der Mitte der beiden Drei^ 
eekshfliften stehen. Die Grandlinie des Dreiecks begreift die sflmmllicben Pris- 
men , einschliesslich der beiden verticalen Pinakoide ; Ük rechte Dmieekseite 
begreift sSmmtliche Makrodomea, die linke Dreieekseite sammtliche Brachydo- 
mea, welche beide in der Basis OP ihre Gränze erreichen. 


§.165. Berechnung der rhombischen Pyramiden. 

Wir können die Berechnung der rhombischen Pyramiden ganz allgemein 
und ohne Rucksicht auf die besondere Stellung und Benennung derselben durch- 
führen, indem wir zunächst die Grundform P von dem Parameter- Verhältnisse 
a : b : c berechnen ; denn was von dieser gilt, das gilt auch mutatis mutandis 
von jeder anderen Pyramide. Zuvörderst müssen wir uns afber über die Sig- 
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naliir iec verscfaiedenen Elemente versüHidigea ^ weMa äberlMuuft eiQeii Ge- 
genstand ttsarer Rediniiiigea bilden soUe», 

, Es sind nun besonders die Kanleulinien, die Hanptsebniltwinkel und die 
Kantenwinkei, deren Berechnung auch in praktischer Hinsicht einige Wichtig- 
keit erlangt. Wir bezeichnen in jeder Pyramide*) 

die Mittelkanten mit Jf, 

die brachyd. Polkanteu mit F, ■ * 

die makrod. Polkanten mit Z ; 
ferner bezeichnen wir den Neigungswinkel 

der Kantenlinie JT gegen die Bracbydiagonale mit J, 

- - - Makrodiagonale mit e^ 
- - F - - Hauptaxe mit ^, 

- - - Bracbydiagonale mit rjy 
Z - - Makrodiagonale mit ir, 

- - - Hauptaxe mit l. 

Diese sechs Winkel, welche wir die Hauplschniftwinkel nennen, sind natür- 
lich paarweise complementär, so dass 

desungeachtet ist es nützlich, sie durch besondere Buchstaben zu unter- 
scheiden. 

1. Kantenlinie der Pyramide P. Es folgt aus der Rechtwinkeligkeit der 
Axen unmittelbar, dass 

Z = /a*+b^ 

Diese Ausdrücke gelten allgemein für jede andere Pyramide, wenn man die 

betreffenden Parameter mit den ihnen zukommenden Ableitungszahlen mul- 

tiplicirt ; daher ist 

für jede Protopyramide i^P, ma statt a, 

für jede Makropyramide mP/i, ma statt a, und nh statt b^ 

für jede Bracbypyramide mPn^ ma statt a, und ne statt c 

ztt setzen, um die Länge ihrer Kantenlinien zu finden. 

2. Hauptschnittwinkel der Pyramide P. 

a. Als Functionen der Kanten winkel: 

» cos Y cosZ 

COSO =s — ; — vj., COSfi ss: -;— ^ i 

^ cosZ cosJT 

COS^ = . ■-. , C0SJ7 = -r-^Tr » 

sinz' ' sinF 

cos JT cos F 

COST = . ^ , cost Ä , ■ „ . 
siuZ sinZ 


*) Um die Signatur dieser BegraDZungs-EIemenCe in niliere Beziehung za derSigoi 
tar der Biemente dea Axensystems zu briBgea, geben wir io diesem und den folgendeo 
Krystallsystemea den Baebstabeo X, Y und Z eine andere Bedenlaog, aU büher. * 


b. Als FoDotioaen der Ptrametor: 


langJ =s - , 
c 

c 
lange = g , 

lang* = ^ , 

langi? = * , 

UDgr = j , 



in welchen Ansdröekea wiederum 
für jede Prolopyramide mP, ma slatt a, 
für jede Makropyramide mPitj uta slalt a, und »b slalt b, 
für jede Brachypyramide mP», ma slalt a, und »c slatt c 
zu selzen ist, um die HauplschniUwinkel dieser Pyramiden aus ihren Parame- 
tern zu berechnen. 

3. Kanten winke! der Pyramide P. 

a. Als Functionen der HauplschniUwinkel : 

Unffjr=*?HSf « **"«' 

^ sine sind ' 

wngr - ^.^^ - ^.^^ , 

langZ-^i^«^?^. 
° sint sinr 

b. Als Functionen der Parameter : 

worin Ä= aV+c*a*-l-bV. Hieraus folgen die Proportionen: 

cos A^ : cos F s b : a 

cosZ : cos JT es a : c 

cos Y : cosZ s= c : b 

Die Cosinus der ganzen Kanten winket endlich werden: 

^^ , bV^a*b*— cV 
cos2 JT == ^ , 

^ ^ cV— bV— a*b* 
cos2Jr= WH ? 


cos2Z = 


K 

— cV 


2 _2«S_52^2 


H 

lo allen diesen Ausdrücken hat man abermals 
für irgend eine Protopyramide mP, ma statt a, 
für jede Makropyramide mPn^ ma statt a, und ;ib statt b, 
für jede Brachypyramide mP;t, ma. statt a, und ne statt e 

einzusetzen, um die Kantenwinkel dieser Pyramiden ans ihren Parametern zu 

berechnen. 
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§. 166. BereebnuDg der priimatiscbsD P^wmtm. 

Die RantealinieD bilden in den Prismen und Domen keinen GegeDgland 
der Berechnung, weshalb wir es bei ihnen nur noch mit den Winkeln eu 
ihun haben. Da nun in den verticalen Prismen A, in den Hakrodomen ¥, 
und in den Bracbydomen Z ein rechter Winkel ist, so folgt daraus, dass die 
noch übrigen Kantenwinkel dieser prismatiscfaen Formen mit ihren Haopt- 
schnit winkeln identisch sind. 

1, Wiikel des Protoprismas ooP; sie m-geben sidi ans icn in 
§. 16& gefundenen Winkeln, wenn man in den belrvÄnden Audrüeken ooa 
statt a setzt ; man findet so : 


tangZ = Unge = j , 

also r+ Z = 90»; 

c k 

cosF = ~ /-., , , cosZ,= , i-iT -r ; 

y b*+c* yb*+c* 

cos2r= - t^ y cos2Z = -cos2I'. 

Für jedes Makroprisma ooPn ist «b statt b, und für jedes Brachypris- 

m a ooPn nc statt c zu setzen. 

2. Winkel des ersten MakrodomasPoo; sie folgen ans den in §.165 

gefundenen Ausdrücken, wenn darin oob statt b gesetzt wiri ; nan m-bält so : 

langX = tangijs - , tangZ = tang5-= - , 

alsoZ + Jr= 90»j 


cos2A'= -5 n , C082Z = — cosiX. . . 

e'+ar 
Für jedes andere Makrodoma mPoo ist ma statt a zu setzen. 

3. Winkel des ersten Brachydomas ^oo; man erhält sie aus den in 
§. 165 gefundenen Winkeln, indem man ooc statt c einfuhrt; 

tang^ = tangr = r , 

tangK = taugt = - , 

also jr+ r = 90»; 

b a 

y a*+b* ' y a*+b" 

b*— a* 
eos2^ = -^ — r* 1 cos2y= — cosSJT. 
a*+b* 
Für irgend ein anderes Brachydoma m^co ist wiederum ma statt a za setzen. 
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Hemiödrische und sonstige meroödrische Ausbildung des 

rhombiscli^a Systems. 

§. 167. Sphenoidische Hemiedrie. 

Da die aUgemeinsten Formen des rhombischen Systems, die rhombischen 
Pyramiden, nur von acht Flächen gebildet werden, so lässi sich auch die 
Hemiedrie, als eine rings um das Axensystem symni'elrisch eintretende 
Merol^'drte, nur in der einzigen Meidalität denken, dass diese Pyramiden mit 
ihren abwechseliMten einzelnen Flächen zur Ausbildsng gelangt siad. Sie ver- 
wandeln sieh dadurch in rhombische Sphenoide, weshalb denn auch diese He- 
mie'drie die sphenoidische HemiSdrie genannt werden kann. 

Die rhombischen Sphenoide sind von 4 ungleichseitigen Dreiecken 
umschlossene Formen, deren im Zickzack auf- und absteigende Mittelkanten 
sich als zwei längere stumpfere, und zwei kürzere schärfere unterscheiden, 
während ihre zwei Polkanten horizontal liegen. Ihre drei centralen Quer- 
schnitte sind dieselben Rhomben, wie jene der holoedrischen Stammform. 
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Jede Pyramide liefert natürlich zwei complementäre Sphenoide, welche nicht 
nur eine Verschiedenheit der Stellung , sondern auch eine sehr wesentliche, 
durch keine Stellungs-Aenderung aufzuhebende Verschiedenheit der Gestal- 
tung zeigen, indem sie sich zu einander wie ein paar rechts und links 
gebildete Körper verhalten. Sie sind also enantiomorph , und werden 
demgemäss durch Vorsetzung der Buchstaben d und / zu unterscheiden sein, 

mP mP 

so dass z. B. d—^ und l--n-^ die allgemeinen Zeichen der beiden aus der- 
selben Protopyramide mP abgeleiteten Sphenoide werden. 

Die prismatischen Formen des Systems erleiden durch diese He- 
miedrie zwar keine wesentliche Gestaltveränderung, weil ihnen, wie sich 
leicht erkennen lässt, ihre volle Flächenzahl bleibt; allein die Bedeutung 
ihrer Flächen wird dennoch eine ganz verschiedene, so dass die abwechseln- 
den Flächen in den verticalen Prismen als obere und als untere, in den Do- 
men als rechte und linke Flächen zu beurtheilen sind, was in denjenigen Fäl- 
len, da eine mit dieser Hemiedrie behaftete Krystallreihe zugleich nach dier 
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einen oder der anderen Axe dem Hemimorphismus unlerworfen ist, auf die 
Erscheinungsweise der betreffenden prismatischen Formen von weseotlicbem 
Einflasse sein wird, weil solche dann nur noch mit zwei Flächen ausgebildet 
sein können. 

Die drei Pinakoide endlich bleiben bei dieser Hemii^'drie gänzlich un- 
verändert, obgleich sich auch fiir sie eine verschiedene Bedeutung der Flächen 
geltend macht. 

Ad ID. Diese Hemiedrie, welche maa bis vor eioigeD JahrcD nur an sehr 
weoigeD Körpern, und zwar besooders ausgezeichnet an deo kflostlichen Kry- 
stallea des [Bittersalzes und Zinkvitriols kaoote, ist io oenerer Zeit durch die 
wiehtigen Arbeitea von Pasteur uod Sekabus *) an vieleo kflnstltch dargestelllen 
Salzea nachgewiesen worden, so dass sie gegenwärtig als eiae ziemlich hanfig 
vorkommende Erscheiouog betrachtet werden kann. Auch hat Pasteyr gezeigt, 
dass sie zugleich mit der circulareo Polarisatioo des Lichtes verbuoden ist, wie 
sich diess auch bei der so entschieden ausgesprocheoen Enantiomorpbie ver- 
muthen Hess. In einigen Fällen sind die betreffenden Krystalle zugleich dem 
Hemimorphismus unterworfen, wodurch die scheinbare Unregelmässigkeit ihrer 
Gestaltung nicht wenig gesteigert wird. 

§. 168. Berechnung der rhombischen Spbenoide. 

Die Berechnung der rhombischen Sphenoide ist eine sehr einfache und 
gewissermaassen schon gelöste Aufgabe , weil eine leichte geometrische Be- 
trachtung lehrt, dass ihre Kantenlinieu doppelt so lang sein müssen, wie die 
Kantenlinien ihrer holoedrischen Stammformen , während sich ihre Kanten- 
winket als die Supplemente der Winkel dieser letzteren bestimmen. Be- 
zeichnen wir also in dem rhombischen Sphenoide 

die Polkanten mit X\ 

die kürzeren Mittelkanten mit Y\ 

die längeren Mittelkanten mit Z\ 
so bestimmen sich die Kantenlinieu, wie folgt: 

X' = 2/F+? == 2X in §. 165, 

r = 2)/^^^+^ = 2r in §. 165, 

Z' = 2 i^a'^Tb^ = 2Z in §. 165. . 

Die Cosinus der Kantenwinkel aber ergeben sich unmittelbar aus §. 165 

mit den Werthen : 

^, a^b*-*-cV— bV 
cosA = « 

A 

bV+a^b*— c*a* 


cosF' = 


K 


*) Pasteur in den Aon. de Chimie et de Physiqae, 3. serie, voll. 31^ 38 u, a.; Scha- 
6tijr io seioer, von der Kais. Akademie der Wisseosch. gekrönteo Preisscbrift: Bestim- 
moog der Krystallgestalten io chemischen Laboratorien erzeDgter Prodacte, 1855, S. 34, 
49, 78 und 85. 
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worin abermab K*^ a'b^-^e^a'-Hbh!^ ist 

Setzt man in diesen Ausdrücken ooa stott a» so gelangt man auf die Win- 
kel des verticalen Prismas ooP ; während eben so die Substitution von cx)b 
für b, oder von ooc für c auf die Winkel der beiderlei Domen gelangen lässt, 
wodurch denn die in §. 167 ausgesprochenen Folgerungen über die anderweile 
Wirkung dieser Hemiedrie ihre Bestätigung finden. 

§. 169. Herofe'drie mit monoklinoe'drischem Formentypns. 

Es giebt einige Krystallreiben , wie z. B. jene des Wolframs und des 
Datolithes, welche zwar durch das Auftreten dreier auf einander rechtwinke- 
liger Systeme von prismalischen Formen ganz unzweifelhaft als rhombische 
Rrystallreihen charakterisirt werden , dennoch aber in der Ausbildungsweise 
ihrer Formen einen an das monoklinoedrische System erinnernden Gestal- 
tungs-Typus zeigep. Bei ihnen macht sich nämlich ausnahmsweise eine Art 
von Meroedrie geltend, wie solche in dem genannten Systeme als ein noth- 
wendiges Bildungsgesetz ganz allgemein. aogetroffen wird. 

Diese Meroe'drie , welche sich, bei dem Mangel eiser ringsam sym- 
metrischen Ausbildung, nicht füglich auf den Begriff der Hemiedrie zurück- 
führen lässt, ist darin begründet, dass sich in einem der beiden verticalen 
Hauptschnitte gleichsam ein Gegensatz der vier Quadranten einsetzt, 
indem zwei Gegenquadranten die bleibenden , die beiden anderen die ver- 
schwindenden Flächen bestimmen. Dadurch wird sowohl für die Pyrami- 
den, als auch fSr diejenigen prismatiaehen Formen, deren Längsaxe auf jenem 
Hauptschnitte normal ist, eine Zerfällung in zwei, von einander unab- 
hängige Parlialformen verursacht; jede Pyramide tritt zunächst nur mit 
zwei gegenüberliegenden Flächenpaaren, srls eine Hemipyramide , und jede 
solche prismatische Form nur mit zwei Gegrnflächen, als ein Hemidoma auf. 
Soll nämlich in der Brsoheinungsweise der Formen die Symmetrie nach recht« 
und links noch erhalten bleiben , so muss notb wendig eine von denjenigen 
beiden Axen zur Hauptaxe gewählt werden , welche in dem die Meroedrie 
bestimmenden Hanptschnitte enthalten sind. Diess sind aber genau die Sym«> 
metrie- Verhältnisse des monoklinocldrischen Systems, daher man von derglei- 
chen rbombisehen Krystallreiben sagen kann, dass sie mit monoklinoedri- 
schem Formentypus ausgebildet sind ; sie lassen sieh gewisaermaassen ab 
solche monokiinoe'drische Kryslallreihen betrachten, in welchen der schiefe 
Neigungswinkel der Axen a: 90^ geworden ist, oder richtiger, in welchen die 
Neigungswinkel sweier Axen dne verschiedene Bedeutnng gewennen bafcen^ 
ohne dass eine Verschiedenheit ihrer Grösse eingetreten ist. 

Um diese eigeiitbämliohe Mero@dm der rhombischen Formen und Com- 
binationen in der Bezeiebnung auszudrücken, dazu kann man sich immerhin 

der Zeichen lt-ö~ für die Hemipyramiden, und ± — ^ — für die betreffenden 
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Hemidomen bedienen, weil ja eine VerwecMapg mll der ^henoidischen He- 
miSdrie nicht vorkommen kann, sobald bei der Beschreibung der Krystallreihe 
die Mero(^rie mit monoklino^drischem FomeBiypas $h eine Ei^^^ilüjniliob- 
keit derselben erwähnt wonjen isL 

Anm. Man hat dergleichen rhombische Krystallreiheo als Beweise fttr die 
Richtigkeit der Ansicht angef&hrt, dass Qberhaapt alle monokliooedrische Kry- 
stallreihen auf ahnllcbe Weise zu betrachten, d. h. als meroSdrische Krystall- 
reihen des rhombischen Systems, gleichsam als hemtrhombische Kryslallreiben zn 
deuten seien . Allein die Coexistenz dreier auf einander rechtwinkeliger 
Zonen ^ welche als die Beprilsentanten der drei ortboedrisehen Axen in jeder 
rhombischen Rryslallreihe eine so emioente Bedeotong erlangen, und von denen 
k ei»e dwr^b die s» eben erlSaterte Meroedrie «limHiin werden kann : die Coe- 
sisteis dieser drei Zonen wird in den meisten wirklich monokliooedrischen 
KrysLallreihen so entschieden vermisst« während solche in einigen wenigen nur 
in so untergeordneter Weise nachzuweisen ist, dass wir uns schon aus diesem 
Grunde jener Ansicht nicht anschliessen können. Noch weit aoffallender tritt 
dieser Mangel dreier auf einander rechtwinkefiger Zonen in dem triklinoe- 
dri sehen Systeme hervor, welches man eben so als eine tetartoifdrisehe 
AusbHdung des rhombischen Systems zn deuten versucht hat, obgleich durch 
die dabei vorausgesetzte segeminnle Tetartoddrie jene Zonen dorchaos nicht 
verscinrlnden kennten« 
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CombinatioBeB des rhombisofaea Systenuau 

§.170. Holoedrische Combinationen des rhombischen 

Systems. 

Da die spfaenoidischen Combinationen des rbombiacben Systems lediglich 
durch die eigenthümlicbe AnsbHdungs weise der rhombischen Pyramiden cha« 
rakterisirt sind, deren Flächen meist untergeordnel enfzulreten piegeo, so 
bat die Erkennung dieser Combinationen keine Schwierigkeit, währead ihre 
Entwiekelung denselben allgemeineii Regeln «nteriiegt, wie jene der holoedri- 
sehen CombinatioBen. Demnach haben wir uns nur mit diesen CottbiBationen 
£11 beschäftigen. Die Entwickeloaig derseften beruht ennächst auf der Theorie 
iter binären Combinationen, welche nur dann allgemeit durcbzuführea ist, 
w«nn wir dabei die Gombination icgmid eweier rbooAiseher Pyramiden 
voraasactzeu, Ten denen die eine als rorherrtebende^ die andere als iMüerge*- 
ordnete Form gedacht wird. 

Wir kennen diese beiden Pyramiden yorlänfig ganse vnbesliaimt lassen, 
ohne ihre besonderen VOThäUniase zu berücksiehtigeo, bezeiebaen sie dem- 
nach mit P und P', und ihre Parameter- Verhältnisse mit aib: cnnd a' : b' : c. 

Dann lehrt eine einfache Betrachtung, dass die möglichen Combinations- 


ErsdieiauiRig^a ««d 4i« dewadbea eirtspreeJltiMeii Beüngnagcft folgende sind : 
es bildet die untergeordnete Pyramide P' an der vorherrschenden Pyramide P 

1. eine Zuschärfung der makrodiagonatea Polkanten, wenn 77 ^p 
und -7<-; 

2. eine Zuschärfung der bracby diagonalen Pölkanten, wenn -7 = -| 

c c 

I' h 

3. eine Zuscbärfong der Mittelkanten, wenn -7 = -} undri'>ii; 

c c? 

4. eine yierflächige Zuspitzujig der Polecke, wenn t# < -r » und - < - $ 

5. eäafi vierflj&chige Zftspitginig der i^Hikrodiagoaalea Mättelecke» wenn 

da ^ H b 

ji>-r^ and -7<-; 
ob c c 

6. eine vierflächTge Zuspitzung der brachydiagonalen Mittelecke, wenn 

da ^ b' b 

-7->-, und ;7>~. 
c c de 

In diesen sechs Fällen sind alle möglichen Verhältnisse der binären rhom- 

bisebey C<Ndbin*iio«!ea entbaltMi, nod e» ist anr »och zu seig««, wie diese 

allgemeinen Regeln für die Combinatioikeia der versidiiedeiieii Arten von Py- 

ramidea ssui>enutaeu smdf 

§. 171. Combinationen zweier gleicbnamiger Pyramiden. 

Bei dem Gebrauche der im vorigen Paragraphen gefundenen Regeln ist 
zunächst der unterschied zu beachten, ob die beiden combinirten Formen 
gleichnamig oder ungleichnamig sind; ein Unterschied, welcher zwar 
für die Formen der Grundreihe keine Bedeutung hat, für die fibrigen For- 
men aber sehr wichtig wird. Ferner wird es n^hig, die durch die Quotienten 

T-, —9 77 U.S.W, ausgedrückten Bedingungen als Functionen der Ableitungs- 
zahlen //i, 71, tn und n darzustellen, weil sie nur dadurch eine unseren kry- 
stallographischen Zeichen entsprechende Form gewinnen. 

Wir wollen nun erst den Fall betrachten, da beide Pyramiden gleich- 
namig, also entweder Protopyramiden , oder Makropyramiden, oder Brachy- 
pyramiden sind. 

I. Beide Formen sind Protopyramiden, also mP und m'P, 

Dann sind die Gombination^anien horisoatal, und m'P Uldel an mP 
entweder 

eine vierfläcbige Zuspitzung der Polecke, wenn tn < m, oder 
eine Zufichärfiiog der Afittelkaiitan, wenn m' > m. 
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II. Beide Formen sind Makropyramiden, also mPn toki n/Pn\ 
Dann haben wir 

für mPn statt a : b i c das Verhältniss ma : nb : c, 
für tnPn statt a i b' : c das Verhältniss m'a : nh : c 
einzuführen, und es wird daher 

^ 6 n ^ 

-7- > = < — , wenn m > = < iw, 
c? c 

b' b 

-7 > = < - , wenn » > = < «. 

c c 

Folglich bildet m'Pn an iTvPii 

1. eine Zuschärfung der makrod. Polk., wenn -7^ = — ,^ und m' <^m'j 

n n 

2. eine Zuschärfung der brachyd.PoIk., wenn tn =sfn, und n' >;2; 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn n ^n^ und m' > m^ 

4. eine vierfl. Zuspitzung der Polecke, wenn -~> < — , und m <^m\ dabei 
werden die Combinationskanten horizontal, wenn n' =^n\ 

5. eine vierfl. Zusp. der makrod. Mittelecke, wenn — , > — , und n <^n\ 

n n 

dabei werden die Combinationskanten parallel den braohydiagonalen Pol- 
kanten von mP/7, wenn m ssm^ 

6. eine vierfl. Zusp. der brachyd. Mittelecke, wenn m'^^m^ und »'>»; 
dabei werden die Combinationskanten parallel den makrodiagonalen Pol- 
kanten von mPn. wenn -7 = — , 

n n 

III. Beide Formen sind Brachypyramiden, also rnPn und mPn. 
In diesem Falle haben wir 

für mPn statt a : b : c das Verhältniss ma : b : nc^ 
für mr/i statt a : b' : c das Verhältniss m'a : b : ;2'c 
einzuführen, und es wird daher 

^ > = < T , wenn m' > == < wi , 

a a tn m 

-7 > = < - , wenn — > > = < - , 
c c n n 

—/> = <-, wenn ;i' < = > w. 

Folglich bildet »s'^a' an ?nPn - 

1 . eine Zuschärfung der makrod. Polk., wenn m » m^ und. n' > n ; 

2. eine Zuschärfung der brachyd. Polk,, wenn -7- =s: — , und m' <,m', 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn »' s;i, und m' >m; 
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m ^m 


4. eine vierfl. Zuspitzung der Poleeke, wenn m' < m, und—, < — ; dabei 

n n 

werden die Combinationskanlen horizontal, wenn n =n'^ 

5. eine vierfl. Zuspitzung der makrod. Mittelecke, wenn ni^m^ und n^n\ 
dabei werden die Combinationskanten parallel den bracbydiagonalen Pol- 
kanten von wir», wenn — y =— ; 

n n 

6. eine vierfl. Zusp. der brachyd. Mittelecke, wenn — ^ > — , nnd n' < »; 

wobei die Combinationskanten den makrodiagonalen Polkanten von mrn 
parallel werden, wenn m ^=im, 

§. 172. Combijiationea zweier ungleichnamiger Pyramiden. 

Wenn die beiden Pyramiden ungleichnamig sind, so ist die vorherr- 
schende entweder eine Makropyramide, oder eine Brachypyramide. 

I. Die vorherrschende Form ist eine Makropyramide mVu^ die unter- 
geordnete eine Brachypyramide mrn. 

In diesem Falle haben wir 
für mPn statt a i b i c das Verbältniss »la : 9tb : c, 
für 7n1^n statt a \ V \ c das Verbältniss m'a : b : n'c 
einzuführen, und es wird daher 

rr > = < > , wenn m > = < - , 
QU n 

a a tn 

-7 > = < - , wenn -^ > = < w, 

c c n 

H b 1 

-7 > = < -, wenn -> = <». 

€ c n 

Da nun aber sowohl n als n stets > 1 ist, so muss - stets < w, und folglich 

fi 

h' Ä 

auch -r stets < - sein, wodurch denn die möglichen Combinations-Verhalt- 
c c 

nisse auf Nr. 1, 4 und 5 beschränkt werden. 

II. Die vorherrschende Form ist eine Brachypyramide mPyi, die 
untergeordnete eine Makropyramide tn'Pn. 

In diesem Falle haben wir 
für mPn statt a : b i c i^s Verbältniss ma : b : n^, 
für mPn statt a : b' : c das Verbältniss m'a : n'b : c 
einzuführen, und es wird daher 

T7 > = < T 1 wenn -->> = < wi, 
o n 

a ü / ^ ^ 

-7 > = < -, wenn m > = < - , 
c c n 


b' ^b , 1 

-7 > a» < -r w«no n > «B < . 
c c n 

1 

Da nun n und n' stets > 1 sind, so muss auch ri stets > - sein, woraus denn 


folgt, dass nur noch die Bedingung / >- vorkommen kann, wodurch die 

c c 

möglichen Combinations- Verhältnisse auf Nr. 2, 4 und 6 beschränkt werden. 

Hieraus ergeben sich für die Gombjoationeo zweier ungleiehnainij^r For- 
men überhaupt folgende Regeln. 

Die Flächen der untergeordneten Form mVn erscheinen jedenfalls 
paarweise an denjenigen Polkanten der vorherrschenden Form mP», 
welche mit dieser letzteren gleichnamig sind, (also z. B. die Flächen einer 
Brachypyramide an den «lakrodiagonalen Poikanten einer Makropyramide, 
und umgekehrt)« und bilden 

1. eine Zusdiärfiiog dieser Poikanten, wenn nt' » — , 

2. eine vierfl. Zuspitzung der Poleeke, wean m < — , 

3. eine vierfl. Zuspitz« der Mittciecke, wenn i!it'> --, und avar sind die 

Combinationskanten parallel mit den anderen Poikanten von mP», wenn 
fn . ^ 

— 7 r= Hl ist. 

n 

Anm. Aas den in diesen drei Paragraphen mitgetheilteo Regeln wird man 
sich leicht auch diejenigen ableiten könaeo, welche für die Gombioationen von 
Pyramiden mit prismatischen Formen, oder für die Combinatiooen der ver- 
schiedenen prismatischen Formen unter eioander gelten, wobei oatfirlich der die 
Erscheinnogsweise der Combination darstellende wörtliche Ausdruck angemes- 
sene Veränderungen erleiden wird. Ist z. B. die vorherrschende Form eine 
Pyramide, die untergeordnete dagegen ein Prisma oder ein Doma, so wird jede 
Kantenzuschärfung in eine Kautenabstumpfung, und jede vierflächige Zuspitzung 
eines Eckes in eine ZusciiärXu»g iesseiben Obergehen, fet aber die vorherr- 
schende Form z. B. ein verticales Prisma, so wird ein solches Prisma durch 
jede Pyramide mit einer vierflächigen Zuspitzung, durch jedes Doma mit einer 
Zusehirfung, durch die Basis mit zwei geraden Endflächen beba&et werden, 
dagegen durch andere (verticaie) Prismen Zuscfaärfungea^ und djirch die ver- 
ticalen Pinakoide Abstumpfungen seiner makrodiagonalen oder bracbydiagonaleo 
Seitenkanten erleiden. 
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Zanenlahre dM rhornUiehen Systems. 

§. 173« Altgemetne Betrachtung über die Zonen dieses 

Systems. 

Wem sckM iB 4en biadier kflraeiifeten Kiysullsytfleme« die Eiiiwidkß^ 
lang der Combinationen in der Zonenlehre ein whr wieblige9 Wirsmitttl 
vorfand , so erlangt diese Lehre eine noch weit grössere Bedeutung für die 
Combinationen des rhombischen Systems uad der klinoSdrischen Krystall- 
systeme, in welchen die immer kleinere Flächenzahl der einzelnen For- 
men nicht nor gewöhnlich eise sahlreiehere Anabildung mm Formes fiber- 
hanpt, ao«4em auch eine grössere AsaaU von gegemaifSgen DnrdischailAen« 
and somit eine vielseitigere Entfaltung der Zonea auir F<olg;e ha4. Dieselbe 
üfsaehe bedingt es übrigee&y data die gleiehartigeo eder gleicbnaaiigen Zonen 
grössüentbeils in riner geringerev AioaU rerhanden sind» als dieas in den 
bisherigen Kr ystallsystemen der fall wer» 

Die Zonenlehre ist für die drei klinoödrieehen Kryatullafsleeie we^ 
sentlicb dieselbe, wie für das rhembiscbe SysJiem, weil eile diese Sy- 
steoie trinetriseh und sugieieh anisomeCriseh euidf weil die FläehenzaU der 
einzelnen (ToUsländig vorausgesetzten) Formen in ihnen allen genau dieselbe 
ist, und weil die Gesetze der zonalen Gruppirung der PlSchen von den Nei- 
gungswinkeln der Axen völlig unabhängig sind» Die ZaneaJebre des rhombi- 
schen Systems gilt daher auch für die folgenden Krystallsysteme, in welchen 
nur zum Theil eine Verschiedenheit der Benennung der Zonen eintritt, wäh- 
rend «nsserdem AUes nnverändert bleibt. Mit der Darstellung der Zonen des 
rhombischen Systems wird also auch zugleich jene der drei klinoödrischen 
Krystallsysteme gewonnen, für welche wir deshalb auch grösstentheils auf 
gegenwärtiges Capitel verweisen können. 

Die gewöhnlichen Zonen des rhombischen Systems sind sehr einfach, 
und zeigen eine gewisse Gleichförmigkeit ihrer Verhältnisse , so dass die we- 
sentliche Verschiedenheit derselben meist nur in dem verschiedenen Namen 
der Zonenlinie liegt, während sie übrigens von ganz ähnlichen Gesetzen be- 
herrscht werden. Diese gewöhnlichen Zonen sind nämlich folgende : 

1. die Zone der Hauptaxe, 

2. die Zone der Makrodiagonale, 

3. die Zone der Braehydiagonale, 

4. die Mittelkantenzonen der Pyramiden, 

5. die makrodiagonalen Polkantenzonen der Pyramiden, und 

6. die brachydiagonalen Polkanlepgonen der Pyramiden. 

Ausser diesen Zonen können freilich noch sehr viele andere zur Ausbildung 
gelangen, deren Eotwickelnng in jedem besonderen Falle mit Leichtigkeit 
nach der allgemeinen Regel des §• 38 zu geben sein wird. 
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Dass die Tangenten taulozonaler Kanten in einer jeden rhombischen 
Krystallreihe rationale VerhäUniase haben müssen, diess ergiebt sich un- 
mittelbar aas den S. 55 mitgetheilten Betrachtungen, durch welche es als die 
Bedingung dieser Rationaliiät der Tangenten -Verhäilniase erkannt wurde, 
dass die Grundparameter a, b und c der betreffenden Krystallreihe entweder 
durch Quadratwurzeln, oder durch rationale Zahlen ausgedrückt werden kön- 
nen. Da nun diess immer möglich ist, so wird uns aach jene Rationalität in 
allen Fällen verbürgt sein, wie sie denn auch in allen Fällen empirisch durch 
unsere Winkelmessangen, so wie theoreiiseh durch di« zonale Verknüpfung 
der Flächen dargetban wird. 

§.174. Zonen der drei Axen. 

Die den drei Axen entsprechenden Zonen sind nattirlieh eine jede einzig 
in ihrer Art, und so leicht zu beorlheilen, dass es dabei gar nicht der Anwen- 
dung der Zonengleichung bedarf. 

1. Zone der Hauptaxe. Sie begreift alle diejenigen Flächen, welche 
der Hauptaxe parallel sind ; folglich das Protoprisma xx)P, die sHmmtiichen 
Makroprismen ooPn und Brachyprismen ooPn^ sowie die beidea verticalen 
Pinakoide ooPoo und ooPoo. 

Da die Zonenlinie in diesem Falle die Gleichungen y s und z^=0 hat, 
und a =s a' sss oo ist, so gilt fär den Neigungswinkel fV irgend zweier tauto- 

zonaler Flächen F und F' dieser Zone, wenn für k der Werlh — eingeführt 

wird, nach S. 55 der allgemeine Ausdruck 

in welchen man nur die, durch das krystallograpbische Zeichen beider Flächen 
gegebenen Werthe der Parameter b und c, b' und c\ unter Berücksichti- 
gung ihrer durch die Lage der Flächen bestimmten Vorzeichen einzusetzen 
hat, um den gesuchten Winkel zu finden. 

Anm. Es sei z. B. die Fläche F die vordere rechte Fläche des Makro- 
prismas ooPfty die Fläche F' die vordere linke Fläche des Braehyprismas ooPn\ 
so gilt 

fdr F : Ä = «b, c = c, 

für /^ : b' sss — b, c = ä'c, 
und es wird daher 

tanir^= -. (^l±llbc 

^"^^ «b*-«'c* 

welcher Werlh lehrt, dass dieser Winkel nur dann ein rechter werden kann, 
wenn sich n : n ssc^ : h^ verhält. 

2. Zone der Makrodiagonale. Diese Zone begreift alle diejenigen 
Flächen, welche der Makrodiagonale der Grundform parallel sind; folglich 
das Basopinakoid OP, die sämmtticben Makrodomen 9rPoo, und das Makro- 
pinakoid ooPoo. 
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Da die Zonenlinie in diesem Falle die GIeichung;en ;t7s=0 und j5 =sO bat, 
und & s= y sss oo ist, so gilt für den Neigungswinkel ff^ irgend zweier tauto- 

zonaler Flächen Fund F* dieser Zone, nach Einführung des Werlhes — von 

A:, der allgemeine Ausdruck 

tang IV ^ — 7 7 

° aa -k^ec 

aas welchem sich in jedem gegebenen Falle dnrch Einsetziing der besonderev 

Werthe der Parameter a und c, a und c\ unter gehöriger Beaehluiig ihrer 

Vorzeichen, der gesuchte Winkel bestimmen lässt. 

An ID. hl z. B. jP eine Flache des ersten (d. b. des zur Grundform ge- 
hlkigen) Makrodonas Poo, nod F' die analog liegende Flache irgend einet an« 
deren Makrodomas, so gilt 

{für F i a s^SL^ c = c , 

för jP' : a SS ma, c = c , 

folglich bestimmt sich dann 

„, (m— l)ca 

iwa^H-c'* 
wonach sich der NeigaogswiDkel jeder makrodomatischen Flache gegen die ana- 
log liegende Fläche des ersten Makrodomas berechnen lässt. 

3. Zone der Brachydiagonale. Sie begreift alle diejenigen Flä- 
chen, welche der Brachydiagonale der Grundform parallel sind ; folglich das 
Basopinakoid OP, die sämmtlichen Bracbydomen mrcx), und das Brachypina« 
koid oo^oo. 

Da nun die Zonenlinie die Gleichungen o? = und y = hat, während 
csse'saoo ist, so ergiebt steh für den Neigungswinkel H^ irgend zweier 
Flachen F und F' dieser Zone, aus dem S. 55 stehenden allgemeinen Aus- 

drucke von tangM^, nach Einführung des Werthes &s= — , der Werth 

«•• ob — *A b 

tang/r = —T—Tu , 
aa -^00 

mittels dessen sich abermals in jedem einzelnen Falle, ans den bekannten Ab- 
leitungszahlea und der bekannten Lage der beiden Flächen , ihr Winkel be- 
rechnen lässt. 

Anm« Ist z. B. F eine Fläche des ersten (d. h. des zur Grundform ge- 
hörigen) Brachydooias j^oo, und F' die analog liegende Fläche irgend eioes 
anderen Brachydomas mPoo, so wird . . 

tdt F : a = a, 6 s b, 

filr F' : a == iwa, ft' == b, 
und folglich 

wonach sich die Neigungswinkel aller brachydomatischen Flächen gegen die ana* 
log liegende Fläche des ersten Brachydomas berechnen lassen. 
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§• 175. Mittelkantenzonen der Pyramiden. 

Bei der Betrachtung derjenigen Zonen, welche si<;b ellgeneiD als die 
KantenzonenderPyramiden bezeichnen lassen , brauchen wir zunächst 
nur irgend eine unbestimmte Pyramide zu berücksichtigen, weil sieb die so 
gefundenen Resultate sehr leicht in derjenigen Form darstellen lassen, welche 
ihnen für irgend eine bestimmte Pyramide zukommt. Von jeder Art dieser 
Konen giebt es ailemal nur z w ei , weil jede Art der Kanten nur in der Zahl 
vier verhanden ist, ron denen je zwei einander paraHel sind. 

Zonen der Mittelkanten. Sie begreifen alle diejenigen Flächen, 
welche der Mittelkante einer Pyramide parallel aiad. Für irgond eioe, durch 
das Parameter^Verhältnisa a :hi c bestimmte PyraoMe aind die Gkacbwigen 
der einen, auf den Mittelpunct transportirten Mittelkante 

j? = 0, und^ •+•- =0, 

c 

welche, verglichen mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie (S. 47), 
uns lehren, dass in vorliegendem Falle 

sein muss, woraus sich für irgend eine Fläche F von den Parametern i/, b' 
und c' die Zonengleichung 

b € 

-y 7 = 6, oder bc^ = b'c 

9 o 

eRgiebt) foigUoh wird für alle 4a«ilüa«nale Ftilchen dasselbe VerhäUniss 

der Nebenaxen erfordert. Aus dieser allgemeinen Bedingung lassen sich 

nun folgende besondere Resultate ableiten : 

Diejenigen Formen, welche in die Zene der MiHtel haute irgend einer 
Pyramide Flächen nu liefern vermögen, sind : 

1. wenn die Zonenlinie eine Mittelkante von P ist, die Basis QP, alle Pro- 
topyramiden mP und das Protoprisma ooP ; 

2. wenn die Zonenlinie eine Mittelkante von Pn ist, alle mögliche Makro- 
pyramiden miPn mit gleichem Werthe von n, das Makroprisma ooPn, 
und die Basis OP; 

3. wenn die Zonenlinie eine Mittelkante von Pn ist, alle mögficfae Brachy- 
pyramiden mPn mit gleichem Werthe von n, das Brachyprisma' cxiPn, 
und die Basis OP. 

In diesen Sätzen ist die Entwiekelung der Mittefkantenzonen gege- 
ben. Was die Tangente des Neigungswinkeis Nirgend zweier tantozona- 
1er Flächen F' und F" betrifiFt, so folgt solche aus~dem allgemeinen Ausdrucke 

'*°*^^ a'a"b'b"^c'c'Wu"^b'b"c'c" ' 
wenn wir in selbigem iu = 0, ^ = 6, ^ae — c, und (ur k einen der beiden 

AT D 

Werthe — oder — setzen , hierauf den ganzen Ausdruck durch b^b^' oder 
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durch cc* dlvidiren, und statt 77777 oder -7-77 die aus der Zouengleichung 

00 c c 

folgenden Werthe j^ oder -^ einfuhren ; auf diese Weise bestimmt sich zu- 
vörderst 

tang^- ^V'(A*+c2)+c'c"Ä«^ 

^ a'a'\b^^e^)^b'b''c^ ' 

Diese noch sehr allgemein ausgedrückten Werthe gehen endlich dadurch, dass 
man a' = ina, a' ^stn'sL, i' = A" = b, undc' = c"=:c setzt, in den für die 
Flächen irgend zweier Protopyramiden mP und niP aus der Mittelkanten* 
Zone der Grundform giltigen Werth 


(iy/-»i)abc/h^+c^ 


über, welcher uns, bei gehöriger Berücksichligung der Vorzeichen von m und 
m\ den Winkel irgend zweier tautozonaler Flächen aus der Miltelkantenzone 
der Grundform liefert. 

Setzt man in demselben Ausdrucke von tang/iP' nb statt b, so gilt derselbe 
für die Mittelkantenzone irgend einer Makro pyramide mP;i; setzt man 
dagegen nc statt c, so bezieht er sich auf die Mittelkantenzone irgend einer 
Brachypyramide mPn. 

§. 176. Makrodiagonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die makrodiagonalen Polkantenzonen einer Pyramide sind diejenigen 
Zonen, deren Flächen einer der makrodiagonaleu Polkanten derselben Pyra- 
mide parallel liegen. Hat nun diese Pyramide das Parameter- Verhältniss 
a i b : Cf so werden die Gleichungen einer ihrer makrodiagouaien Polkanten 

z^O, und^ + f =05 
a 

und vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie 
(S. 47), so folgt, dass in gegenwartigem Falle 

fisgsa, v=s ^ bj ^ = 
sein muss, weshalb denn für irgend eine Fläche F' mit den Parametern Oj b' 
und c die Zonengleichung 

-7 — x> =3 0, oder ab* =* ab 
a b 

wird, welche uns lehrt, dass für alle tautozonale Flächen dasselbe Grössen- 
Verhältniss zwischen der Hau p tax e und Makrodiagonale Statt finden 
muss. Aus dieser ganz allgemeinen Bedingung ergeben sich denn folgende 
besondere Regeln. 
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Diejenigen Formen, welche Flächen in die makrodiagonalen Polkanten- 
zonen irgend einer Pyramide liefern können, sind : 

1. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Protopyra- 
mide mP ist: 

das Brachydoma mPoo, 

alle Brächypyramiden mrn, 

die Protopyramide mP selbst, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform mnPfij und 

das Makropinakoid cx)Poo ; 

2. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Hakropyra- 
m i d e mPn ist : 

das Brachydoma — Poo, 

alle Brächypyramiden von der Zeichenform —Pn, 

die Protopyramide — P, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform ^^P»', mit n < n, 
die Makropyramide mPn selbst, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform —Pn\ mit n > n, und 
das Makropinakoid cx)Poo. 

3. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Brachypyra- 
mide mPn ist: 

das Brachydoma mPoo, 

alle Brächypyramiden wrn\ mit n > n^ 

die Brachypyramide mPn selbst, 

alle Brächypyramiden wrn\ mit ti < n, 

die Protopyramide mP, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform mnPn\ und 

das Makropinakoid ooPoo. 
Hieniil ist die Entwi ekel nng dieser Zonen vollständig erschöpft. 

Die Tangente des Neigungswinkels /f^ irgend zweier tantozooaler 
Fliehen F' und F" folgt ans dem allgemeinen Ausdrucke 

wean aan in selbigem /i = ff, y = — &, ^ == 0, sowie für k einen der beiden 

M N 

Werlke — oder — selzt, hierauf Zähler und Nenner mit aa" oder mit b'b" 

dividirt, und endlich statt —r-t, oder jqrj die aus der Zonengleiehung folgen- 

den Werthe -^ oder ^ einfuhrt. Auf diese Weise erhält man : 
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Diese beiden völlig aequivalenteo Ausdrücke erhalten noch eine yerschicdcn« 
Form nach Maassgabe der besonderen Bedeutung der Zonenlinie. 

1. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Protopyramidc 
niPj so ist a = mSL und A = b, und es wird 

(^V-^y-cQ/^ia/^AlMT» oder 

"■ ec'>V+b2)+fl'«'V • 

2. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Makropyra- 
mide mPn^ so ist a = ma, und b = ;2b, und es wird 

-^__ (i'c"— A'V)may"»i*a*H-«*b* , 

3. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Brachypyramide 
f/il^Ti, so ist a =: 1773, ^ = b, Und so gelten für tang/F dieselben Werthe, 
wie vorher unter 1 . 

Man hat nun in jedem besonderen Falle nur statt a\ b' und c , statt a\ 
b" und c" die, den beiden Flächen vermöge ihres krystallographischen Zei- 
chens und ihrer Lage zukommenden Parameterwerthe einzuführen, um den 
gesachten Neigungswinkel zu finden. 

§. 177. Brachydiagonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die braohydiagonalen Poikantenzonen einer Pyramide sind diejenigen 
beiden Zonen, deren Flächen einer der brachydiagonalen Polkanten derselben 
parallel sind. Lassen wir diese Pyramide einstweilen noch unbestimmt, so 
sind die Gleichungen einer ihrer brachydiagonalen Polkanten 

OC SS 

y =s 0, und — h - =s 0, 

BUS welchen sich durch eine Vergleichnng mit den allgemeinen Gleichungen 
der Zonenlinie (S. 47) ergiebt, dass 

|U =s 17, $ s= 0, ^ = — c 
sein muss, weshalb denn für irgend eine Fläche F' mit den Parametern a\ b' 
und c die Zonengleichung 

-7 7 =0, oder ca = cd 

a c 

^rd, welche uns lehrt, dass alle tautozonale Flächen dasselbe Verhältniss 
der Hauptaxe zur Brachydiagonale haben müssen. Aus dieser allge- 
meinen Bedingung lassen sich nun folgende besondere Regeln ableiten. 
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Diejenigea Formen, welche Flächen in die brachjrdiagonalen Polkanten- 
zonen irgend einer Pyramide liefern können, sind : 

1. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkante einer Prolopyra- 
mide mP ist: 

das Makrodoma mPcx), 

alle Makropyramiden mPn, 

die Protopyramide mP selbst, 

alle Bracbypyramiden von der Zeicbenform mnPn, und 

das Brachypinakoid ooPoo ; 

2. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkante einer Brachypyra- 
mide mPn ist: 


n 


das Makrodoma -Poo, 

alle Makropyramiden von der Zeicbenform ^^Pri ^ 

die Protopyramide — P, 

alle Bracbypyramiden von der Zeicbenform — rn', mit »' < n, 
die Bracbypyramide mPn selbst, 

aHe Bracbypyramiden von der Zeichenform — Pn mit ri > n, und 
das Brachypinakoid cx)Poo ; 

3. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkante einer Makropyra- 
mide 11^71 ist : 
das Makrodoma mPoo, 
alle Makropyramiden mP/i', mit n > n, 
die Makropyramide ni^n selbst, 
alle Makropyramiden mPn ^ mit n < », 
die Protopyramide //?P, 

alle Bracbypyramiden von der Zeichenform mnPn\ und 
das Brachypinakoid ooroo. 
Hiermit ist die allgemeine Entwickelung dieser Zonen vollständig erschöpft. 

Die Tangente des Neigungswinkels fF irgend eweier tautozonaler 
Flächen F' und F" findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke 


I II 11 »II . I if I II . V L" * *f 

aa ob -4-(; c aa +6 b cc 
wenn man in selbigem ^u = ff, y = 0, Q^=i — c, sowie für k einen der beiden 

Werthe — oder — einführt, hierauf mit ad' oder mit cc' dividirt, und end- 

I 11 I II \ 

C C tt d m V 

lieh statt -r-n oder -j-n- die aus der Zonengleicbung folgenden Werthe 3 oder 
--i einsetzt : man erhält so 
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. u^ CA'c"-*"c>V'c»+a» 


(a'b"-a"b')cYc^+a' 

Diese beiden allgemeioen und vollkommen aequiralenten Ausdrucke er^ 
halten nun noch je nach der verschiedenen Bedeutung der Zonenlinie folgende 
verschiedene Formen. 

1. Ist die Zonenlinie die brachydiagonale Polkanle einer Protopyramide 
mP, so ist a = ma, c ^ c, und es wird 


(*V'-*"c')i»a/c»+w»a» ^ 


2. Ist die Zoneoliaie die brachydiagonale Pplkante einer Brach ypyra- 
oii d e mPfif so ist a =s 07a, c = ncj und es wird 

wwr (i'c*"— 4"r/)wa (/^«V+zyi^a* , 
tang^= \/v// 2 2 a 2x / /. o oder 

(<y'A" — a'b')nc y"»-c*H-mV 

S.Ist die Zonenlinie die brachydiagonale Polkante einer Makrepyra- 
mide niPn^ so ist a = r/ta, c = c, und so gelten für tang^ dieselben 
Werthe, wie vorher unter 1. 

In jedem besonderen Falle bat man nur noch statt a\ V und e sowie 
statt d\ y* und c' die den beiden Flächen ¥' und F" entsprechenden Pa- 
rameter- Werthe, unter Berücksichtigung ihrer Vorzeichen, einzuführen, um 
den gesuchten Winkel zu erhalten. 


Vertauschiing der Onmdform und der Hauptaze. 

§. 178. Vertauschung der Grundform mit Beibehaltung der 

Hauptaxe. 

Zu einer wirklichen Transformation des Axensystems, d.h; zu einer 
Yertauschung des, in der ganzen Erscheinungsweise der Formen so entschie- 
den angezeigten rechtwinkeligen, trimetrischen Axensystems mit irgend einem 
anderen Axensysteme dürfte wohl nicht so leicht eine Veranlassung vorkom- 
men; weshalb wir denn auch nicht auf sie eingehen wollen, und für den Fall, 
da etwa ein theoretisches Interesse zu einer solchen Transformation auffor- 
dern sollte, auf die in den §§. 43 ff. gegebene Anleitung verweisen. 
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Dagegen bieten sich uns hier zwei andere Probleme dar, von denen na- 
mentlich das zweite eine öftere Anwendung finden durfte. Diese Probleme 
besteben in einer Vertausch ung oder in einer Veränderung der Wahl 
entweder der Grundform, oder auch der Hauptaxe. 

Da nämlich die Grundform einer jeden rhombischen Krystallreihe eine 
Pyramide , und da die Anzahl dieser Pyramiden in manchen Krystallreihen 
nicht unbedeutend ist, so kann es wohl bisweilen vorkommen, dass von ver- 
schiedenen Beobachtern zwei verschiedene Pyramiden als Grundform einer 
und derselben Krystalireihe gewählt werden , wodurch denn auch nothwendig 
für alle übrigen Formen zwei verschiedene Zeichensysteme herbeigeführt 
werden. Daher dürfte es nicht überflüssig sein, für solche Fälle die Methode 
anzugeben, nach welcher das eine Zeichensystem in das andere zu über- 
setzen ist. 

Es sei uns also in Bezug auf eine Grundform P, deren Parameter-Ver- 
hältniss a : b : c ist, irgend eine Rrystallfläche F durch ihre Parameter ma, 
rb und ^c gegeben, und es werde verlangt, dass dieselbe KrystallOäche auf 
eine andere Grundform von dem Parameter- Verhältniss m'a : r b i /c bezogen 

werde. 

Bezeichnen wir die gesuchten Factoren der neuen Grundparameter mit 

/i, q und (7, so muss offenbar 

iTia r= ^w'a, rb = gr'b, *c = as'e 

sein, woraus sich denn 

m r s 

m ^ r s 

ergiebt. Bei der Bildung der neuen krystallographischen Zeichen ist nun vor 
allen Dingen darauf zu achten, ob rb > oder < sc ist, weil es sich danach 
bestimmt, welche der neuen Nebenaxen als Makro diagonale oder als 
Brachydiagonale eingeführt werden muss. Istr'b>/c, so bleiben die 
Makrodiagonale und die Brachydiagonale ihrer Lage nach unverändert; ist 
dagegen rb < /c, so vertauschen beide Nebenaxen ihre Bedeutung, oder die 
anfängliche Makrodiagonale wird jetzt zur Brachydiagonale, und umgekehrt. 

Nächstdem sind die Werthe von q und a zu vergleichen, weil für den 
kleineren derselben allemal der Werlh 1 zu setzen ist, oder weil mit die- 
sem kleineren alle drei Grössen |U, q und a zu dividiren sind. 

s r 
Ist also -7 < , , so werden die gesuchten Ableitungszahlen 
s r 

„ ms , „ rs 

m = —7- , und 71 = -7- j 
ms r s 

und das neue Zeichen der Fläche F entspricht entweder der makrodiagonalen 

Form m'Pn\ oder der brachydiagonalen Form mrn'j je nachdem rb >odcr 

< *'c ist. 


r s 
Ist dagegen — <-7, so werden die gesuchten Ableitungszahlen 

r, mr' , sr 

rn = —r , und -7- , 
mr sr 
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and das nene Zeichen der Fläche F entspricht entweder der brachydiagonalen 
Form m'Pn'i oder der makrodiagonalen Form mVn\ je nachdem r b > oder 
< sc ist. 

Anns. Wenn wir die Krystallreihe des Topases wie gewöhnlich auf die 
vorherrschende Pyramide beziehen, so gilt für sie das Verhjiltniss der Grand- 
parameter a : b : c = 4746 : 1 : 0,5282. Einige der gewOhnh'chsten For- 
men sind die Protopyramiden |-P, P und 2P, das Protoprisma ooP, die Brachy- 
pyramide ^P^9 ^^^ Brachyprisma ooP2, die Brachydomen 2Poo, 4roo u.s. w. 
Wollten wir nun die Pyramide •|r2 als Grundform einführen, so wfirde m sc |., 
r =5 1, / = 2, und so roflssten die beiden Nebenaxen ihre Namen vertauschen, 
weil 1,0564 >1 ist. Fflr jede Protopyramide mP wird dann 

fAss^m, p = l, o = i, 
nnd zwar fällt ^ in die neue Brachydiagonale» a in die neae Makrodiag^oale. 
Da nun o < () ist, so wird 

m" =5= •»!, and «" = 2, 
and folglich allgemein |-mP2 das neue Zeichen der ursprfln glichen Protopyra- 
mide mP. 

Also gilt für fP das neue Zeichen 1^2, 

- - - P - - - *J2, 
. - - 2P - - - 3?2, 

- - -ooP - - - ooPz. 
Fflr jedes Brachydoma mPoo wird 

ju = fm, () = 1, oäoo; 
da nun q nicht nur ^ (r, sondern auch = 1 ist, so wird allgemein -|mPoo das 
neue Zeichen des arsprangiichen Brachydomas mPoo ; 
folglich gilt fQr 2roo das neue Zeichen f Poo, 
- - aPoo - . - 3Poo. 
Dieses Beispiel wird hinreichen, um die Uebersetzung der Zeichen za erläutern, 
welche durch eine veränderte Wahl der Grundform bei unveränderter Hauptaxe 
noth wendig gemacht wird. 

§. 179. Vertauscbung der Hauptaxe bei unveränderter 

Grundform. 

Da eine jede rhombische Pyramide beliebig nach dieser oder jener Axe 
aufrecht gestellt werden kann (§. 161), so lässt sich auch eine jede rhombi- 
sche Krystallreihe bald auf diese, bald auf jene Axe als ihre Hauptaxe be- 
ziehen ; und so sind denn auch wirklich manche der wichtigsten Rrystallrei- 
hen de3 Mineralreiches von verschiedenen Mineralogen verschiedentlich be- 
trachtet worden. Da nun jede dieser Betrachtungsarten ein verschiedenes 
Zeichensystem zur Folge hat , so ist es wichtig , das eine Zeichensystem in 
das andere übersetzen zu können. 

Für eine gegebene aufrechte Stellung der Grundform P sei a die 
halbe Hauptaxe , b die halbe Makrodiagonale, und c die halbe Bracbydiago- 
nale; ferner sei mnirhisc das Parameler-Verhältniss irgend einer Fläche F, 
von der es also unbestimmt gelassen wird, ob sie dieser oder jener Form an- 
gehört. Soll nun die Krystallreihe nach einer anderen Axe aufrecht gestellt 
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werden, so wird die neae Hauplaxe entweder dorch b oder durch c gegeben 
sein, welche zwei Fälle besonders zu betrachten sind« 

I. Die ursprüngliche Makrodiagonale b soll die neue Hauptaxe bilden. 

In diesem Falle kommt es zunächst auf die Werlhe der beiden Axen a 
und c an, welche von beiden als neue Makrodiagonale einzuführen ist. 

A. Ist a > c, so wird a die neue Makrodiagonale, und c die neue Brachy- 
diagonale liefern. Bezeichnen wir also die neuen Grundparameter mit a', b' 
und c', so würde das Parameter- Verbältniss vidi : rb : ^c der Fläche F jetzt 
ra' : mW : «c' zu schreiben sein. Da nun die kleinere der beiden Ablei- 
tUDgszahlen m und s mit dem Werlhe 1 einzuführen ist, so bestimmt sich die 
besoadere Form des neuen Zeichens der Fläche F wesentlich durch das Ver- 
bältniss von m und s, 

Ist 1/7 > ^, so dividirt man das ganze Verbältniss durch s^ und so ent- 
spricht das neue Zeichen der Fläche F allgemein 

der makrodiagonalen Form — P — ; 

s s 

ist dagegen m < ^, so dividirt man das ganze Verbältniss durch mj und so 

gehört die Fläche in ihrem neuen Zeichen allgemein 

der brachydiagonalen Form — P — . 

mm 

B. Ista<c, so wird c die neue Makrodiagonale, und a die neue Bra- 
chydiagonale, weshalb denn das Verbältniss i»a : rh : sc nun ra' : ^b' : mc 
geschrieben werden muss. Dann folgt für die Fläche F, 

wenn m > 5, allgemein das Zeichen 

der brachydiagonalen Form -P— ; 

s s 

wenn ;7i < ^, allgemein das Zeichen 

f* - g 

der makrodiagonalen Form — P— • 

mm 

Hieraus ergeben sich folgende praktische Regeln ; 

Soll die Makro diagonale b zur Hauptaxe werden, so gilt 

' für die Form mP das neue Zeichen Pm , wenn m > 1, 

1^ 1 
— Jr — , • . . m ^ im 

mm ' 


wenn 
a > c 


für die Form mPn das neue Zeichen wPm, wenn w > 1, 

— f — » • • • »»<lj 


m m 


Ä 1 - iw 

für die Form mPn das neue Zeichen -P — , wenn »i > «, 

n n 


— 1* — , . . . m ^n* 


m m 
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fiir die Form mP das neue Zeichen Pm , weoo m > 1, 

1 - l 

. . • — P — • •••m^l* 

m m 


wenn 

a<c ' 


für die Form mPn das neue Zeichen nPm^ wenn m > 1, 


— P — , . . . wi<l, 
m m 

1 ^ m 


für die Form mPn das neue Zeichen -P — j wenn m > ;», 


n n 


Jrp« 

• ••••••• ^^ A ^^ f • • • 


17t '^ n« 


Diese tabellarische Uebersicht giebt auch Ausluinfl in allen denjenigen Fällen, 
da »1 = 1, ssOoder =cx), da n = l, = »t oder =cx> ist. 


§. 180. Fortsetzung. 

IL Die ursprüngliche Brachydiagonale c soll die neue Hauptaxe bilden. 

In diesem Falle hängt es von den Werlhen der beiden Axen a und b ab, 
welche von beiden die neue Makrodiagouale bilden soll. 

A. Ist a > b, so liefert a die neue Makrodiagonale, und b die neue Bra- 
chydiagonale. Bezeichnen wir die drei Dimensionen in ihrer neuen Bedeu- 
tung wiederum mit a', b' und c', so wird das der Fläche F zukommende ur- 
sprüngliche Parameter -Verhältniss ma : rb : ^c nunmehr sa! : mb' : rc' ge- 
schrieben werden müssen, die besondere Form ihres neuen Zeichens aber 
wird sich durch das Verhältniss der beiden Ableitungszahlen m und r be- 
stimmen. 

Wenn nämlich m > r, dann ist das ganze Verhältniss sa! : mV : rc 
durch r zu dividiren, und dann entspricht das neue Zeichen der Fläche F all- 
gemein 

der makrodiagonalen Form - P — ; 

wenn aber m < r, dann wird dasselbe Verhältniss durch m zu dividiren sein, 
und das neue Zeichen allgemein 

der bracbydiagonalen Form - P — 

mm 

angehören. 

B. Ist dagegen a<b, so bleibt b die Makrodiagonale, während a die 
neue Brachydiagonale darstellt, weshalb denn das Parameter- Verhältniss r/ia . 
r*b : fc in der Form ^a' : rh' : mo' hervortritt, aus welcher sich ergiebt, dass 
für die Fläche F, 

wenn m > r, das neue Zeichen allgemein 

der bracbydiagonalen Form - P — , 
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wenn m < r, das neue Zeichen allgemein 

S - T* 

der makrodiaeonalen Form — P — 

^ mm 

angehören wird. 

Aas diesen allgemeinen Resultaten lassen sich nun leicht folgende prak- 
tische Regeln ableiten: 

Soli dieBracbydiagonale c zur Hauptaxe werden, so gilt 

für die Form mP das neue Zeichen P/ti, wenn »i > 1, 

1^ 1 


wenn 
a>b 


m m 

1 m 
fiir die Form mPm das neue Zeichen — P — , wenn m"^n. 

n n 


— r — , . . . mK^n^ 

m m 

für die Form mrn das neue Zeichen nVm , wenn in > 1> 

— P — , ... m <^ 1. 


m m 


wenn 

a<b ' 


fiir die Form mV das neue Zeichen rm, wenn m > 1, 


1 - 1 

— P — , •••iTi'^l, 
m m 


fiir die Form mPn das neue Zeichen -P — » wenn m'^n^ 


n n 

A % • • • 

771 m 


<«f 


für die Form m1^n das neue Zeichen nrm , wenn m > 1, 


— P — « . . . m '^ 1. 
m m 


Da diese Regeln auch für die Gränzwerthe von m und n auf das gesuchte 
Zeichen gelangen lassen, so wird man mittels ihrer in jedem besonderen Falle 
die Uebersetzung des einen Zeichensystemes in das andere sehr leicht be- 
werkstelligen können. 


0ejc^)$toi$ Capitel. 
Zwillingskrystalle des rhombischen Systems. 

§. 181. Vorherrschendes Zwillingsgesetz. 

Zwillingskrystalle mit parallelen Axensystemen beider Individuen 
können nur bei sphenoidiscber Hemiedrie, oder bei der in §. 169 erläuterten 
Meroedrie vorkommen, und sieben dann immer unter dem allgemeinen Ge- 
setze, dass die hemi^'drischen oder merocSdrischen Formen des einen Indivi- 
duums die Complemente der gleichnamigen Formen des anderen Individuums 
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darstellen. Docb gehören dergleichen Zwillinge nicht gerade zu den häufigen 
Erscheinungen. 

Weit häufiger begegnen wir Zwillingskrystailen mit geneigten Axen- 
systeroen , unter welchen wiederum die gewöhnlichsten diejenigen sind » in 
welchen beide Individuen symmetrisch gegen eine Fläche des Proto- 
prismas ooP liegen. Dieses Gesetz ist in der Thal als das vorherrschende 
Zwillingsgeaelz des rhombischen Systems zu betrachten, für welches es die- 
selbe Wichtigkeit erlangt, wie solche denen in §. 82 und §. 109 erläuterten 
Gesetzen für das tesserale und das tetragonale System zuerkannt werden 
muss. Wir wollen daher dieses Gesetz, welches auch leicht in noch grös- 
serer Allgemeinheit aufgefasst lyerden kann, zunächst in Betrachtung ziehen. 

Die in §. 47 vorausgesetzte allgemeine Gleichung der Zwiilingsfläche 

a b c 

erhält in gegenwärtigem Falle, wo a = cx}a, & = b, und c = c ist, die beson- 
dere Form 

b^c '• 
Setzen wir nun die vorstehenden Werthe von ir, b und c in die S. 65 
stehenden Gleichungen der Axen der x\ y und x\ so bestimmen sich solche 
für die Axe der x\ y = 0, und jp = 0, «* 

für die Axe der y\ o? = 0, und • . ^^ ^ ♦ ^r- = 0> 

für die Axe der %\ a? = 0, und -^^ 7= — 5 = 0. 

Ibc b^'-c^ 

Ist uns aber in dem Individuo II irgend eine Krystallfläche F' durch die 

Gleichung 

a c 
gegeben, so folgt nach S. 68, dass ihre in dem Axensysteme des Individu- 
ums I giltigen Parameter folgende Werthe haben werden : 

Äj = — ö' 

^ ^ *'c'(b»+c^) 


* "" 2ybc-(b«-cV 
__^V(b^+c^) 

^* ~ 2c'bc-H(b»+c»jA' 
Da nun aber allgemein a ^=^m^^ Ä'=:rbund c a=^c gesetzt werden kann, 
indem wir es einstweilen noch unbestimmt lassen, ob r oder s den Werth n 
hat, so lassen sich die vorstehenden Werlhe von a^y b^ und c^ auch so 
schreiben : <fi = — iwa 

rj(b^-l-c^jb 
^ - 2rb«-5(b*-c«; 

^ r*(b*H-c*)c 
^^ " 2*c«H.r(b»-c») 
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woraus denn ersichtlich ist, dass die transponirte Fläche auch in dem Axen- 
Systeme I einer krystallographiscb möglichen, d. h. einer solchen Fläche ent- 
spricht, deren Parameter rationale Multipla der Grundparameter a, b und c 
sind. 

Anm. Wäre die Zwillingsflache die Fläche eines Hakroprismas ooPy, 
oder eines Brachyprismas oorif, so braucht man nur im ersleren Falle i^b statt 
b, im zweiten Falle vc statt c zu setzen, um die entsprechenden VVerthe von 
flj, b^ und c^ zu erhallen. 

§. 182. Transposition der Prot^pyramiden mP. 

Wir wollen nun die allgemeinen Resultate des vorhergehenden Paragra- 
phen zuvörderstjjfür die verschiedenen Pyramiden in Anwendung bringen. 
Um dabei für unsere Einbildungskrafl ein Anhalten zu gewinnen, fassen wir 
die nachsiehende Figur 81 ins Auge, welche die Horizontalprojection eines 
Zwillingskryslalb darstellt, dessen Individuen von einer Combination des 
Protoprismas cx^P und dreier Pyramiden gebildet werden. Die vorherrschende 
dieser Pyramiden ist eine Protopyramide mP\ die beiden untergeordneten 

sind eine Makropyramide niPn, und eine 
Brachypyramide w/Pä, wobei jedoch fürm 
verschiedene Werthe zu denken sind , wie 
diess ja auch die Figur erfordert. Jede 
dieser Pyramiden des Individuums II zer- 
fallt nun nach ihrer Transposilion auf das 
Individuum I in zwei verschiedene Partial- 
formen, deren jede von vier, in einer Zone 
Fig. 31. liegenden Flächen gebildet wird. 

Transposition einer Protopyramide mP. 

Die eine Partialform derselben wird von den mit 1, die andere von 
den mit 2 bezeichneten Flächen und deren Gegenflächen gebildet, weshalb 
wir auch nur je eine von diesen Flächen zu transponiren brauchen, um die 
Partialform zu bestimmen. 

1. Erste Partialform. Ihre in Fig. 81 an der positiven Halbaxe der s 
anliegende und mit 1 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 



z=l 


f/7a 


folglich gilt für sie wi = — ///, r = l, und * = 1. Setzen wir diese Werthe 
in die zu Ende von §. 181 stehenden Ausdrücke von a^, b^ und c^, so erhal- 
ten wir 

a^=ma^ ij = b, Cj = c, 

woraus denn folgl, dass diese erste Partialform mit vier Flächen derselben 
Pyramide mP identisch ist. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe z anliegende 
mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung : 
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weshalb denn für sie m^-^m^ rss^l, und «sl ist. Substitairen wir 
diese Werthe in die allgemeinen Ausdrücke von ^^ b^ und c^, so erhalten wir 

. (b»+c^)b . 
(b«H.c«)c 

"» = — a?:::b^ = y'' 

Da nun p <^q ist, und da vermöge unsrer Ableitung und Bezeichnung die 
kleinere dieser beiden Grössen mit demWerthe 1 genommen werden muss, 
80 sind die Torstehenden Werthe Von a^ b^ und c^ mit p zu dividiren, wo- 
durch 

iw(3b^-c^)a _ , 

* b*H-c* 

£, =b 

(3b*-.c*)c 

^i = •" -3c« -b»" = "* ^ 
wird. Die zweite Partialform entspricht daher allgemein der Brachfpyramide 

i»(3b«-c») ^ 3b«->c » 

b^+c* 3c*-.b^ 
welche sich für b« a 3c« in das Brachydoma 2mPoo verwandelt, dem sie über- 
haupt um so näher kommt, je näher die »Winkel des Protoprismas ooP den 
Wertheu von 120^ und 6U^ kommen. 

§. 183. Transposition der Makropyramiden mPn. 

Diejenigen Flächen des Individuums II, welche in Fig. 81. paarweise an 
den Endpuncten der Axe s erscheinen, gehören einer lUakropyramide mPn 
an, und zwar bilden die mit 1 bezeichneten Flächen die eine, die mit 2 be- 
zeichneten Flächen die andere der beiden Parlialformen, in welche diese 
Pyramide nach ihrer Transposilion auf das Individuum I zerfällt. 

1. Erste Partialform. Ihre, an der positiven Halbaxe x anliegende 
und mit 1 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

— — t- — f- Ä- — 1. , 

ma n 

folglich gilt für sie msr — 7;i, r=:», ^ = 1. Setzen wir diese Werthe in 
die zu Ende von §. 181 stehenden allgemeinen Ausdrücke von 17^, b^ und c^, 
so erhalten wir zuvörderst 

üy^ =ma 

_ w(b«-i-c«)b _ 
^-(2«-l)b«+c»""''^ 

_ /<(b«-|-c«)c _ 
''*""(2-«)c»-4-wb*'"^® 
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Da nuD ;? jedenfalls < q ist, and da die kleinere dieser beiden Grössen mit 
dem Wertbe 1 genommen werden muss, so sind alle drei Wertbe von a^, b^ 
und C| mit/? zu dividiren, T^odureh wir erhalten: 

»i(2»— l)b*4-i»c* 
a. = jrw- — 2^ a = »ia 

Ä, = b 

_ (2;i-l)b^-Hc' _ , 

^i-(2-;,;c»+»b*^"''^ 

Die erste Partialform entspricbt daber vier Fläeben der Bracby pyramide m'Pn'y 
mit vorstehenden Wertben von m und n\ 

2. Zweite Partialform. Ibre an der ^sitiven Halbaze der z anliegende 
und mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum JI die Gleichung 

— -I-J5 = 1 

ma n 

folglich gilt für sie 1» = — m, rss— •, «=1, und wir brauchen daber in 
denen für die erste Partialform gefundenen Wertben von a^^ b^ und c^ nur n 
negativ zu nehmen, um die jetzt giltigen Wertbe derselben zu erbalten \ daber 
wird 


2 


iff(2«4-t)b*— j»c 

b,^h 

_ ( 2yg+l)b^--c^ _ 
^*"""(2+«)c2-nb*'' """""** 

und die zweite Partialform entspricht vier Flächen dei Bracbypyramide triPu 

2c* 

mit den vorstehenden Werlhen von ni und ;{'. Für ^=^V2 — -3^ verwandelt sich 

diese Form in das Brachydoma m'Poo. 

-§. 184. Transposition der Bracbypyramiden mPn^ 

Die in Figur 81 paarweise an den Endpuncten dei Aze der y erschei- 
nenden Flächen des Individuums II gehören einer Bracbypyramide tnPn über- 
haupt, und zwar die mit 1 bezeichneten Flächen der einen, die mit 2 be- 
zeichneten Flächen der anderen der beiden Partialformen an, in welche 
diese Pyramide an dem Individuum I zerfälU. 

1. Erste Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe dery anliegende, 
mit 1 bezeichnete Fläche bat in dem Individuum II die Gleichung 

HyH =lj 

folglich gilt für sie m = — in, r = 1, s:=n. Setzen wir diese Wertbe in die 
zu Ende des §. 181 stehenden Ausdrücke von a^y b^ und c^, so erhalten wir 
zuvörderst : 


Zwillingskrystalle ; Zwilliogsflflche ooP. SOS 


a^ ssma 


^* " (2-«)b*-H«c« -^^ 

Da nun g jedenfalls </? ist, und da die kleinere dieser beiden Grössen mit 

dem Werlhe 1 genommen werden muss, so haben wir sowohl a^ als auch b^ 

and c^ mit q zu dividiren, und gelangen dadurch auf die unserer Ableitung und 

Bezeichnung entsprechenden Werlhe : 

iw(2«— l)c*-«-w?b* , 

a. = TTo— — öT — a = jw a 

c^ = c 
ans welchen sich denn et*giebt, dass die erste Partialform vier Flächen der 
Makropyramide m'Pn mit vorslehendeu Werthen von m' und n entspricht. 

2. Zweite Partialform. Ihre in Fig. 81 an der positiven Halbaxe der 
y anliegende und mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

— — -4- ' — — = 1 

folglich gilt für sie m = — m, r = 1, j = — «. Wir haben daher nur nöthig, 
in denen für die erste Partialform gefundenen Resultaten n mit negativem Vor- 
zeichen einzuführen, um die gesuchten Parameter zu erhalten ; so finden wir 
zuvörderst : a^=s: ma 

h — w(b*-Hc*)b ___ 

^* "" "" 2-H«)b»-«c« "" "^^ 
^ w(b^+c^)c ^ 

""* " (2;t-Hl)c«-b» ^ ^^ 
Da nun /i> =s < y sein wird, je nachdem (3?n-l)c*> = < («+3)b* ist, 
80 kommen hier drei verschiedene Fälle zur Unterscheidung. 

a. Ist nämlich /? > 7, so sind alle drei Werthe von a^, b^ und c^ mit q 
zu dividiren, und es wird 

ot(2«-h1)c*— wb* , 

^^^ «(b^+c^) * = '^ ^ 

. (2;i-l-l)c»-b\ ,. 

* (2-«-»)b*— nc* 

c^ = c 
daher in diesem Falle die zweite Partialform durch vier Flächen der Makro- 
pyramide mPn mit den vorstehenden Werthen von tn und n bestimmt wird. 

b. Ist dagegen p^gy was allerdings selten vorkommen dürfte, so wird 
die zweite Partialform von vier Flächen der Protopyramide 

gebildet werden. 
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c. Ist endlich pKq^ so sind alle drei Werlhe von ff^, b^ and c^ mit/? zu 
dividiren, wodurch sich bestimmt : 

iw(2+«)b*— winc* , 

*, =-b 

^1 = -« rr-2 — 1:2 c == « c 

* (2«-hI)c*— b* 

in welchem Falle daher die zweile Parlialform durch vier Flächen der Bracby^ 

Pyramide mrn mit den so eben gefundenen Werthen von m und n bestimmt 

wird. 

§. 185. Transposition der Prismen, Domen nnd Pinakoide. 

Setzen wir in den Resultaten der §§. 182 bis 184 m = 00, so erhalten 
wir für die transponirten Prismen des Individuums II folgende Parallelflächen. 

Dem Protoprisma cx>P entsprechen im Individuum I 
zwei Flächen des Prismas ooP, 

u ndzwei Flächen des Brachyprismas oo r - 2__l 2 j 

welches letztere sich für b^=3c^ in das Brachypinakoid cx>r(X> veni'andelt. 
Jedem Makroprisma ooP;t entsprechen im andern Individuum: 

zwei Flächen des Brachyprismas ooP ^^ ^ ,2 

und zwei Flächen des Brachyprismas odr-—^ rTZTT«' 

Jedem Brachyprisma oor/i entsprechen im andern Individuum 
zwei Flächen des Makroprismas csoP \-^ -r« 2 

^ (2 — «)b*-|-72C* 

und zwei Flächen des Makroprismas odP-^ 


(2+w)b*— «c* 

oder zwei Flächen des Brachyprismas ooJ^)^^ { — = — rr 

•"^ (2«4-l;c*— b* 

je nachdem (3;z+l)c^ > oder <(;t+3)b^ ist; sollten diese beiden Grössen 
einander gleich sein, so gehört das zweite Flächenpaar dem Protoprisma 
ooP an. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 183 n =00, so gelangen wir auf 
die Parallelflächen sämmtlicher Makrodomen mPcx), welche immer nur 
einer und derselben Form, nämlich der Brachypyramide 

2iwb^ p 2b^ 

angehören. 

Setzen wir eben so in den Resultaten des §. 184 n ^ 00, so erhalten wir 
die Parallelflächen sämmtlicher Brachydomen mPoo^ welche gleichfalls 
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immer nur einer Form angehören werden, die sich jedoch verschiedentlich 
bestimmt, je nachdem 3c' > oder < b' ist; es entsprechen nämlich die Paral- 
lelfläcben vier Flächen der Makropyramide 

dagegen vier Flächen der Brachypyramide 

Setzen wir endlich in den für ooVn und corn gefundenen ParallelOächen 
n = oo, so erhalten wir diejenigen, welche den beiden verticalen Pinakoiden 
entsprechen, nämlich 
für das Makropinakoid ooPoo 

zwei Flächen des Brachyprismas ooPp — 5 > 

für das Brachypinakoid oot^oo 

- 2c* 
zwei Flächen des Makroprismas ooPp — ^ 

■^b^— c* 
oder des Brachyprismas oo P ^ , 

je nachdem 3c* > oder < b* ist. 

Hiermit wäre denn die Transposition aller möglichen Formen beendigt. 

§. 186. Zwillingskrystalle nach der Fläche eines 

Brachydomas. 

Ausser dem bisher betrachteten herrschenden Zwillingsgesetze kommt 
noch am häuGgsteu das Gesetz vor , dass beide Individuen gegen die Fläche 
irgend eines Brachydomas symmetrisch gestellt sind, weshalb wir auch noch 
dieses Gesetz in seinen Resultaten verfolgen wollen. 

Bezeichnen wir das Brachydoma, welches die ZwillingsOäche liefert, mit 
juPoo, so kommt dieser Zwillingsfläche die Gleichung 

jua b 
zu, weshalb denn die in §. 47 vorausgesetzten allgemeinen Parameter dieser 
Fläche die Werthe a=:^a, £=:b, cssoo erhalten. Setzen wir diese Wertbe 
in die S. 65 stehenden Gleichungen der Axen der x\ y und z des Individu- 
ums II, so werden solche 

ür die Axe der j?', bäZ^a - 2H> = 0» undÄ = 05 

für die Axe der y, ^^ + b^=?^ « 0, und ^ = 5 
für die Axe der s\ ;r = 0, und y = 0. 

Ist uns ferner im Individuum II eine Krystallfläche F* durch ihre Para- 
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für 
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meler a', h' and c gegeben, so folgt nach S.' 68, dass dieselbe im Axeosjr- 
steme des Individuums I folgende Parameter erfordern wird : 

«'A'(|U»a«^-b«) 


a^ = 


*""2iuah/i'+(b2-|uV)y 
fl'*'(iwV+b») 


*i = 


2|uab*'-H(|uV-bV 


c, = — c 


Da nun aber für die Fläche F\ als eine zu derselben Krystallreihe gehörige 
Fläche, statt des Parameter-Verhältnisses d x b' \ c ganz allgemein das Ver- 
hältniss m^ : rb : sc vorausgesetzt werden kann, so lassen sich die Werihe 
der Parameter a^, b^ und c^ auch folgendermaassen schreiben: 

''' "" 2^/a2-H(b«-^V)r 
A «. wr(jU*a*H-b*;b 

* ■" 2^rb*-H(^V-bV 
C| = — *c 

womit denn die Grundlage für die Transposition irgend einer Form des Indi- 
viduums II auf das Individuum I gewonnen ist. 


§. 187. Transposition der Protopyramiden mV. 

Auch bei diesem Gesetze wird natürlich jede Pyramide des Individuums II 
nach ihrer Transposition auf das Individuum I in zwei Partialformen zerfal- 
len, deren jede aus vier, in eine Zone fallenden Flächen besteht. 

In beistehender Figur mögen die vorwaltenden Flachen einer Protopyra- 

mide 977P angehören, so wird die eine Partial- 
form von den mit 1 bezeichneten Flächen und 
deren Gegenflächen, die andere Partialform 
von den mit 2 bezeichneten Flächen u. s. w. 
gebildet. Zur näheren Bestimmung dieser 
Partialformen gelangen wir aber unmittelbar 
durch Benutzung der allgemeinen Werthe von 
a^^ b^ und c^, welche zu Ende des vorigen 
Paragraphen gefunden worden sind. 

1. Erste Partialform. Ihre an der posi- 
tiven Halbaxe der a/ anliegende, mit 1 be- 
zeichnete Fläche hat im Individuum II die 
Gleichung 

^' .y 1 - 1 . 

— — -- — 1, 

ma b c 

m, r£= ^ 1, ^ = -— 1* Setzen wir diese Werthe in die 



also gilt für sie m : 

am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von a^, b^ und c^, so erhalten wir 

wi(^*a*-H b*)a 


«i = - 


2mjMa*-i-|u*a*— 


= }na 
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Ci Ä c 

a. Ist Dun/?> 1, so giebt ans sein Wertb unmittelbar die gesuchte AUei« 
tungszahl n ^ und die Partialform entspricht vier Flächen der Makro- 
pyramide wlVf^ mit den vorstehenden Wertben von m und -p, 

b» Ist dagegen jp<l) so sind alle drei Grössen a^^ b^ und c^ mit/i zu dt« 
vidiren, und es bestimmt sich 

_ 2|ub^-(^V---b^)m ^ , 
* "~ 2»i|ua*+/uV— b*^ "" 
&, = b 

_ 2^b^~-(ittV--bV _ , 

^* »«(juV-Hb*) c-;ic, 

woraus folgt, dass die erste Partialform in diesem Falle vier Flächen der 
Brachypyramide m^n mit vorstehenden Wertben von m und n angehört. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe der x anlie- 
gende, mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

wia b c 
also gilt für sie mam, r=I, j=: — 1. Setzen wir diese Werthe in die 
am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke, so erhalten wir 

_ i»(/uV-l-b^)a , 

* "" 2iWjMa*— ^t*a*-«-b* "* 


* "■ 2|ub«+^(^V-b») "" ' 


c^ = c 


a. Ist also /? > 1, so gehört die zweite Partialform der Makropyramide 
mVp mit vorstehenden Werlhen von m und /i an. 

b. Ist dagegen /? < 1 , so sind alle drei Werthe mit p zu dividiren , und 
dann wird 

— Vb*-Hwi(juV— -b^) __ , 
*"~ 2iWjua^— ^^a*-i-b^ "~ 
*, = b 

2ju b^-|-»i(^V— b^) 
j!»(^^a^-«-b^) 

woraus sich ergiebt, dass solchenfalls die zweite Partialform vier Flächen der 
Brachypyramide mrn mit vorstehenden Werlhen von m und fi entspricht. 

§. 188. Transposition der Makropyramiden inPn. 

Die in Fig. 82 an der negativen Halbaxe der z' anliegenden vier Zu- 
spitzungsfiäcbea gehören irgend einer Makropyramide mVn an, und zwar die 

20* 


c^ = r-ö-o — Tot c = « c 
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Hiit 1 bezeichnete Fläche der einen, die mit 2 bezeichnete Fläche der an- 
dern Partialform, in welche diese Pyramide am Individuum I zerfallen wird. 

1. Erste Partialform. Ihre mit 1 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
daum H die Gleichung 

ma ^tb c ' 

folglich gilt fiir sie m = f», r =s — n, « sc — 1. Setzen wir diese Werthe in 

die am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von a^^ b^ und c^, so erhalten 

wir zuvörderst 

»i»(jitV-l-b*)a _ , 

* "" "" Xwjua*— «(b*— ^V) ~ 
. _ i»7i(^V-«-b*)b 

* ■" 2»|ub»+//f(b»-iu*a*) "■ P 
Cj = c. 

a. Ist nun/7 > 1, so giebt uns sein Werth unmittelbar die gesuchte Ablei- 
tungszahl , und so entspricht die erste Partialform vier Flächen der Ma- 
kropf ramide mVp mit vorstehenden Werthen von m und p. 

b. Ist dagegen ;? < 1, so sind alle drei Werthe von n^, b^ und c^ miip zu 
dividiren, und wir erhalten : 

* "" 2wi/wa^— ;i(b*— /uV) *~ 
*,= b 

^ 2;?|ub^H-m(b»-iuV) _ , 

woraus denn folgt, dass solchenfalls die erste Partialform der Brachypyramide 
mPn mit den vorstehenden Werthen von tn und n angehört. 

2. Zweite Partialform. Ihre mit 2 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

— 4-^- — = 1 
0ia nh c 

folglich gilt für sie irascm, r=sn und «=^1, woraus sich denn ergiebt, 
dass wir nur in denen für die erste Partialform gefundenen Resultaten n nega- 
tiv einzufuhren brauchen, um die der zweiten Partialform entsprechenden 
Werthe zu finden. Demnach wird 

_ mw(/iV-l-b^)a _ , 

* "" 2wi^a*-*-«(b*— jit^a*) ~ 
. _ jw«(juV-«-b^)b __ 

^* "" 2«Atb2^»i(b»-^V) " ^^ 
Cj = c. 

a. Findet sich nun /?> 1, so ist sein Werth unmittelbar die gesuchte Ab- 
leitungszahl, und so entspricht die zweite Partialform vier Flächen der 
Makropyramide m'Pp mit vorstehenden Werthen von m und p. 
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b. Bjestimmt sich dagegen ;7<1, so sind alle drei Grössen a^y b^ und c^ 
mit p zu dividiren, und wir erhalten 

2«ub*— »i(b*— mV) , 

in diesem Falle findet daher die zweite Partialform ihre aequivalenten Flächen 
in vier Flächen der Braohypy ramide mPn mit vorstehenden Werthen von 
m und n\ 

§. 189. Transposition einer Brachypyramide mPn. 

Die in Fig. 82 an der Axe der y' liegenden Zuspitznngsflächen gehören 
irgend einer Brachypyramide mPn^ und zwar die mit 1 bezeichnete Fläche 
der ersten, die mit 2 bezeichnete Fläche der zweiten der beiden Partialformen, 
in welche diese Pyramide bei ihrer Transposition auf das Individuum I zerfällt. 

1. Erste Partialform. Ihre mit 1 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

/ / / 

ma b /sc ' 

folglich gilt für sie m^m, r = — 1, * = — n. Setzen wir diese Werthc in 
die zu Ende des §. 186 stehenden Ausdrücke von a^ b^ und c^, so erhalten 

wir, wie in §. 187, 

_ i«(/uV-i-b*)a 

* "" 2»?/ua*-«-/uV— b* 

iw(^VH-b»)b _ 

^* "" 2iub*-m(^V-b«) "• P^ 

c^ = nc 

a. Ist nun p'>nj so sind alle drei Grössen a^^ b^ und c^ mit ;} zu dividiren, 
und so erhalten wir die gesuchten Parameter 

»i(/uV4-b^)a _ , 

i»(ittV-Hb^)b _ , 

^* "" «[2Aib2-/Ä(iM*a*-b«)] """**" 

c, Ä C5 
woraus sich denn ergiebt, dass die erste Partialform der Makropyramide 
mPn mit vorstehenden Werthen von m und n' angehört. 

b. Ist dagegen ;?< ;i, so sind die drei Grössen a^ b^ und c^ mip zu divi- 
diren, wodurch sich 

* "" 2»if4a*-«-fiV— b* "" 
*,«b 
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und die erste Parlialform in der Weise bestimmt, dass sie von vier Flächen 
der Brachypyramide mrn mit vorstehenden Werlhen von m' und n gebildet 
wird. 

2. Zweite Partialform. Ihre in Fig. 82 an der positiven Halbaxe der 
y anliegende und mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Glei- 
chung 

ma b mc 
folglich gilt für sie m = m, r = 1 , « = — • I?. Setzen wir diese Werthe in die 
zu Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von a^^ b^ und c^, so folgt 

wr^V+b*)a 


* 2wjua*— ju*a*4-b* 
. _ w(^V+b^jb _ 
''« - 2/tib«+i«(iKi»a*-b») "■ ^"^ 


c^ = nc. 


a. Ist nun p^^n^ so sind alle drei Grössen mit n zu dividiren, und >die ge- 
suchten Parameter werden 

__ iw(jit*a*+b*)a _ , 

* " w(2;??jua^— juV-hb*) *~ 

. _ yw(^V-Hb^)b , 

* "" «[2iub*+w(AiV-b^)] " " 


Cj = c, 


woraus sich ergiebt, dass in diesem Falle die zweite Partialform durch vier 
Flächen der Makropyramide tnPn mit vorstehenden Werthen von m' und n 
dargestellt wird. 

b. Ist dagegen p<,n^ so sind die drei Grössen n^, b^ und c^ mit p zu divi- 
diren, wodurch sie folgende Werthe erhalten : 

_ 2 iub^H-»i(^V-b^) _ , 
""^ ^"2m|ua*-|ttV+b« a - »la 
&, = b 

__ n[2Atb»-i-m(ittV-b^)] _ . 
'^*-" »i(^V+b^) ^-""^ 

aus welchen sich ergiebt, dass solchenfalls die zweite Partialform der Brachy- 
pyramide mrn mit vorstehenden Werthen von m und n entspricht. 

Aus allen diesen Resultaten wird sich der Leser leicht diejenigen ablei- 
ten können, welche irgend einem Prisma oder Doma , so wie den drei Pina- 
koideu entsprechen, daher wir zur Ersparung von Raum 4iese Folgeruiigen 
ühergehen. 

§. 190. Beispiel der Anwendung. 

Es bedarf wohl keiner weitereu Erörterung , dass diese Transpositionen 
der Axen und der Flächen des einen Individuums auf das andere ein grosses 
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theoretisches Interesse haben; denn sie allein gewähren ans eine Ein- 
sicht in den krystaiioDomischen Zusammenhang, weicher zwischen den For- 
men beider Individaeü Statt findet; sie allein belehren uns darüber, dass in 
den yerwickeitsten Zwiilingskrystallen alle Flächen des einen Individuums 
krystallographisch- möglichen Flächen des anderen Individuums entsprechen. 
Dieselben Transpositionen haben aber auch ein praktisches Interesse, da 
sie uns bei der Zeichnung der Zwiilingskrystalle wesentliche Dienste leisten. 
Das theoretische Interesse steigert sich übrigens noch in allen denjenigen Fäl- 
len, da die, einer transponirten Fläche entsprechende Fläche am anderen In- 
dividuum wirklich ausgebildet ist^ was sich in der Coincidenz, öder 
auch in der gleichzeitigen Spiegelung beider Flächen auf eine sehr bestimmte 
Weise zu erkennen giebt. In solchen Fällen lässt uns nämlich die Transpo- 
sition bisweilen auf eine directe, von allen Messungen unabhängige Bestim- 
mung der Grundparameter der betreffenden Krystallreihe gelangen. 
Wir wollen diess beispielsweise an einer bekannten Zwiltingsbildung des 
Wolframs erläutern. 

An diesem Minerale kommen nicht selten Zwiilingskrystalle vor, denen 
das Gesetz : Zwillingsfläche eine Fläche des Brachydomas f Foo, zu Grunde 
liegt. Sind nun an den Individuen dieser Zwillinge auch die Flächen der 
Brachypyramide 2p2 ausgebildet, so erkennt man zuweilen mit der grössten 
Evidenz, dass zwei von den beiderseitigen Flächen dieser Pyramide genau in 
eine Ebene fallen, woraus denn folgt, dass die betreffende transponirte 
Fläche von 2p2 des Individuums II mit einer Fläche derselben Pyramide des 
Individuums I identisch ist. Untersucht man genauer die Lage der beidersei- 
tigen coincidirenden Flächen, so erkennt man, dass man es hier mit demjeni- 
gen Falle zu thun hat, welcher in §. 189 ad 1 erläutert worden ist. 

Setzen wir also fi = f » m = 2, und ;} = 2, so erhalten wir zuvörderst 

9b*4.4a^ . . 

** = 15^=4?'^ = '''^ 
c^ == 2c. 

Nun lehrt schon eine ganz rohe Messung der Polkante des Brachydomas PoOy 
ja es lehrt schon der Augenschein, dass/7<2 sein muss, weil ausserdem a 
viel grösser als b sein müsste ; folglich gehört die Fläche unter den in §. 189, 
ad i,b betrachteten Fall, und die gesuchten Parameter werden für sie, indem 
wir den gemeinschaftlichen Factor im Zähler von a^ und c^ durch N aus- 
drücken, 

9iVa__ , 

** ^ 28a*-9b* ^^^ 
*,= b 

18iVb _ , 
''*"8?+18I? ^^"^ 

Die Coincidenz der transponirten Fläche mit einer Fläche von 2i^2 lehrt aber, 
dass m=n=:2 sein muss ; daraus folgt denn die Gleichung 
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oder a : b s -^3 : 2 ss f ; y^3 
als dasjenige Verhältniss, welches im Wolfram für die Grondparameter a und 
b notbwendig Statt finden muss. Da nun die Messungen des Protopris- 
mas ooP sehr nahe mit der Voraussetzung übereinslimmen, dass c =s ]^2 ist, 
so dürfte wohl das Grundverhäitniss des Wolframs mit f : -^3 : yt fest- 
gestellt sein. *) 

Setzt man die Werthe von a und b in diejenigen Ausdrücke, welche in 
§. 189 ad 2, a für die zweite Partialform einer Pyramide mPn gefunden 
worden sind, so folgt, dass sich in denselben Zwillingskrystallen des Wolf- 
rams für diese Partialform der Pyramide 2^2 das Makrodoma |P(x> als die 
aequivalente Form bestimmt. 

Anm. Dieselben Resultate lassen sieb auch daraus ableiten, dass in jedem 
Zwilliogskrystalle die in die Zone der Zwillingsaxe falieoden PlUcben paarweise 
coincidiren milBsen. Aebnlicbe Goiocidenzen von Flächen kommen bekanntlich 
in vielen anderen Zwillingskrystallen vor, und werden in den dazu geeigneten 
Fällen zu einer Bestimmung der Grund-Dimensionen der betreffenden Krystall- 
reihe benutzt werden können. 


Fünfter Abschnitt. 

MonoklinoSdrisches System. 


Cr^ee Capttel. 
Formen des monoklinoödiischen Systems. 

§. 191. Axensystem und Elemente desselben. 

Das monoklinoedrische Krystalisystem ist nach §. 51 dasjenige System, 
dessen Formen auf ein monoklino^'driscfaes Axensystem, d. h. auf 
ein solches Axensystem bezogen werden müssen, in welchem sich zwei Coor- 
dinat-Ebenen unter einem schiefen Winkel C schneiden, während die dritte 
Ebene auf ihnen beiden rechtwinkelig ist. Für die Axen findet ganz dasselbe 
Neigungsverbällniss Statt, indem zwei mit einander einen schiefen Winkel 
^=s C mit der dritten Axe dagegen rechte Winkel bilden. 


*) Vergl. meioe Blemonie der Mineralogie 3. Auflage, S. 367 Anm.^ ond 4. Aufl. 
S. 387 Anm. 
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Was das GrössenverhältDiss der Axen betrifft, so scbeiat solches immer 
das der darcbgängigen Ungleicfabeit zu sein, weshalb es allgemein darcb 
a : b : c dargestellt werden kann. Daher gilt denn auch für die Axen die- 
ses Systems, was von jenen des rhombischen Systems bemerkt wurde 
(§.161), dass sie als drei singulare und völlig ungleichwerthige 
Axen zu betrachten sind, von denen uns keine unmittelbar als Hauptaxe be- 
zeichnet ist. Da jedoch die Coordinat-Ebene durch die beiden schiefwinkeli- 
gen Axen die einzige Ebene ist, welche eine symmetrische Halbirung des 
Axensystems und aller darum möglichen Formen gestattet, und da wir in der 
Erscheinungsweise der Körper eine Symmetrie zunächst oder mindestens 
nach rechts und links fordern, so werden die Formen des monoklinoedri- 
scben Systems nur dann symmetrisch vor uns erscheinen, wenn wir die Ebene 
der scbiefwinkeligeu Axen vertical, und auf uns zulaufend denken. Hier- 
aus folgt denn auch, dass nur eine der beiden schiefwinkeligen Axen 
zur Hauptaxe gewählt werden kann, während die aufrechte Stellung nach 
der dritten Axe zu keiner symmetrischen Anschauung der Formen gelangen 
lassen würde. Sonach ist die Hauptaxe zwar wiederum eine Wahlaxe ; allein 
die Wahl kann nur zwischen zweien Axen schwanken, weil die dritte Axe 
von ihr ausgeschlossen bleibt, obgleich sie gewissermaassen als die einzige 
absolut bestimmte Linie des ganzen Axensystems charakterisirt ist. 

Indem wir also eine der beiden schiefwinkeligen Axen als Hauptaxe 
gelten lassen, und nach ihr die aufrechte Stellung der Formen bestimmen*), 
so werden die beiden anderen Axen zu Nebenaxen. Nennen wir nun wie- 
derum die durch diese Nebenaxen gehende Ebene die Basis, oder den basi- 
schen Hauptschnitt, so können wir füglich die Nebenaxen selbst durch die 
beiden Namen der Klinodiagonale und der Orthodiagonale unter- 
scheiden, weil sie die Diagonalen der schiefen rhombischen Basis bilden, und 
weil für die eine derselben die Neigung gegen die Hauptaxe eben so bezeich- 
nend ist, als für die andere die Rechtwinkeligkeit gegen sie. Die beiden ver- 
licalen, durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen gehenden Coordinat- 
Ebenen lassen sich dann als klinodiagonaler und orthodiagonaler 
Hauptschnitt bezeichnen. Uebrigens gilt uns künftig die Hauptaxe als 
Axe der Xj die Klinodiagonale als Axe der y, und die Orlhodiagonale als Axe 
der z, 

Anm. Mehre ausgezeichnete Krystallographen und Mineralogen betrach- 
ten das moDokiinoedrische System als eine blosse hemiedriscbe oder meroedri- 
sche Ausbüdungsform des rhombischen Systems. Dadurch wird allerdings für 
die Berechnung der Formen einige Erleichterung gewonnen, weil der schiefe 
Neigungswinkel C ein den GalcUl etwas erschwerendes Element ist. Allein die 
Symmetrie« Verhältnisse der monoklinoedrischen Formen, der Mangel dreier auf 


*) Es scbeiat nicht zweckmässig, wie jetzt oft auch in den Zeichnnogen geschieht, 
die Haaptaxe schief, und die Basis horizontal zu stellen. Denn der Begriff der Hauptaxe 
ist immer so auTgefasst worden, dass sie diejenige Axe ist, welche, selbst vertical ge- 
stellt, die aufrechte Stellung der Formen bestimmt. Die schiefe Lage der Basis ist es, 
was die klinoedriscbeo Krystallsysteme vorzüglich charakterisirt. 
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einander reehtwiokeliger Pinakoide und dreier dergleichen Systeme von prisma- 
tischen Formeo, die von der gewöhnlichen Einfachheit oft auffallend ah weichen- 
den Ahleitungszahlen, die Seltenheit der im rhombischen Systeme so gewöhn- 
lichen Zwillingsgesetze, und manche andere Gründe stehen jener Ansicht ent- 
gegen ; weshalh denn auch die meisten Krystallographen das moDoklinoedrische 
System als ein eigenthümliches schiefwinkeliges Krystallsystem anerkennen, wo- 
für sich schon Kupffer erklärte, indem er es ein willkürliches Verfahren nannte 
alle monoklinoedrische Formen auf ein rhombisches Axensystem zorückfiihren 
zu wollen, obgleich solches mathematisch immer möglich ist. *) 

§. 192. Vollständige monoklinoe'drische Pyramide. 

Die Parameter- Verhältnisse sind im monoklinoedrischen Systeme wesent- 
lich dieselben, wie im rhombischen Systeme, so dass die in §. 162 mitgetheil- 
ten Betrachtungen auch hier ihre Anwendung finden. Denken wir uns nun 
ein endliches Parameter-Verhältniss a : 6 : c, oder ma : rb : «c gegeben, 
dessen Glieder sich auf die Axe der x^ der y und der z beziehen, und con- 
struiren wir uns den vollständigen Inbegriff aller isoparametrischen Flächen, 
so gelangen wir stets auf eine von acht Dreiecken umschlossene Form, deren 
Hittelkanten in eine Ebene, nämlich in die Ebene der Basis fallen, also auf 
eine solche Form, welche eine Pyramide überhaupt, und eine monoklinoe- 
drische Pyramide insbesondere genannt werden kann. 

Diese vollständigen monoklinoedrischen Pyramiden, welche die ein- 
zigen geschlossenen Formen Formen des Systems darstellen wurden, 
unterscheiden sich aber von den rhombischen Pyramiden durch eine sehr auf- 
fallende Eigenschaft, welche eine nothwendige Folge des schiefen Neigungs- 
winkels zweier Axen ist : nämlich dadurch, dass sie nicht von lauter gleichen 
und ähnlichen, sondern von zweierlei verschiedenen Dreiecken ge- 
bildet werden, indem diejenigen vier Flächen, welche paarweise über den 
beiden stumpfen Winkeln Cliegen, durch ihre Figur und Grösse von denen 
über den beiden spitzen Winkeln C liegenden vier Flächen abweichen. Die 
beiderlei Dreiecke haben zwar zwei Seiten gleich, aber die dritte Seite un- 
gleich, und zwar die über dem stumpfen Winkel (/ gelegenen eine grössere, 
die anderen eine kleinere dritte Seite* Die monoklinoedrischen Pyramiden 
sind daher keine einfachen Formen, sofern nämlich unter einer einfachen 
Form eine solche verstanden wird, welche von lauter gleichen und ähnlichen 
Flächen begränzt wird ; sondern sie sind zusammengesetzte, und zwar 
zweifach zusammengesetzte oder dimerische Formen; sie zerfallen in 
zwei Partial formen, deren jede von zwei gleichartigen Flächenpaaren 
gebildet wird, und füglich eine Hemipyramide genannt werden kann. Die 
eine dieser Hemipyramiden fällt also in die spitzen, die andere in die stum- 
pfen Winkel, welche von dem orthodiagonalen und dem basischen Haupt- 
schnitte gebildet werden ; wir nennen jene die positive, diese die nega- 


*) Handbuch der rechoendea Krystalloni^mie, 1831, S. 186. 
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tive Hemipyramide. *) Eine jede derselben besteht nur ans zwei, einander 
parallelen Fläebenpaaren, welche an und für sich den Raum gar nicht allseitig 
umschliessen, sondern eine prismatoidische, oifene Form darstellen würden. 

Dieser zusammengesetzte Charakter der monoklinoe'driscfaen Pyramiden 
gewinnt aber noch dadurch eine ganz besondere Bedeutung, dass je zwei 
correlate oder complementäre Hemipyramiden in der Wirklichkeit 
keineswegs nothwendig an einander gebunden, sondern vielmehr völlig un- 
abhängig von einander sind; dass also bald nur die eine, bald nur die an- 
dere zur Ausbildung gelangt ist , und dass es zu den minder häufigen Erschei- 
nungen gehört, beide zugleich und im völligen Gleichgewichte ausgebildet an- 
zutreffen. 

Anm. Diese Zerfällang der monoklinoedriscben Pyramiden in zwei ver- 
schiedene und nicht nothwendig coexistirende Partialformen ist eine ganz be- 
sondere, in der verschiedenen Lage und Figur ihrer beiderlei Flächen begrün- 
dete Meroedrie, von welcher im rhombischen Systeme nur seltene Beispiele be- 
kannt sind. Für die Gombinationen des monoklinoedriscben Systems wird aber 
durch diese, auch gewisse prismatische Formen betreffende Meroedrie eine ganz 
eigentbflmliehe Erscheinungsweise bedingt, welche sie auf den ersten Blick von 
den Gombinationen des rhombischen Systems unterscheiden lässt, seihst vi^nn 
der Winkel C einem rechten Winkel sehr nahe kommen und die schiefe Basis 
fast horizontal erscheinen sollte. 

§. 193. Uebersicht der Formen des monoklinoedriscben 

Systems. 

Das monoklinoedrische System überhaupt lässt aber folgende Arten von 
Formen erkennen. 

1. Pyramiden von dem so eben geschilderten Charakter, welche also, 
wenn beide Partialformen zugleich und im Gleichgewichte ausgebildet 

sind, als vollständige monoklinolSdrische Pyra- 
miden erscheinen. Jede solche Pyramide zerfallt 
aber in eine positive und eine negative Hemipyra- 
mide, welche von einander unabhängig sind. Den- 
ken wir die schiefe Basis gegen uns zufallend oder 
nach vorn geneigt , so erscheint das vordere Glied 
der positiven Hemipyramide unterhalb, jenes der 
negativen Hemipyramide oberhalb der Basis, wie 
in beistehender Figur. Die vollständige Pyramide 
bat dreierlei Polkanten, nämlich vier gleiche ortho- 
diagonale, und zwei kürzere schärfere, sowie zwei 
längere stumpfere klinodiagonale Polkanten, welche letzteren als die charak- 
teristischen und besonders wichtigen Kanten der einzelnen Hemipyramiden 
zu betrachten sind; ausserdem sind noch vier gleiche Mittelkanten vorhanden. 



*) Die umgekehrte BeoeoouDg würde vielleicht noch vortheilhafter sein. 
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Der basische und der orthodiagonale Hanptscbnitt sind Rhomben, der klino- 
diagonale Hauptschnitt dagegen ist ein Rhomboid. Es giebt möglicherweise 
eine unendliche Manch raltigkeit von monoklinoedrischen Pyramiden, welchen 
aber allen die Eigenschaft zukommt, in zwei von einander unabhängige He- 
mipyramiden zu zerfallen. Obgleich sie daher nur selten vollständig ausge- 
bildet vorkommen, so ist es doch bei vielen Betrachtungen zweckmässig, sie 
in ihrer Vollständigkeit vorauszusetzen. 

Ausser den Pyramiden spielen nun mehre Arten von offenen Formen 
eine äusserst wichtige Rolle ; dahin gehören einestheils prismatische For- 
men, anderntheils Pinakoide. Die prismatischen Formen aber sind, eben 
so wie im rhombischen Systeme, von dreierlei Art, je nachdem ihre Flächen 
dieser oder jener derAxen parallel laufen: also verticale, horizontale und ge- 
neigte Prismen, von denen eine jede Art in der Richtung ihrer Axe von inde- 
finiter Ausdehnung und unbestimmter Begränzung zu denken ist. Indem wir 
abermals das Wort Prisma lediglich für die vertical-prismatischen Formen 
gebrauchen, die übrigen als Domen bezeichnen, erhalten wir folgende Unter- 
scheidung derselben. 

2. Prismen, sind von 4, der Hauptaxe parallelen Flächen gebildete 
Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist; da also ihre Flächen gleich 
breit und gleich werthig sind, so haben sie den Charakter von einfachen 
Formen; ihre Seitenkanten werden nach ihrer Lage als klinodiagonale und 
orthodiagonale Kanten unterschieden. 

3. Klinodomen, sind von 4, der Klinodiagonale parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, weshalb sie sich 
gleichfalls als e i n f a c h e Formen erweisen ; ihre Kanten werden nach ihrer 
Lage als Polkanten und Mittelkanten unterschieden. 

4. Orthodomen, sind von 4, der Orthodiagonale parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhomboid ist; ihre Flächen haben 
daher ungleiche Breite, indem die zwei über dem spitzen Winkel C liegenden 
Flächen schmäler sind, als die zwei über den stumpfen Winkel fallenden Flä- 
chen. Hieraus ergiebt sich, dass jedes Orthodoma aus zwei ungleichwer- 
tbigen Flächenpaaren besteht, und in zwei Partialformen zerfallt, welche 
man Hemidomen nennen, und als positives und negatives Hemidoma 
unterscheiden kann. Je zwei correlate oder zusammengehörige Hemidomen 
sind in der Erscheinung eben so unabhängig von einander, wie je zwei corre- 
late Hemipyramiden , und dieses Verhältniss seiner horizontalen Prismen bil- 
det abermals eine hervorstechende Eigen thümlichkeit in der ganzen Ausbil- 
dung des monoklinoedrischen Systems. 

Die Pinakoide endlich sind gleichfalls dreierlei, nämlich 

5. das Basopinakoid oder die schiefe Basis, d. h. das der Basis paral- 
lele Flächenpaar ; 

6. dasOrthopinakoid, welches aus zweien, dem orthodiagonaleii Haupt- 
schnitte, und 

7. das K li n p i n a k i d , welches aus zweien, dem klinodiagonalen Haupt- 
schnitte parallelen Flächen besteht. 


Formen desselben. 817 

§. 194. Hemipyramiden und Hemidomen. 

Weil je zwei zusammengehörige oder correlate Hemipyramiden, und je 
zwei correlate Hemidomen in einer solchen gegenseitigen Unabhängigkeit 
stehen, dass sie in den Combinationen nur selten zugleich, und noch seltener 
im Verhältnisse des Gleichgewichtes auftreten, so erlangt die Bestimmung 
ihrer selbständigen oder isolirten Erscheinungsweise eine noch grössere Wich- 
tigkeit, als die Bestimmung ihres gemeinschaftlichen Vorkommens in der voll- 
ständigen monoklinoedriscben Pyramide und in dem vollständigen Orthoddma. 

Eine jede Hemipyramide stellt für sich allein einen Inbegriff von 
vier gleichwerthigen , ihren klinodiagonalen Polkanten parallelen Flächen, 
also eigentlich eine offene, prismatoidische Form dar, welche sich 
jedoch von den eigentlichen prismatischen Formen daldurch unterscheidet, dass 
ihre Flächen keiner der Axen parallel sind. Sie kann übrigens eben so 
wenig, als irgend eine prismatische Form, selbständig, sondern nur in Com- 
bination mit anderen, ihre indefinite Ausdehnung begränzenden Formen auf- 
treten. 

Jede Hemipyramide besieht aus einem oberen und einem unteren Gliede 
oder Flächenpaare, welche, wenn sie mit einander zum Durchschnitte kom- 
men, zwei schief liegende Mittelkanten bilden, die den klinodiagonalen Pol- 
kanten parallel sind. Diese Polkanten sind übrigens als die wichtigsten und 
gewissermaassen charakteristischen Begränzungs-Elemente der Hemipyrami- 
den zu betrachten. 

Bei der unbestimmten Begränzung der Hemipyramiden ist es zweckmäs- 
sige ihrer Ausdehnung subsidiarisch gewisse Gränzen zu setzen, wozu sich 
besonders der basische und der orthodiagonale Hauptschnitt, als diejenigen 
beiden Ebenen empfehlen, welche schon in der vollständigen monoklinofe'dri- 
schen Pyramide die Gränzen Zwischen ihren beiden Partialformen bestimmen. 
Da nun jede Fläche einer Hemipyramide mit allen drei Hauptschnitten zum 
Durchschnitte kommt, und da ihre Neigungswinkel gegen die Hauptschnitte 
eine besondere Wichtigkeit erlangen, so wollen wir diese ihre drei Intersec- 
tionen und die ihnen entsprechenden Winkel unter den Namen der basi- 
schen, der orthodiagonalen und der klinodiagonalen Kante ein- 
führen. 

Ein jedes Hemidoma stellt für sich allein einen Inbegriff von zwei 
gleichwerthigen, der Orthodiagonale parallelen Flächen dar, und ist daher in 
seiner geometrischen Erscheinungsweise ähnlich dem Basopinakoide und dem 
Orthopinakeide, unterscheidet sich jedoch von ihnen dadurch, dass seine Flä- 
chen nur der Orthodiagonale, aber keiner der beiden anderen Axen parallel 
sind. Die Hemidomen bilden daher alle diejenigen einzelnen Flächenpaare 
des Systems, welche möglicherweise zwischen der Basis und dem Orthopina- 
keide vorkommen können, während sie, wie diese, in die Zone der Orthodia- 
gonale gehören. 

Es ist zweckmässig, den Flächen der Hemidomen, wenn auch nicht in 
der Richtung der Orthodiagonale, so doch nach anderen Richtungen eine be- 
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stimmte Be^änzung anzuweisen, wozu sich wiederum der basische und der 
orthodiagonale Hauptschnitt, als diejenigen beiden Ebenen empfehlen, weiche 
schon in dem vollständigen Orthodoma die Gränzen seiner beiden Partialfor- 
men bestimmen. Die beiden Kanten, welche jede Fläche eines Hemidomas 
mit diesen beiden Hauptschnitten bildet, können wir als die Polkante und Mit- 
telkante, oder auch als die orthodiagonale und die basische Kante 
des Hemidomas bezeichnen. 


§. 195. Ableitung und Bezeichnung der Formen. 

Wollen wir zu einer geordneten Uebersicht der mancherlei Formen und 
Partiairormen, sowie zu einer Einsicht in ihren gegenseitigen Zusammenhang 
gelangen, so müssen wir eine allgemeine Ableitung derselben aus einer 
zweckmässig gewählten Grundform vornehmen. Zu solcher Grundform kann 
aber nur irgend eine Pyramide gewählt werden, weil diese die einzigen 
Formen sind, deren Flächen ein endliches Verhältniss der Parameter 
haben ; auch wird die, in der Wirklichkeit nur selten erfüllte Voraussetzung 
einzuführen sein, dass diese Grundpyramide vollständig, also mit beiden, 
gleichmässig ausgedehnten Partialformen gegeben ist, weil nur dadurch auch 
in den abgeleiteten Gestalten der Zusammenbang der correlaten Partialformen 
erhalten bleibt, und zur Anschauung gebracht wird. 

Wir bezeichnen diese vollständig vorausgesetzte Pyramide mit ±P, 
indem uns -i-P oder auch P schlechthin die positive, — P die negative Hemi- 
pyramide bedeutet. Die sie bestimmenden Grundelemente, durch welche in 
jedem besonderen Falle die ganze Krystallreihe charakterisirt wird, sind der 
constante schiefe Winkel C oder y^ und das Verhältniss der Parameter a: b:c, 
von welchen a in die Hauptaxe, b in die Klinodiagonale und c in die Orthodia- 
gonale fällt. 

Aus dieser Grundform leiten wir nun, gerade so wie in den vorhergehen- 
den Krystallsystemen, zuvörderst durch alleinige Veränderung der Haupt- 
axe nach einer Zahl m, die tbeils > theHs^ < 1 sein, und einerseits bis oo 
wachsen, anderseits bis abnehmen kann, eine Reihe von Pyramiden ab, 
welche sämmtlich durch die Coincidenz oder den Parallelismus ihrer Mittel- 
kanten mit den Mittelkanten der Grundform charakterisirt sind, und, wegen 
dieses unmittelbaren Zusammenhanges mit der Grundpyramide, sowie als die 
ersten Resultate der Ableitung abermals Protopyramiden genannt wer- 
den können. Als Gränzform dieser Pyramiden erscheint einerseits das Pro^ 
toprisma, oder dasjenige Prisma, dessen Flächen den Miltelkanten der 
Grundform parallel sind, anderseits die schiefe Basis, oder das mit ihr 
aequivalente Basopinakoid. Während nun aber jede Protopyramide in 
zwei, von einander unabhängige Partialformen zerfallt, so ist solches mit die- 
sen beiden Gränzformen nicht mehr der Fall, weshalb sich denn die Reihe der 
Protopyramiden oder die Grund reihe des Systems in folgender Weise her- 
ausstellt: 
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wi<l »i>l 
OP ±m? ±P . . . . ±mV ooP. 

Die ferneren Ableitungen erfolgen in diesem Systeme auf ganz ähnliche 
Art, wie im rhombischen Systeme (S. 272), indem erst die eine, dann aber 
die andere Diagonale der Grundform als veränderlich eingeführt, oder mit 
einer Zahl n multiplicirt wird, welche stets > 1 ist, und bis oo wachsen kann. 
So erhalten wir aus jedem Gliede ±inP der Grundreihe zwei neue Reihen 
von Pyramiden, von denen die eine durch Vergrösserung der Orthodiagonale 
bei coBStanter Klinodiagonale, die andere durch Vergrösserung der Klinodia- 
gonale bei constanter Orthodiagonale abgeleitet worden ist, während jene den 
kliDodiagonalen Hauptschnitt, diese den orthodiagonalen Hauptschnitt mit 
±mP noch gemein hat. Wir würden diese beiden Arten von Pyramiden, mit 
Beziehung auf diejenige Diagonale, durch deren Vergrösserung sie abgeleitet 
wurden, als orthodiagonale und klinodiagonale Pyramiden zu unterscheiden 
haben, erlauben uns jedoch dafür die abgekürzten Namen Orthopyramide 
und Klino Pyramide in Vorschlag zu bringen. In der Bezeichnung aber 
können wir sie dadurch unterscheiden, dass wir das Grund-Element P ent- 
weder mit einem horizontalen, oder mit einem geneigten Striche versehen, 
und demnach ±mPn als das Zeichen einer Orthopyramide, dagegen dtmSn 
als das Zeichen einer Klinopyramide einführen. *) 

Je grösser der Werlh von n ist, um so bedeutender wird sich die r - 
Ibopyramide iimPn nach der Orthodiagonale in die Länge gestreckt zei- 
gen ; ist zuletzt n = oo, so hört die Gestalt auf, eine Pyramide zu sein, und 
verwandelt sich in ein Orthodoma; daher wird ±mPoo das Zeichen eines 
vollständig ausgebildeten Ortbodomas, welches jedoch nach §. 194 in zwei, 
von einander unabhängige Hemidomen, in mPoo und ^mPoo zerfällt. 
Aebnlicbe Resultate ergeben sich für die Klinopyramide n ±mBn^ je 
grösser die Zahl n ist, um so bedeutender wird eine solche Pyramide nach der 
Kh*nodiagonale in die Länge gestreckt erscheinen; wird zuletzt » = oo, so 
geht die Pyramide in ein Klinodoma über, dessen Zeichen daher allgemeia 
mSoo geschrieben werden muss, ohne Vorsetzung der Zeichen -i- und ~, 
weil ja die Klinodomen einfache, mit allen vier Flächen ausgebildete For- 
men sind. 

Da übrigens diese doppelte Ableitung aus jedem Gliede der Grundreihe 
vorgenommen werden muss, so ist sie auch für das Protoprisma ooP in 
Anwendung zu bringen, aus welchem sie uns einerseits auf verschiedene Or- 
thoprismen ooPn und auf das Orthopinakoid ooPoo, anderseits auf 
verschiedene Klinoprismen ooSn und auf das Klinopinakoid ooPoo 
gelangen lässt ; womit denn alle Ableitungen im Gebiete dieses Systems er- 
schöpft sind. 


*) Dieses von Ritgen^ im Neuen Jabrbnche fdr Min. 1833, S. 266 f. freilich io einem 
etwas anderen Sinne vorgeschlagene Hilfsmittel der Bezeichnung scheint mir zweckmäs- 
siger, als das von mir bisher gebrauchte Mittel, die Zeichen der klinodiagoDalen Formen 
io Klammern einznsehliessen \ daher ich mich desselben künftig bedienen werde. 
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Anm. Wie man die sämmtlichen Resultate dieser Ableitungen in einem 
rectangnlären Schema anf eine übersichtliche Weise zosammenstellen kann, dar- 
über sind meine Anfangsgründe der Krystallographie 2. Aufl. S. 243 nachzu- 
sehen. Noch einfacher ist ein trianguläres Schema, welches auf ganz ahnliche 
Weise zu construiren ist^ wie das S. 273 stehende Schema des rhombischen 
Systems. Beide Schemata gewähren eine einfache und wohlgeordnete Ueber- 
sieht des ganzen Krystallsystems. 


§. 196. Berechnung der monoklinoedrischen Formen; 

Signatur der Winkel. 

Bei der Berechnung der monoklinoedrischen Formen werden wir zu- 
nächst die Pyramiden zu berücksichtigen haben, weil solche, eben so wie 
im rhombischen Systeme, als die allgemeinen Repräsentanten aller übrigen 
Formen zu betrachten sind. Da jedoch diese Pyramiden in der Regel nicht 
vollständig, sondern nur in einer ihrer beiden Hemipyramiden ausgebildet 
vorkommen, so hat auch die Berechnung der vollständigen monoklinoedrischen 
Pyramiden eine weit geringere praktische Wichtigkeit, als die Berechnung 
ihrer einzelnen Hemipyramiden. Uebrigens brauchen wir die Rechnung zu- 
nächst nur für die Grundform oder für irgend eine Form von dem Para- 
meter-Verhältnisse a : b : c durchzuführen, weil die für sie gefundenen Re- 
sultate auch für alle übrigen Formen gelten, wenn man nur die denselben 
entsprechenden Ableitungszahlen m and n den betrefiPenden Grundparametern 
a, b und c als Factoren vorsetzt, oder auch msL statt a, und nh oder nc statt 
b oder c schreibt. 

In der nachstehenden Figur erscheinen neben einander zwei correlate, 
nach §. 194 durch den basischen und orthodiagonalen Hauptschnitt begränzte 
Hemipyramiden von dem Parameter-Verhältnisse a : 6 : e, und von dem schie- 
fen Axenwinkel C oder y, so dass das rechts stehende Bild die positive, das 
links stehende Bild die negative Hemipyramide darstellt. Wir haben uns nan 
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zuvörderst über die Signatur gewisser Winkel zu verständigen, welche bei 
der Berechnung einer jeden Hemipyramide zu berücksichtigen sind. Zu dem 
Ende bezeichnen wir in jeder positiven Hemipyramide : 
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die basische Kante mit X^ 
die orthodiagonale Kante mit F, 
die klinodiagonale Kante mit Z, 
und lassen dieselben, mit Äccenten versehenen Bachslaben, also JT', Y' 
und 2! für die gleichnamigen Kanten der negativen Hemipyramide gelten. 

Die Hauptschnittwinkel, welche von grosser Wichtigkeit sind, 
bezeichnen wir in jeder positiven Hemipyramide, wie folgt: 
den Winkel der Kantenlinie X gegen die Orthodiagonale mit ^, 

- - - Klinodiagonale mit e, 
F - - Hauptaxe mit ^, 

- - - ... Orthodiagonale mit ij, 

Z - - Klinodiagonale mit t, 

- - - ... Hauptaxe mit t. 

In der negativen Hemipyramide haben die Winkel 6^ e, ^ und ri die- 
selben Werthe, wie in der correlaten positiven Hemipyramide, wogegen die 
beiden anderen Winkel verschieden sind, weshalb wir sie mit % und t', so 
wie den für sie giltigen Neigungswinkel derAxen, 180® — }/ mit / bezeichnen 
wollen. 

Uebrigens ergiebt sich unmittelbar aus den Verhältnissen des Axensy- 
stems, dass 

»^ri = 90<> 

/+T' + t' = 180^. 
Nach diesen vorläufigen Bestimmungen verschreiten wir zur Berechnung 
der Formen selbst. 

§. 197. Berechnung der Hemipyramiden. 

In jeder Hemipyramide sind es besonders die Kantenlinien, die Haupt- 
schnittwinkel und die Kantenwinkel, um deren Kenntniss es sich handelt. 

1. Kantenlinien. Unter Voraussetzung des Parameter -Verhältnisses 
a \ h \ c bestimmt sich in der Hemipyramide ±P 

die Mittelkante ^ = /Ä^+T^ 

die orthod. Kante F = ]/^c*-4-fl*. 


die klinod. Kante Z = /fl^+A^iji^flfÄcosC, 
in welchem letzteren Ausdrucke das negative Zeichen für die positive, das 
positive Zeichen für die negative Hemipyramide gilt. 

2. Hauptschnittwinkel. Diese Winkel bestimmen sich aus den Grund- 
Elementen des Axensystems, wie folgt ; es ist 

tangd = — , tangc = -r- , 
tang*=:--, tangi;= - , 
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System, 
ff sin C MnC 

asinC , btinC 

Einige dieser Winkel lassen sich leicbl durch die KanteBwiokei beslimmeo ; 
es ist nämlich 

__ cosZ cosZ' 

cosZ __ cosZ' 
smr sinF 
cosA^ , cosJT 

sinZ sinZ 

cosF , cosF' 

COSe = -r-^-, COSt a» -r-^ry 

smZ sidZ 

Adiu. In der Praxis ist es oft wichtig, auch die Plfleh en winke I der 
Heniipyramiden d. h. die eheoen Winkel ihrer FläcbeD, und zwar besonders die 
den beiden Kanten J[ nnd Y gegeoüberliegenden Flächenwiakel zn kennen ; be- 
zeichoen wir diese beiden Winkel mit | nnd v, so findet sich : 
cos| == coiycotZ, cosl* = coiy 'cotZ', 

= COSi^COSe , =: COS^COS»', 


tangS = ^°5' , ungl' = 


tangt 


cosZ ' ^^ "• cosZ' ' 

tang*^ tangi^ 

cosF ' cosK' 

cost;=cot^cotZ, cosi^'sscoLT'cotZ'y 

= cosf cosr, ^ cosfcosr , 

tancT , tangr' 

fang« tangf 

cos^ cosA^' 

3. Kanlenwinkel. Der allgemeine Ausdruck für den Cosinus des Nei- 
gungswinkels zweier Flächen F und F' in einem monoklinofe'drischen 
Axensysteme lässt sich aus dem, S. 44 für ein triklinoe'drisches Axen- 
system aufgefundenen Ausdrucke ableiten, wenn man in selbigem 

^ = 90^ 5 = 90^ 
setzt, wodurch die drei Grössen A\ B' und C folgende Werthe erhalten : 

^' = 0, fi' = 0, C' = cosC. 
Substiluirt man alle diese Werthe, so folgt ganz allgemein 

cos/r "" ' ■ 

Da uns nun zunächst nur die Kanten X^ Y und Z, oder die Neigungswinkel 
der Pyramidenfläche gegen die drei Haupischnitte interessiren, so haben wir 
statt der zweiten Fläche F', deren Parameter in diesem allgemeinen Aus- 
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drucke mit a\ V und c bezeiehnet sind, successiv die Basis, den orthodiago- 



stimmeD sieb die gesnobten Winkel wie folgt: 


« c(<i-^ÄcosC) 
cos F== -^ -=r — '- 


cosZ = 


a^sinC 


in welchen Ausdrücken /Ä= ]/ ÄV+cV-f-a^**sin*C—2flAc*cos6' ist. 

Diese Werthe gelten zunächst für die positive Hemipyramide ; für die 
negative Hemipyramide ist sowohl im Zähler als im Nenner das mit cosC 
behaftete Glied mit entgegengesetztem Vorzeichen, also positiv einzuführen. 

In der Praxis wird man es jedoch immer vorziehen, diese Rantenwinkel 
ans den Hauptschnittwinkeln zu berechnen, durch welche sie sich sehr ein- 
fach bestimmen ; es ist nämlich in jeder positiven oder negativen Hemipyra- 
mide : 

sine " sine 

""«'^^ sin^' **"^^ sind' 

tangZ=l??5^,UngZ'=^, 
° smt ' ® sint 

tang6 tang£ 

"" sinj ' "" sinT ' 

Diese trigonometrische Berechnung empfiehlt sich schon deshalb, weil man 
die Hauptschnittwinkel ohnediess berechnen muss, indem solche bei den mei- 
sten Problemen eine sehr wichtige Rolle spielen. 

§. 198. Allgemeine Brauchbarkeit der gefundenen Resultate. 

Die in dem vorbeigehenden Paragraphen gefundenen Resultate, welche 
sich zunächst auf die Grundform, oder auf irgend eine unbestimmte Pyramide 
von dem Parameter-Verhältnisse a : b : c beziehen, sind desungeachtet allge- 
mein brauchbar für alle möglichen Formen einer Krystallreihe, wenn man zu- 
vörderst statt ff, b und c die betreffenden Grundparameter a, b und c, und 
hierauf die den übrigen Formen entsprechenden Ableitungszahlen m und n 
als FäctCMren vor a nnd b, oder a und c einführt. Man hat also 
für irgend eine Protopyramide mP^ m^ statt a, 
für irgend eine Orthopyramide mPn, ma statt a, und nc statt c, 
für irgend eine lUinopyramide mBn^ «a statt a, und ^b statt b 

21* 
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einzuführen, um dieselben Resultate für eine dieser drei Arten von Pyrami- 
de n geltend zu machen. 

Was die drei Arten von prismatischen Formen belrifft, so braucht 
man gleichfalls zunächst nur diejenigen zu berechnen, welche unmittelbar 
mit der Grundform oder mit der Pyramide von dem Parameter- Verhältnisse 
a : b : c verbunden sind. 

1. Berechnung der Prismen. Setzt man in den Resultaten des §. 197 
a SS 00, so folgt für das Protoprisma ooP 

<;cosC 

c 

bsinC 

dabei bedeutet Ä den Winkel , welchen die prismatischen Flächen mit der 
Basis bilden. Da für ein jedes Prisma t = C ist, so bestimmt sieh auch 

^ tangC ^ c 

tangJLÄ — .^— , wo tang^ss-r , 

tangZ=S = 


sinC bsinC 

Diese Ausdrücke gelten für jedes Orthoprisma ooP^, wenn man nc statt 
Cy und für jedes Klinoprisma ooP/i, wenn man nb statt b setzt. 

2. Berechnung der Klinodomen. Setzt man in den Resultaten des §. 197 
b = oo, so folgt für das Klinodoma Soo 

c 

""^^^ y c«+««an»C ' 

ccosC 

cosKss _/- o - o . or^ = cosJTcosC, 
y c^-ha^siurC 

asinC 

wobei Y den Neigungswinkel der domatischen Flächen gegen den orlhodiago- 
nalen Hauptschnitt bedeutet. Da ferner für jedes Klinodoma t = C ist, so be- 
stimmt sich auch 

-- tangC ^ ^ c 

tangZ= -T-^ = — r-7^ . 
° sin 6 asint; 

Diese Ausdrücke gelten für jedes Klinodoma mSoo, wenn man ma statt a 

setzt. 

3. Berechnung der Hemidomen. Setzt man endlich in den Resultaten 
des §. 197 c = oo, so folgt zunächst für das Hemidoma Poo 


COSJTsr 


Formen desselben. 815 

6— iicosC 


a—bcosC 

cosZ= 0, also Z = 90^ 
Da aber in dem Hemidoma die Winkel X und r, Y und » einander gleich 
sind, so wird auch 

^^^"" Ä— flCosC 
fo«.rV— bsinC 

Führt man in allen diesen Ausdrücken cosC negativ ein, so verwandeln sie 
sich in diejenigen, welche dem negativen Hemidoma — Poo entsprechen ; also 
wird 

b-^acosC 

ff+AoosC 

^""^^'^ yi^b^^2abeosC' 
^, asinC 
^^^^b^i^i^^^ 
y/_ ^sinC 
^ ö+icosC 

Alle diese Werthe aber gelten 'ganz allgemein für irgend ein Hemidoma 
±i7}Poo, wenn man in ihnen ma statt a setzt. 

§. 199. Hemimorphismus im monoklino^'drischen Systeme. 

Zwar hat Pasteur an einigen Salzen, wie z. B. am weinsteinsauren Am- 
moniak, eine Art von Hemie'drie beobachtet, welche jener des rhombischen 
Systems analog zu sein scheint; da sie jedoch eine sehr untergeordnete, und 
selbst nach ihrer Gesetzmässigkeit noch nicht völlig constatirte Erscheinung 
ist, so lassen wir sie noch einstweilen auf sich beruhen. Wichtiger ist der 
zuweilen vorkommende Hemimorphismus, welcher unter anderen am Rohr- 
zacker und an der Weinsäure in sehr ausgezeichneter Weise vorkommt, und 
zuerst von Hankel nachgewiesen, später von Emil ^o{^ ausführlicher zur 
Darstellung gebracht worden ist.'*') 

Dieser Hemimorphismus findet in der Richtung der Ortho diagonal e 
Statt, so dass also die Rrystalle des Zuckers und der Weinsäure sehr häufig 
an dem rechten Ende dieser Nebenaxe theilweise durch andere Flächen 
begränzt werden, als an dem linken Ende; eine Ansbildungsweise, welche 
nicht nur auf die ganze Erscheinung dieser Rrystalle einen wesentlichen Ein- 


*) Hankel, in Poggeod. Ann. B. 49, S. 495 ff. und Wolff^ im foarn. für prakt. Chemie^ 

R fi 1^0 flP 


B. ?8, S. 1:^9 ff. 
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Fig. 85. 


fluss ausübt, sondern auch mit ihren physischen Eigenschaften im genauesten 
Zusammenhange steht, indem der Hemimorphismus hier, wie in anderen Kry- 
stallsystemen, eine polare Pyro-EIektricitäl der Krystalle in der Richtung 
der hemimorphischen Axe bedingt. 

Nach den von fVolff mitgetheilten Messungen ist im Zucker C oder 

y = 76« 44', und a : b : c = 0,688 : l : 0,8, 
also bcos£^ = ^a, wodurch uns nach §. 204 
die Rationalität der Tangenten -Verhältnisse 
tautozonaler Kanten verbürgt wird. Die bei- 
stehende Figur stellt eine Combination dar, in 
welcher sich der Hemimorphismus besonders 
aulTallend kund giebt. Dieselbe besteht we- 
sentlich aus den Formen 
OP = P deren wichtigste Winkel sind 
ooP =iJ/, MiM' ^ 79« 0' 
ooPoo = L, P iL = 103 16 
Poo==«;, L IV = 115 16 
-Poo = w, L iw =r 133 19 
An der linken Seite des Krystalls erseheinen jedoch ausser den Flächen M 
noch die Flächen ^, welche der Hemipyramide — P, und die Flächen r, welche 
dem Klinodoma Poo angehören, während dieselben Flächen an der rechten 
Seite des Krystalls vermisst werden. *) Offenbar ist diese Ausbildungs weise 
als eine hemimorphische in der Richtung der Orthodiagonale, nicht aber als 
eine Hemiedrie zu erklären, weil jji der Hemimorphismus die Existenz glei- 
cher Flächen an beiden Enden der ihn bestimmenden Axe, wie hier der Flä- 
chen Jf, keinesweges ausschliesst. 

Ganz ähnlich verhalten sich die Krystalle der Weinsäure» nur mii dem 
Unterschiede, dass in ihnen die Flächen der Hemipyramide ~P und des Rli- 
nodottas Poo auf der rechten Seite der Ortbodiagotiale aoftreten. 
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§.200. Allgemeine Betrachtung über die Gombinationen. 

Die Cambinationen des monoklinoHdFiscben Systems baben eine grosse 
allgemeine Aehnlicbkeit mit denen des rhombischen Systems, von welcheH 
sie sich wesentlich nur durch die schiefe Lage der Basis, durch das Auftreten 
der Hemipyramiden und Hemidomen, sowie durch die mehr oder weniger 
wiltkürliche Wahl des Axensystems unterscheide». Während nämlich im 


^) In msDohen KryslaUeD sind twt die Fläohea r, in andern Dar die FlSclien # ror- 
banden, aber immer Mos einseitig aaf der linken Seite ausgebildet. 
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rhombischen Systeme alle drei CoordiDat-Ebenen und somit alle drei Axen 
ihrer Lage nach absolut bestimmt sind, so ist diess hier nur mit einer Coor- 
dinat- bene und mit einer Axe der Fall. Der klinodiagonale Hauptschnitt 
ist die einzige absolut bestimmte und gar keiner willkürlichen Deutung un- 
terworfene Ebene, wie er denn auch allein eine symmetrische Halbirung aller 
Formen und Combinationen gestattet ; und eben so ist die Orthodiagonale die 
einzige absolut bestimmte Axe. Die beiden anderen Coordinat-Ebenen und 
die beiden anderen Axen dagegen sind mehr oder weniger unserer willkür- 
licheu Bestimmung überlassen , indem sich möglicherweise je zwei verschie- 
dene, in die Zone der Orthodiagonale fallende Piächenpaare als basiseher und 
als orthodiagonaler Hanptschnitt betrachten lassen. Indessen wird in den 
meisten Fällen die Beschaffenheit der Combinationen ein sicheres Anhal- 
ten für die Wahl dieser beiden Coordinat-Ebenen , oder , was dasselbe ist, 
fdr die Wahl der Hauptaxe und der Klinodiagonale darbieten. Man hat dabei 
ganz vorzuglich auf die vorwaltenden Zonen, auf die besonders vorherrschen- 
den Formen, bisweilen auch auf die vorwaltende Längenansdehnung der Kry- 
stalle und auf andere Verbältnisse Rücksicht zu nehmen, jedenfalls aber einen 
zu kleinen Werth des Winkels C oder y zu vermeiden. 

Nachdem so die Basis und der orthodiagonale Hanptschnitt, oder die 
Hauptaxe und die Klinodiagonale gewählt sind, so sondern sich, nach der 
Lage ihrer klinodiagonalen Kanten, die verschiedenen vi er flächigen For- 
men in Prismen, Klinodomen und Hemipyramiden, die noch übrigen zwei- 
fiäehigen Formen aber erhalten die Bedeutung von Hemidomen. 

Aus den vorhandenen Hemipyramiden wählt man dann diejenige als 
Grund fd'fm, deren Verhältnisse zu den übrigen Formen sie vorzugsweise 
dazu geeignet erscheinen lassen. Dadurch wird auch das Verhäitniss der 
Grundparameier a!b:c für die betreffende Krystallreihe bestimmt, 
wdche snn 6rst in allen ihren Elementen fixirt ist. 

Aom. Bisweilen wtrd die Grundform vollständig ausgebildet sein. 
Weil aber je zwei correlate Hemipyramiden, ohne der Bedingung einer noth- 
weadtgen Co^xtstenz unterworfen zu sein, durch die Identität ihrer Parameter 
so innig mit einander verknüpft sind, dass mit einer derselben zugleich die 
andere gegeben ist, so bedarf es auch nur der Ausbildung einer der Hemi- 
pyramiden der Grundform, om diese selbst und daher die ganze Krystallreihe 
lach ihren Lineardimensionen zu ; bestimmen. Sind gar keine Hemipyrami- 
den, oder ist keine zur Grundform geeignete Hemipyramide vorhanden , so 
schliesst man aus den Verhältnissen der übrigen Formen auf dasjenige Parame- 
ter-Verhältntss, welches am vortheilhaftesten zu Grunde zo legen iftt, oder be- 
stimmt dock wenigstens diejenigen Glieder desselben, welche sich ans den wirk- 
lieh vorhandenen Formen noch ableiten lassen. 
Wie durch die Wahl der Hanptaxe und Klinodiagonale die ver- 
schiedenen Formen und Partialformen im Allgemeinen als Hemipyramiden, 
Prismen, KUnedomen und Hemidomen unterschieden werden, so bestimmen 
sich durch die Wahl der Grundform die verschiedenen Arten der Hemi- 
pyriuniden und Prismen, womit denn die blose nomenclatorische oder allge- 
meine Entwickelung der Combination vollzogen ist. 
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§• 201. Theorie der binären Combinationen. 

Die besondere Eatwickelang der monoklinoedrischeD Combinationen, 
welche eine Bestimmung der krystallographischen Zeichen aller Formen und 
Partialformen erfordert, beruht, wie in allen Krystallsystemen, so auch hier 
theils auf der Theorie der binären Combinationen, theils auf der Zonenlehre, 
tbeils auch auf Messungen. 

Was nun die Theorie der binären Combinationen betrifft, so ist solche 
in der Hauptsache keine andere, als jene der binären rhombischen Combina- 
tionen. Nur hat man dabei das selbständige Auftreten der Partialformen zu 
berücksichtigen, weshalb es denn nöthig wird, diese Theorie zunächst nur auf 
die Combinationen zweier Hemipyramiden zu gründen, wobei natürlich 
eine Zuschärfung der Ppikanten nur noch für die klinodiagonalen Poikanten 
Statt finden wird, während sich solche für die ortbodiagonalen und die basi- 
schen Kanten in eine Mose Abstumpfung verwandelt. Ebenso werden die 
vierflächigen Zuspitzungen der Ecke in Zuschärfungen derselben übergehen, 
und in gleicher Weise werden die Combinations - Verhältnisse aller übrigen 
Formen in ihrem wörtlichen Ausdrucke angemessene Veränderungen erleiden, 
wie solche theils durch die andere Benennung der Nebenaxen, theils durch 
das Vorkommen von Hemipyramiden und Hemidomen bedingt werden. Diess 
gilt selbst für die Combinationen derjenigen Formen, deren Flächen in die 
Zone der Hauptaxe fallen, und deren Verhältnisse in diesem Systeme genau 
dieselben sind, wie im rhombischen Systeme. Dagegen stellen sich die durch 
die Ableitungszahlen ausgedrückten numerischen Bedingungen der 
verschiedenen Combinations-Verhältnisse im monoklinoedrischen Systeme mit 
denselben Werthen heraus, wie in §• 170, weshalb wir es denn auch dem 
Leser überlassen können, sich die Theorie der binären Combinationen in der- 
jenigen Ausdrucksweise abzuleiten, wie solche dem Charakter de3 monokli- 
noedrischen Systems gemäss erfordert wird. Uebrigens gehören binäre Com- 
binationen zu den minder häufigen Erscheinungen des monoklinoedrischen 
Systems, in dessen eigenthümlichen Verhältnissen die Bedingung zur Ausbil- 
dung mehrzähliger Combinationen gegeben ist, weil jede einzelne ParUalform 
als eine besondere Form mitzählt. Daher stellen sich denn auch schon die 
gewöhnlichen, einfacheren Combinationen meist als dreizählige, vierzählige 
oder mehrzählige Combinationen dar. 

Eine ganz besondere Wichtigkeit für die Entwickelung der Combinatio- 
nen erlangt die Lage der Combinationskanten, deren Unterschdidung 
in heteropolare und amphipolare Combinationskanten hier nooh mehr 
als in den bisher betrachteten Krystallsystemen ihre Anwendung findet, wobei 
nicht nur der Gegensatz von oberen und unteren, sondern aueh der Gegensatz 
von vorderen und hinteren Flächen geltend zu machen ist. Sehr häufig sind 
die Combinationskanten zweier Formen einem der Hauptschnitte parallel, 
und für solche Fällt ergeben sich unmittelbar ans den Resultaten der Ablei- 
tung folgende allgemeine Regeln. 
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1. Je zwei Formen, deren Combinationskanten dem basischen Hanpt- 
schnitte parallel sind, haben dasselbe Verbältniss der Klinodiagonale und 
Orthodiagonale $ sie sind also gleichnamig, und haben fi s= »• 

2. Je zwei Formen, deren heleropolare Combinationskanten dem ortho- 
diagonalen Hauptschnitte parallel sind, haben dasselbe Verbältniss 
der Hauptaxe und Orthodiagonale ; sind sie also 

a. gleichnamig, und zwar 
a. orthodiagonal, so ist —7 =» — , 

/?. klinodiagonal, so ist m' = aTi, 

TU- 
b« nngleichnamig, seist -, s=m, wenn sich die accentuirten Bach- 

n 

Stäben auf die orthodiagonale Form beziehen. 

3. Je zwei Formen, deren heteropolare Combinationskanten dem k 1 i n o - 
diagonalen Hauptschnitte parallel sind, haben dasselbe Verbältniss 
der Hauptaxe und Klinodiagonale ; sind sie also 

a. gleichnamig, und zwar 

er. orthodiagonal, so ist 1»' s= m, 

ß. klinodiagonal, so ist —7= — , 

n n 

b. ungleichnamig, so ist »1'=: — , wenn der accentuirte Buchstabe 

" n 

auf die orjthodiagonale Form bezogen wird. 

Man wird sehr oft Gelegenheit haben, von diesen einfachen Regeln Ge- 
brauch zu machen. 

§. 202. Zonen des monokIinoe*drischen Systems. 

Die Zonenlebre des monoklinoSdrischen Systems stimmt in allen wesent- 
lichen Puncten mit jener des rhombischen Systems überein, sofern es sich 
nämlich um die Bestimmung der Lage der Flächen und ihrer Ableitungs- 
zahlen handelt; nur die Namen der Zonen und der ihnen tributären For- 
men erleiden eine, der besonderen Nomenclatur des Systems entsprechende 
Aenderung. Die einzige wesentliche Verschiedenheit betrifft den Werth der 
Tangente des Neigungswinkels zweier tautozonaler Flächen, wel- 
cher auch für die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse auf eigenthümliche 
Bedingungen gelangen lässt. Daher wollen wir in diesem Paragraphen die 
wichtigsten Zonen nur nach den Positions- Verhältnissen ihrer Flächen, im 
nächsten Paragraphen aber die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler 
Flächen betrachten. 

Die wichtigsten Zonen des monoklinoedrischen Systems sind : 

1. die Zone der Hauptaxe, 

2. die Zone der Orthodiagonale, 

3. die Zone der Klinodiagonale, 
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4. die Zoli«ii d«r basisches KanIeD der HeikiipyraibideOy 

5. die Zonen der klinodiagonaleo Polkanten der Hemipyramiden, niid 

6. die Zonen der orthodiagonalen Kanten der Heniipyramiden. 

Die drei ersten, den Axen entsprechenden Zonen sind sehr leicht zu ent- 
wickeln. 

1. Die Zone der Hauptaxe begreift die sämmtlichen verticalen Prismen 
und die beiden verticalen Pinakoide, also das Protoprisma ooP, alle Or- 
Ihoprismen ooPn , alle Klinoprismen ooiSn ^ das Ortbopinakoid ooPcx> 
und das Klinopioakoid ooPoo ; sie stimmt nach allen ihren Verhältnissen 
mit der gleichnamigen Zone des rhombischen Systems überein. 

2. Die Zone der Ortbodiagonale begreift die sämmtUcfaen Orthodomen 
in ihren beiden Partialformen, die Basis und das Ortbopinakoid, also alle 
positiven Hemidomen r/iPoo, alle negativen Hemidomen — mPoo, OP 
und ooPoo. 

3. Die Zone der Klinodiagonale begreift die sämmtlichen Klinodomen 
mSoOj das Basopinakoid OP und das Rlinopinakoid ooPoo. 

4. Die Zonen der basischen Kanten einer Hemipyramide stehen unter 
dem Gesetze derselben Zonengleichung, wie die in §. 175 erläuter- 
ten Mittelkantenzonen der rhombischen Pyramiden, weshalb sich denn 
für sie folgende Resultate ergeben : 

Diejenigen Formen, welche in die Zone der basischen Kanten einer He- 
mipyramide Flächen zu liefern vermögen, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die basische Kante einer Protopyramide ist, 
die Basis OP, alle mögliche +mPoder -^^raP, und das Protoprisma ooP; 

b. wenn die Zonenlinie die basische Kante der KlinopyramidePn ist, 
alle mögliche Klinopyramiden mSn mit gleichem Werthe von n^ das 
Klinoprisma ooP^ und die Basis OP ; 

c. wenn die Zonenlinie die basische Kante der Orthopyramide P»ist, 
alle mögliche Orthopyramiden m¥n mit gleichem Werthe von n, das 
Orthoprisma oo9n und die Basis OP. 

5. Die Zonen der klinodiagonaleo Polkanten einer Hemipyramide 
haben genau dieselbe Zonengleichung, wie die in §. 176 erläuterten ma- 
krodiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden, und die für 
sie giltigen Resultate sind im Allgemeinen folgende : 

Diejenigen Formen , welche in die Zone der klinodiagoualen Polkanten 
irgend einer Hemipyramide Flächen liefern können, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Protopyra- 
mide ±mP ist: 
das Hemidoma ±mPoo, 
alle Orthopyramiden itmPn, 
die Protopyramide ±wiP selbst, 
alle Klinopyramiden ±mntfn, und endlich 
das Rlinopinakoid ooPcx> ; 
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b, wenn die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Rlinopyra- 
mide dtmSn ist: 

das Hemidoma ±— Poo, 

n 

alle Orthopyramiden ±-^n\ 

die Pfotopyramide i-P, 

alle Kiinopyramiden ± — P;»', mit n < «, 
die Klinopyramide db wS^n selbst, 

TttTl 

alle Kiinopyramiden ± — 9n^ mit n > ;», und 

das Klinopinakoid ooPco; 

c. wenn die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Orthopy- 
ramide ±mP« ist: 

das Hemidoma ±»7Poo, 

alle Ortbopyramiden ±m¥n\ mit n > «, 

die Orthopyramide ±m¥n selbst, 

alle Ortbopyramiden ±m9n\ mit »' < «, 

die Protopyramidc ±:otP, 

alle Kiinopyramiden von der Zeichcnrorm ±mnSn\ nnd 

das Klinopinakoid ooPoo. 

6. Die Zonen der ortbodiagonalen Kanten einer Hemipyramide neb- 
men für sich dieselbe Zonengleicbnng in Anspruch, wie die in §. 177 
betrachteten bracbydiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyrami- 
den, woraus sich denn folgende specielle Resultate ableiten lassen. 
Diejenigen Formen, welcfae in die Zone der ortbodiagonalen Kante irgend 
einer Hemipyramide Flächen liefern können, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Protopyrä* 
mide dtmP ist: 

das Klinodoma mPoo, 

alle Kiinopyramiden ±mSn^ 

die Protopyramide ±»iP selbst, 

alle Ortbopyramiden ±mnPn^ und endlich 

das Orthopinakoid ooPoo ; 

b. wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Orthopyramide 
'iZfnPn ist ; 

TU 

das Klinodoma -Poo, 

n 

alle Kiinopyramiden ±— P^\ 
die Protopyramide ±— P, 
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alle Orthopyramiden ± — Vn, mit n < n, 

die Orthopyramide ±iiiPii selbst, 

/ 

alle Orthopyramiden ± — Vn\ mit n > it, und 

ti 

das Orthopinakoid ooPoo ; 

c. wenn die Zonenlinie die ortbodiagonale Kante einer Rlinopyramide 
±wSn ist : 

das Rlinodoma »tFoo, 

alle Rlinopyramiden ±niSn\ mit n > it, 

die Rlinopyramide ±f7iS» selbst, 

alle Klinopyramiden +»iS/i', mit »' < ;i, 

die Protopyramide ±mP, 

alle Orthopyramiden von der Zeichenform ±mn9nj und 

das Orthopinakoid ooPoo. 

Hiermit ist denn die allgemeine Entwickelung der oben aufgeführten 
sechs gewöhnlichsten Zonen vollständig erschöpft. Bei der Vielfältigkeit von 
Durchschnitten, welche, namentlich durch das isolirte Auftreten der Partial- 
formen , selbst in den einfacheren oder minder reichhaltigen Combinationen 
herbeigeführt werden, kann es natürlich nicht fehlen, dass gerade in diesem 
Systeme, auch bei völlig normaler oder symmetrischer Ausbildung der For- 
men, oftmals noch viele andere Zonen sichtbar hervortreten. Sind dann in 
einer solchen nur irgend zwei Flächen bekannt, so wird die Auffindung der 
Zonengleichung nach §. 36 leicht bewerkstelligt werden können. Will man 
sich endlich für irgend einen Formen-Inbegriff, also fiir irgend eine Krystall- 
reihe des Systems, alle und auch die verstecktesten Zonen zur Kenntniss 
bringen, so hat man nur für die gegebenen Formen die in §. 40 erläuterte 
graphische Linearmethode der Zonenprojection anzuwenden. 

§.203. Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Kanten, 
und Bedingung für die Rationalität der Tangenten- 
Verhältnisse. 

Um den Ausdruck für die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier 
tautozonaler Flächen F und F' zu finden, welche in die Zone einer Linie von 
den Gleichungen 

^ = 0, und = 

fallen, haben wir in den S. 56 stehenden allgemeinen Ausdrücken, welche 
sich auf ein triklinoedriscbes Axensystem beziehen, die dem monokiino^dri- 
sehen Systeme entsprechenden Bedingungen, nämlich : 

= 90«, /? = 90«, y=C, 

^ = 90«, Ä = 90«, C=y, 

^'=0, ir=0, C'=cosC, 
einzuführen, wodurch man auf folgende einfachere Formel gelangt: 


Zooeolehre« 

^^ = flfl'4i'siii*C+cc'fla'H.**'cc'-cc7fl*'+ö'*)cosC 

In diesem Ausdruck ist far Ar der, dem jedesmah'gen Falle angemessene von 

M N R 
den drei Werlhen — , — oder - einzufübren, in welchen 

II V q 

M^aa\bc'^b'c), N=^bb\Qa^c'a), R=cc'(ab'^ab) 

ist. Schon diese allgemeine Formel lässt in vielen Fällen auf den gesuchten 

besonderen Werth von tang^ gelangen. 

Anm. Für die Hanptaxenzone z.B. ist fissoo« y=:0, (^ = 0« 
a = a' 3s oo ; setzt man also A: = — , so folgt 

(bC'—b'c)sinC 

^ bbsivrC-^cc 

Fflr die Klinodiagonalzone ist fi = 0, y = oo, ()3=0, 6 = 6'=oo; 

N 
nimmt man also den Werth ^ = — , so ergiebt sich 

V 

(ca '^c ü)s\xkC 

F8r die Orthodiagonalzone ist fi = 0) 1^ = 0, () = oo, c = c s=oo; 

weshalb denn für den Werth A: = — der Ausdruck 

9 , , 

wng^- fla'+*^'-(fl^'H.a'*JcosC 
gefunden wird , der uns schon auf die Bedingung verweist , dass das Product 
ab cos C einen rationalen Werth haben muss, wenn die Rationalität der Tangen- 
ten-Verhältnisse tautozonaler Kanten auch in dieser Zone bestehen soll. 

Man kann nun leicht zeigen, dass in einer jeden monoklino(sdrischen 
Krystallreibe die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten 
allgemein nur dann gewährleistet ist, wenn das Product abcosC einen 
rationalen Werth hat. 

Da nämlich die beiden Flächen F und F\ als abgeleitete Flächen, auf 
irgend eine Grundform von dem Parameter- Verhältnisse a : b : c zu be- 
ziehen sind, und demgemäss 

für F statt a i b i c das Verhältniss xTia : rb : ^c, 

für F' statt a : b' : c' das Verhältniss iw'a : r'b : sc 
gesetzt werden kann, so tritt obiger Ausdruck von tang/i^ als eine Function 
der Grundparameter a, b und c in nachstehender Form hervor: 

j^ fainC|/^fi^-Hy^-l-e^-H2jtiycosC 

^ "" »iiw'rr'a*b*sin*C-i-w'»i»i'c*a*-i-rr'tf/bV— **'c*(mr'-i-iwV)ab cos C 
in welcher für k wiederum der dem jedesmaligen Falle entsprechende Werth 

— , oder — , oder — einzuführen ist. 

Denken wir uns nun aus derselben Zone irgend zwei andere Flä- 
chen F^ und F^ gegeben, deren Parameter-Verhältnisse iTi^a : r^b : « ^c, und 


MonokliaoifAisehes System. 

m^a : r\b : s\c sind, uod neDnen wir ihren Neigaogswinkel fF% so erhal- 
ten wir einen ganz ähnlichen Werih von \»n%fV\ und man erkennt sofort, 
dass beide diese Wertbe MuUiplt einer und derselben irrationalen 

Grösse, nämlich der Grösse sinCy^^^-i-i'^+p^+Z/uycosC sind, und dass die 
Factoren dieses irrationalen Grundwerthes von lauter rationalen 
Grössen gebildet werden, mit alleiniger Ausnahme des noch zweifelhaften 
Productes abcosC. Daher wird denn in dem monoUinolidrisehen Systeme die 
allgemeine Bedingung für die Rationalität der Tangenten-Verhältaisse darin 
gegeben sein, dass das Product abcos(7 einen rationalen Zahlwerlh 
liefern muss. 

Wir können mit Kupffer^ welcher zuerst auf dieses Resultat gelangte^), 
diese Bedingung in der Weise erfüllt denken, dass bcosCsAa sein muss, 
wobei h eine rationale Zahl ist. Damit wäre uns denn ein bestimmtes 
Verhältniss angezeigt, welches zwischen den beiden auf einander schief- 
winkeligen Lineardimensjonen , oder zwischen der Hauptaxe and der Klino- 
diagonale der Grundform, und dem sehiefen Neigungswinkel C obwalten muss. 
Fällen wir nämlich von dem Endpuncte der Klinodiagonale b eine Normale 
anf die Hauptaxe a, so muss der durch solche Normale abgeschnittene Theil 
der Hauptaxe, (denn das ist bcosC), ein rationaler Bruchtheil von dieser 
Hauptaxe sein. Dabei scheint jedoch, nach Analogie anderer in der Krystall- 
welt herrschender Zahlen , für h nicht nur ein rationaler, sondern auch 
ein ziemlich einfacher Bruchwerth gefordert zu werden, weil sich bei 
Zulassung sehr complicirter , d. h. solcher Bruchwertbe, deren Zähler und 
Nenner durch grosse Zahlen dargestellt werden, in allen Fällen ein der Be- 
obachtung entsprechender rationaler Näherungswerth von h aufßnden lassen 
würde« 

§. 204. Prüfung des, ffii* die Rationalität der Tangenten- 
Verhältnisse giltigen Gesetzes. 

Wir wollen nun beispielsweise zeigen, wie weit in einigen monokliaoe- 
drischen Krystallreihen das gefundene Gesetz in Erföüung gebracht ist. 

Im Glaubersalze ist nach den Messungen von Mohsi 

a : b = 1,109 : 1, und C= 72» 15', 
folglich wird bcosC== 0,2749 a, oder A«:^^. 

Im Glaub er ite ist nach Messungen von Phillips und mir: 
a : b = 0,8381 : 1, und C = 68« 16', 
folglich wird bcosC = 0,4418a, oder A =:f. 

Im Eisenvitriole ist nach den von Miller mitgetheilten Winkeln: 
a :b = 1,311 : 1, und C=75M0', 
folglich wird bcosC=r 0,1888a, oder A^f^. 


*) Haodbuch der recbnendeo KrystaUofiomie, S. 501. Man konote eben %o gut aocb 
die BedinguDg acosC = ^b geltend machen, wobei ^ eine rationale Zahl bedeutet; denn 
eigentlicb müssen beide zugleich erfültt sein. 


In der Kupferlasnr i9t nach den Messungen von JHoh*: 
e : b«2,079 : 1, un4.C:«:8r 39', 
folglich wird bcosCs= 0,0197a, oder A = ^. 

Im Rothbleierze ist nach den Messungen von Kupfferi, 
a : b = 0,9568 : 1, und C«=78^ 1', 
folglich wird bcosC = 0,217 a, oder A = fj. 

Im Gypse ist nach den von Miller angegeben Winkeln: 
a : b = 0,5981 : 1, und C^W 36', 
folglich wird bcosC= 0,2731 a, oder h = ^p^. 

Im Lazulilhe ist nach den Messungen von Prüfen 
a : b» 1,755 : 1, und C^iüf^ 2', 
folglieh wird bcosC» 0,01956 a, oder As^^. 

Im Laumontite ist, wenn wir in Miller* s Fi fur*) iwr=ooP, a? = OP, 
und r = — P setzen, nach seinen Winkelangaben : 

a : b = 0,5171 : 1, und cosC = 68M»', 
folglich wird bGosC = 0,703a, oder Ää^^j.. 

Im Titanite ist nach den Messungen von Gustav Rosei 
a : b = 1,537 : 1, und C = 85«6', 
folglich wird bcosC= 0,05557a, oder h == ^. 

Im A m p h i b 1 e ist nach den Messungen von Phillips : 
a : b = 0,5401 : 1, und C = 75« 10', 
folglich wird bcosC = 0,474 a, oder h = ^V* 

Im Rlino chlor ist nach den Messungen v, Kokscharow^s^ wenn wir 
die von ihm **) mit o bezeichneten Flächen = ooP, und die mit M bezeich- 
netenFläcben = P setzen, 

a:b== 1,354: 1, und C = 76M', 
folglich wird bcosC= 0,1779 a, oder h=^-^. 

Im Freieslebenite ist nach den Messungen von Üft/Zer : 
a : b = 1,580 : 1, und C^%V 46', 

folglich wird bcofiC=: 0,02467a, oder h^-^. 

Im monoklinoedrischea Schwefel ist nach Jff/yoA«r/tV>AV M«fl* 
sungen : 

a : bF= 0,9923 : 1, und C = 84« 14', 
folglich wird bcosC= 0,1012a, oder A = ySt* 

Diese Beispiele, in welchen meislentheils der angegebene Werth von h 
den Beobachtungen sehr genau entspricht, dürften wohl hinreichen, um die 
Realität monoklinoedrischerAxen^ysteme darzulhuo. Für den Pyroj^en und 
für gewisse Varietäten (vielleicht eine besondere Species) des Orthoklases 
muss das einfache Gesetz; Aa=| Giltigkeit haben, wie die ZwiilingskrystaUe 
dies Fas$9äte» u»d jene des Feld$pAihes von Elba beweisen« Uebrigens würde 


*) filemeatary TntfdduetioD to Mioeralogy, 185$, p. 452. 
**) Materialiea sar MiMraloffie Raaala»d», B. II, S. 1, Taf. XXIV. 
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uns in dem Gesetze hco»C=s ha auch eine Art von Gontrole für die Richtig- 
keit der Messungen, so wie ein Kriterium für die zweckmässige Wahl der 
Grundform geboten sein. 

Transformation der Axen. 

§.205. Transformation des Axensystems durch Einführung 
einer neuen Hauptaxe und Klinodiagonale. 

Die Orthodiagonale einer jeden monoklinoedrischen Krystallreihe ist eine 
so absolut bestimmte Linie, dass sie bei allen Transformationen des Axen- 
systems beizubehalten ist 9 dasselbe gilt aber auch von dem klinodiagonalen 
Hauptschnitte, welcher eben so die einzige absolut bestimmte Ebene der Kry- 
stallreihe darstellt. Wenn also die Lage dieser beiden Elemente eine un- 
veränderliche ist, so werden sich auch alle Transformationen des Axen- 
Systems, sofern sie in einer Aenderung der Lage der Axen bestehen, nur 
noch auf die Hauptaxe und Klinodiagonale beziehen können^ in welcher Hin- 
sicht der Willkür allerdings ein grosser Spielraum gelassen ist. Denn in der 
That lassen sich statt der gegebenen Hauptaxe und Klinodiagonale die kli- 
nodiagonalen Kanten je zweier Formen derselben Krystallreihe als 
neue Hauptaxe and neue Klinodiagonale einrühren. Dabei kann auch die 
Orthodiagonale, zwar nicht ihrer Lage, wohl aber ihrer Grösse nach als 
veränderlich gedacht werden, indem man nämlich statt des anranglich in ihr 
gegebenen Grundparameters c irgend ein Multiplum desselben sc als neues 
Grundelement des Axensystems einführt. Doch wollen wir nur die Trans- 
formation des Axensystems bei unverändertem Werthe der Orthodiagonale in 
Betrachtung ziehen. 

Es sei uns also ein monoklinoedrisches Axensystem durch seine Grund- 
elemenle C und a : b : c, so wie in demselben irgend eine Fläche F durch 
ihre Parameter a : b i c gegeben, wobei wir wie immer, die Buchstaben a, b 
und c auf die Axen der o?, y und z beziehen. 

Da der klinodiagonale Hauptschnitt (und mit ihm die Orthodiagonale) 
beibehalten werden muss, so sind auch nur statt der beiden anderen Haupt- 
schnitte zwei neue Coordinat-Ebenen einzuführen, welche noth wendig die 
Paraltelflächen irgend zweier Hemidomen sein müssen, und sich daher all- 
gemein mit m¥oo und m"¥cx> bezeichnen lassen. Hieraus folgt denn, dass 
die Orthodiagonale gänzlich ausser dem Spiele bleibt, dass sich die Transfor- 
mation lediglich auf die beiden Parameter a und b sowie auf den Winkel C 
beschränken wird, und dass wir also unsere ganze Betrachtung innerhalb des 
klinodiagonalen Hauptschnittes durchführen könnten. Der Gleichförmigkeit 
wegen ziehen wir es jedoch vor, sie nach Anleitung von §. 44 zu geben. 

Die drei Flächen F\ F" und F"\ welche dort als die neuen Coordinat- 
Ebenen eingeführt wurden, sind also in gegenwärtigem Falle : 
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die Flache F\ der gegebeoe klinodiagonaie Hauptscbnitt, 

die Fläche F*\ das Hemidoroa rnVoo^ als neuer orthodiagonaler Haupt- 

schnilt, und 
die Fläche F^'\ das Hemidoma m''¥oo^ als neuer basischer Hauptschnitt. 
Die Gleichungen der neuen Axen L, L* und V sind daher: 

•2? 1/ 

für L, als neue Hauptaxe, —r--l- r =0, und ^ =0, 

^ wa b 

für L\ als neue Klioodiagonale, —77- + "^ = 0, und « = 0, 

iw a D 

für L", als die Orthodiagonale, j: =0, und ;? = 0; 

woraus sich denn für die S. 58 stehenden Grössen My iV, R, M u. s. w. fol- 
gende Werthe ergeben : 

M =»i'a, i\r =-b, i? =0, 

W =»i"a, iV' =-b, fi' =0, 

itf " = 0, TS" = 0, Ä" = 0. 

Legen wir nun die, S. 59 unten, für ein triklinoedrisches Axensystem giltigen 
Werthe von a^, h^ und c^ zu Grunde, so haben wir in selbigen cosa = und 
cos/? = zu setzen, und erhalten daher, unter Benutzung der vorstehenden 
Werthe von M^ iV, u. s. w. 

flJV^wi'V-hb*— 2iw'abcosC «Äa' 

* m'dib — ffb m^h — ob 
^ _ ah /^^V+b^-2iw^^ab cosC _ ahM 

* i»"aA— flb "" »»"ai— flb 

Da jedoch die Fläche F derselben Krystallreihe angehört, so werden 

ihre Parameter a, b und c durch ma, rb und ^c auszudrücken sein, weshalb 

denn 

iwra' , 

f» r — m 
, mr\! ., 

Cj = äc 

geschrieben werden kann. Die beiden neuen Grundparameter a' und b' 
sind offenbar die, durch die Elemente des ursprünglichen Axensystenis aus- 
gedrückten klin odiagon alen Intersectionen derjenigen beiden Hemi- 
dornen m9oo und m'Voo^ welche als die neuen Courdinat-Ebenen eingeführt 
worden sind. 

Der schiefe Winkel C des neuen Axensystems bestimmt sich aus den 
obigen Gleichungen der, die Axen a' und b' repräsentirenden Linien L und 
L\ nach der S. 12 stehenden Formel für tang^, wie folgt: 

^, (//*' — wi")absinC 

^ »i'»i"a^-l-F— (w/-l-»i")ab cosC ' 

Dieser Ausdruck gilt zunächst, wenn beide Hemidomen positive sind ; ist das 

Naumano*8 KrysUllog^aphie. ^4> 
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eine, z. B. m'foo^ ein negatives, so hat man m' mit negativem Werthe 
einzuführen. 

Um nun aber aus denen für a^^ b^ und c^ gefundenen Werthen das, dem 
neuen Axensysteme entsprechende krystallographische Zeichen der Fläche 
F zu finden, dazu haben wir jedenfalls noch die beiden Grössen q und s zu 
vergleichen, von welchen ja immer die kleinere mit dem Werthe 1 zu oeh- 
men ist. Je nachdem also q > oder < s ist, je nachdem ist das gefundene 
Verhältniss p^! : qh' : sc entweder durch s oder durch q zu dividiren, wo- 
durch endlich die gesuchten Ableitungszahlen erbalten werden. 

Auch in dem neuen Axensysteme werden natürlich die Bedingungen 
b'cosC = A'a', und a'cosCss^'b' gelten müssen, wobei A' und ^' rationale 
Bräche bedeuten, weil die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozona- 
1er Kanten ganz unabhängig von der Wahl des Axensystems ist. Die Noth- 
wendigkeit dieser Folgerung lässt sich leicht darthun. Es ist nämb'ch 

a'= l/"m'V+b*— 277i'ab cosC 

b'=r |/"m"V+b«---2»i"ab cosC 
^, »iWV+b*— (w'+TO")abcosC 

COSC ^ >r> 

an 
woraus sich denn ergiebt, dass 

b'cosC »i'»iV+b2-(»i'+wi")abcosC 


A' = 


a' »iV+b^— 2i»'abcosC 

a'cosC" iw'iw"a*+b^— (»i'H-wi")ah cosC^ 


^ "■ b' ' "" wi"»a«+b»-2»i"abcosC 
ist, welche beide Werthe in allen Fällen rational sein werden, wenn bcosC^ 
= Aa mit rationalem h ist. Hieraus folgt denn, dass, wenn die Bedingang 
bcosC= Aa für irgend ein Axensystem gilt, dann auch die analoge Bedin- 
gung für jedes andere Axensystem erfüllt ist, welches statt des ersteren 
eingeführt wird. 

§. 306. Vertauschung der Hauptaxe mit der Klinodiagonale. 

Bisweilen findet man sich wohl veranlasst, bei unveränderter Grand- 
form, und mit Beibehaltung der Lage der Hauptaxe und der Klinodiagonale, 
nur die Bedeutung dieser beiden Axen zu vertauschen, also dre Klinodia- 
gonale zur Hauptaxe zu machen, und umgekehrt. In diesem Falle hat man 
es nicht sowohl mit einer Transformation des Axensystems, als nur mit einer 
Umstellung desselben, oder mit einer Veränderung des Namens zweier 
seiner Axen zu thun. 

Dadurch verwandeln sich die Prismen in Klinodomen, die Klinodomen in 
Prismen, das Orthopinakoid wird zur Basis, und alle Pyramiden und Hemi- 
domen erfordern gleichfalls ein neues Zeichensystem. Die Auffindung dieses 
Zeichensystems erfolgt nach ähnlichen Regeln, wie bei der in §. 179 erläu- 
terten Umstellung einer rhombischen Kryställreihe, wenn deren Makrodiago- 
nale zur Hauptaxe erhoben werden soll ; denn die Umwandlung der krystal- 
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lographischen Zeichen ist in der Hauptsache ganz unabhängig davon , ob die 
Axen rechtwinkelig oder schiefwinkelig sind ; nar haben wir jetzt statt der 
Makrodiagonale die Klinodiagonale zu berücksichtigen, und daher das 
Grösse nverhältniss der beiden neuen Nebenaxen ausser Acht zu lassen. 

Es sei uns also eine Fläche F durch die Parameter ma, rb und ^c gege- 
ben, indem wir es absichtlich unbestimmt lassen, ob r oder ob s mit dem 
Werthe n gegeben ist. Sollen nun die Hauptaxe und die Klinodiagonaie ihre 
Rollen vertauschen, so wird in dem umgestellten Axensysteme b = a', und 
a = b' zu setzen, und dasselbe Parameter -Verhältniss rd! : mh' : «c zu 
schreiben sein. 

Das krystallographische Zeichen aber, welches der Fläche F in dem 
umgestellten Axensysteme zukommt, bestimmt sich wesentlich durch das Ver- 
ba'llniss der beiden Grössen m und Sy von denen die kleinere immer auf den 
Werth 1 gebracht werden muss. Ist also m >^, so wird das ganze Verhält- 
niss rz! : mh' : sc durch s zu dividiren sein, und so muss die Fläche F 

der klinodiagonalen Form-£— 

" SS 

angehören. Ist dagegen m < ^, so hat man dasselbe Verhältniss dnrch m zu 

dividiren, and so bestimmt sich die Fläche F als eine Fläche 

f s 
der orthodiagonalen Form— P — . 

^ mm 

Aus diesen allgemeinen Resultaten lassen sich nun leicht folgende beson- 
dere Regeln ableiten. 

1. In jeder Protopyramide ±iwP ist r = *=sl; folglich wird solche 
nach der Umstellung des Axensystems 

entweder ±P»i, wenn wi'> 1, 

1 1 
oder auch ±— P — , wenn m < l : 

m m 

die Grundform ±P bleibt daher unverändert, und das Protop risma 

ooP wird zu dem Rlinodoma Poo. 

2. In jeder Orthopyramide dbwiPw ist r= 1, und ä = w; folglich wird 
solche nach der Umstellung des Axensystems 

entweder ± -P — , wenn iti > fs, 
n n 

oder auch ±— P — , wenn m<,ni 
mm 

1 
jedes Orthoprisma oo¥n wird daher als das Klinodoma -Poo, und 

1 

iedes Hemidoma ±i7?Pcx) als das Hemidoma ±-Poo zu bezeichnen 
"^ m 

sein. 

3. In jeder Klinopyramide ±mSnisXr = hf and« = l; folglich wird 
solche nach der Umstellung des Axensystems 

22* 
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entweder ±ntfm^ wenn 9!«> I9 

oder auch ±— P — , wenn m <l i 
m m 

jedes Klinoprisma ooSn wird daher als das Klinodoma ifficx)« und 

1 
jedes Kliuodoma rnSco entweder als ooSw. oder auch als od9 zu 

bezeichnen sein, je nachdem m > oder < 1 ist. 

Dass endlich bei dieser Umstellung des Axensystems die, für die Ratio- 
nalität der Tangenten -Verhältnisse erforderliche Bedingung durch die Glei- 
chung acosC=^b auszudrücken ist, diess bedarf kaum erwähnt zu werden. 


§.207. Einführung eines rechtwinkeligen Axensystems mil 

Beibehaltung der Hauptaxe. 

Da von mehren Krystallographen die Ansicht geltend gemacht wird, dass 
jede monoklinoedrische Krystallreihe als eine meroedrisch ausgebildete rhom- 
bische Krystallreihe zu betrachten, und folglich auf drei rechtwinke- 
lige Axen zu beziehen sei, so ist es wohl der Mühe werth, die Bedingungen 
aufzusuchen, utiter welchen das einzuführende orthoedrische Axensystem 
stehen wird. 

Zuvörderst ist einleuchtend, dass auch bei dieser Transformation des 
Axensystems die Ortbodiagonale und der klinodiagonale Hauptschnitt unver- 
ändert beizubehalten sind, und dass sich die ganze Aufgabe darauf beschrän- 
ken wird, irgend zwei klinodiagonale Intersectionen aufzufinden, welche auf 
einander rechtwinkelig und daher geeignet sind, zugleich mit der Ortbodiago- 
nale ein orlhoedrisches Axensyslem zu liefern. 

Die einfachste Methode, eine monjoklinoedrisehe Krystallreihe auf ein 
rechtwinkeliges Axensystem zu beziehen, würde nun offenbar darin bestehen, 
dass man, bei unveränderter Hauptaxe, statt der Klinodiagonale diejenige, in 
der Ebene des klinodiagonalen Hauptschnitts enthaltene Linie , welche auf der 
Hauptaxe normal ist, als neue Nebenaxe einführte. Zu dieser Methode ist 
uns der Weg in den Betrachtungen des §. 2Ü3 bereits angebahnt worden; 
wenn nämlich die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kan- 
ten fordert, dass die Grösse bcosC ein rationales Submultiplnm von a nach 
irgend einer Zahl h ist, so folgt daraus, dass die Flächen des Hemidomas 
APoo in jeder monoklinoedrischen Krystallreihe horizontal liegen müssen, 
dass wir also nur die CentroparallelfTäche desselben als Basis einzuführen 
brauchen, um dieselbe Krystallreihe orthoedrisch zu machen. Während 
also der klinodiagonale und der ortbodiagonale Hauptschnilt unverändert blei- 
ben, so vertauschen wir die geneigte Basis mit der horizontalen Basis, welche 
uns durch h9oo gegeben ist. 

Für die drei Linien £, V und V\ welche unter dieser Voraussetzung 
die Hauptaxe , die (neue) erste Nebenaxe, und die zweite Nebenaxe darstel- 
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len, gelten also in dem gegebenen (schiefwinkeligen) Axensysteme folgende 
Gleichungen *) ; 

für L, y = 0, und ;5 = 0, 

fürL', ^H-f =0, uud;5 = 0, 

für L", ar = 0, und y = 0; 

aus welchen Gleichungen sich denn für die S. 58 stehenden Grössen jlf, iV, 
/?, ilf' u. s. w. folgende Werthe ergeben: 

M = M, iV = 0, Ä = 0, 

Jf' = -Aa, iV' = b, R' =0, 
itf"=0, iV"=0, R'^R". 

Ist uns nun in dem schiefwinkeligen Axensysteme irgend eine Flache F durch 
das Parameter- Verhälfniss a i b i c gegeben, so werden wir die ihr in dem 
rechtwinkeligen Axensysteme zukommenden Parameter /i^, b^ und c^ aus 
denen, S. 59 unten, für das triklinoedrische Axensystem mitgetheilten Aus- 
drücken ableiten können, indem wir in selbigen a = j(? = 90®, und für ilf, iV, 
Ä, M' u. s. w. ihre vorsiehenden Werthe einsetzen; wir erhalten so, nach 
abermaliger Substitution von Aa für bcosC, 

Oi = Ol 

. _ gA|/'b^^AV 
* " flb^:6Aa ' 
c, ==c; 

wobei in dem Nenner des Werthes von b^ das obere oder das untere Vorzei* 
eben gilt, je nachdem die Fläche F einer positiven oder einer negativen Form 
angehört. Da nun aber die Fläche F als eine abgeleitete Fläche auf die 
Grundparameter a, b und c zu beziehen, und demnach ihr Parameter- Verhält- 
niss a i b z c durch ma : rb : ^c auszudrücken ist, so werden diese Werthe 
auch folgendermaassen zu schreiben sein: 

a^ = ma, 

*i = — 'z:=:r^ — ^'P^y 


m'^rh 


c^ = sc. 


Die Grösse |/^b^-— A^a^ oder b' ist der in der neuen Axe liegende Grund- 
parameter, und offenbar -== bsinC Je nachdem nun b' > oder < c ist, dem- 
gemäss wird, bei der Ueberseizung der krystallographischen Zeichen in die 
Symbolik des rhombischen Systems, entweder b' oder c als die Makrodiago- 
nale einzuführen sein ; weshalb sich denn die weitere Betrachtung nach zwei 
Richtungen spaltet, bei deren Verfolgung noch das Verhältniss der Grössen 
p und s zu berücksichtigen ist. 


*) Wir wählen absichtlich diesen Gang, um die Allgemeingiltigkeit der in §. 44 an- 
gegebeoen Methode su beuäbreo; desn allerdings kann man aacb auf anderem Wege 
zum Ziele gelangen, weil die ganze Betrachtang innerhalb der Ebene des kiinodiagonalen 
Haaptscbnittes sich bewegt. 


8tt Moooklinoedrischei System. 

h Wenn b' > c ist, so wird also b' die Makrodiagonale und c die Bra- 
chydiagooale^ and so gehört die Fläche F 

der Form — P -; n-» wenn » > *, dagegen 

der Form --^ — F ^ — ^ , wenn p <s, 
r mr 

II. Wenn b' < c ist, so wird c die Makrodiagonale, und b' die Brachy- 
diagonale, und so gehört die Fläche F 

der Form — P-7 n- » wenn p > *, dagegen 

der Form "*" P ^ "*" — ^ , wenn p < *. 

Diese allgemeinen Resultate sind noch in jedem gegebenen Falle für die 
Protopyramiden ±:inP, für die Orthopyramiden ±07P/?, und für die Rlinopy- 
ramiden ±mSn besonders einzurichten, um die neuen krystallograpbischen 
Zeichen aller dieser Formen mit Leichtigkeit aus ihren ursprünglichen Zei- 
chen ablesen zu können. 

Man ersieht schon aus dieser allgemeinen Lösung des Problems, dass 
die Ableitungszahlen jeder, auf ein rechtwinkeliges Axensystem bezogenen 
monoklinoedrischen Krystallreihe weniger einfach ausfallen werden, als 
diejenigen, welche ihren Formen in dem schiefwinkeligen Axensysteme zu- 
kommen. Die Einfachheit der krystallograpbischen Bezeichnung geht also 
mehr oder weniger verloren, sobald wir die monoklinoedrischen Krystall- 
reihen als hemiedrische rhombische Krystallreihen darstellen wollen ; mit 
Ausnahme der seltenen Fälle, da sich für h ein sehr einfacher Zahlwerth, wie 
z. B. 4^, bestimmt. 

Anm. Bin Beispiel wird zur Eriäuterong der Sache genfigeo. Nach G. 
Rose kommen am Tilanite besonders häofig die folgenden Formen vor : 

aus der Grundreibe : OP, ^P und ooP 4 

von Hemidomen : ^00, Poo, — Poo und ^Poo ; 

von Klinodomen : I^Poo, Poo und ooPoo ; 

von KJinopyramiden : f P2, — 2P2, 4P4, und das Prisma ooP3. 
Diese Zeichen beziehen sieh auf ein moookliooedrisches Axensystem, in wel- 
chem CsssSb^ 6' nnd a : b : CS 1,537 t 1 : 2 ,342> woraus denn folgt, dass 

^ = -{^ ist. Da nun in diesem Falle "|/^b* — äV oder b' < c ist, so haben wir 
uns an die oben sob II stehenden Resnitate zu halten. 

Ans diesen folgt aber fBrdie Protopyramiden ±mP das Zeiebeo 

mP : , oder (m-^A)P , 

m — n ^ ' m 

je nachdem die positive oder die negative Hemipyramide gemeint ist ; folglich 

wird OP, oder P*) = tVPoöi (^ • o^i : c) nach Rose^ 


*) Wir Fdgen snr leichtereo Orientirnng die SignatarbnchtUben vnd die Parameter- 
VerhUUBiMe der Flachen bei, wie solche voo Üom in seiner bekanntea Abhandlang ge- 
wihlt worden sind. 


TransformatioQ der Axen. 

I^P, oder u = ^f f , (a : ib : {e) nach Rose 
ooP, oder / = ooP, (ooa : b : c) 
Für die Hemidonien ±m9oo folgt' ans den sub II siebenden BesnlUten, 
weil r =s 1 , und s = oo, folglich p <,s ist, das allgemeine Zeichen 

(m qp Ä)Poo ; 
folglich wird : 

fPc», oder 0? ä ^Poo, (9a : oob : c) nach Rose^ 
Poo, oder y = ^fPoo, (17fl : oo^ : c), 
— Poo, oder v = *fPoo, (1^^ • oo* • ^)» 
«ft*Poo, oderjs = |Pc», (27fl : cx)Ä : c). 

Für die Klinopyramiden ±m¥n wird r=«, ^=1, also/i g= ■ , , daher für 

die positiven Hemipyramiden jedenfalls /i > s, und 

wir 7 

m — na 

das gesuchte Zeichen. Für die negativen Hemipyramiden dagegen kann p so- 
wohl >> als •< ^ sein, weshalb denn für sie 


entweder mP 


mn 


oder auch 


m^nk 


n mn 

das gesuchte Zeichen ist, Je nachdem mn > oder < m-4-irA ist; folglich wird 

|P2, oder n sx ^FV» (« • T*ff* • i^) "«^^^ ^<>'^» 
4P4, oder * = 4? ff, (a i ^^j^b : ^V) 
— 2P2, oder t » «fff, (a : ^ : ^) 
ooP3, oder ^ = oo?3, (ooä : ^ : 3c). 

Endlieh folgt fQr die Klinodomen mPoo das allgemeine Zeichen mP— ; folglich 

wird 

•I^Poo, oder o =a ^P6, (a i -0 i c) nach T^o^e, 
Poo, oder r = ]^18, (fl : ^V* • ^) 
ooPoo, oder q s ooPoo, {ooa : A : ooc). 

Man erkennt leicht, dass die hier gefundenen Zeichen mit jenen wesentlich über- 
einstinmen, welche G. Rose in seiner Abhandlung, unter Voraussetzung eines 
rechtwinkeligen Axensystems, aufgestellt hat ; denn wir brauchen nur -^a als 
den Grundwerth der Havptaxe einzuführen, um genau auf die von ihn angege- 
benen Parameter-Veriiftltnisse zu gelangen. 


§. 208. Allgemeine Zurückführung auf ein rechtwinkeliges 

Axensystem. 

Da nach §. 205 die klinodiagonalen Intersectionen je zweier verschiede- 
ner Formen als die beiden schiefwinkeiigen Axen eingeführt werden 
können, so würde die Zurückführnng einer monoklinoedrischen Krystallreihe 
auf ein rechtwinketiges Axensystem aucb in dem Falle* möglich sein, wenn 
irgend zwei verschiedene klinodiagonale Intersectionen derselben auf einan- 
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der rechtwinkelig wären. Um die Ableitungszalilen derjenigen beiden 
Inlersectionen zu finden, welche dieser Bedingung Geniige leisten, haben wir 
den allgemeinen Ausdruck für die Tangente des Neigungswinkels zweier sol- 
cher Intersectionen =r oo zu setzen, nnd die Folgerungen aufzusuchen, welche 
sich daraus für das Verhältniss dieser Ableitungszahlen ergeben. 

Es ist aber nach §. 205 die Tangente des Neigungswinkels zweier Hemi- 
domen mPoo und mVoo durch folgenden Ausdruck gegeben : 

langC = {7n—m)^hs\nC 

® ffi»iV-f-b^— (wi-f-wi')ab cosC 

welcher zunächst für zwei- positive Hemidomen gilt, und in dem Falle, dass 
das eine derselben, z. B. m'Poo, ein negatives ist, einen negativen Werth 
von tn erfordert. 

Soll nun C ein rechter Winkel, oder tangC*= oo sein, so muss der Nen- 
ner dieses Ausdruckes =0 werden; setzt man also bcosC = Aa^ so wird 

wm'a^-f-b*— (i»+w')Aa*=0 
die Bedingungsgleichung für zwei auf einander rechtwinkelige Hemidomen, 
aus welcher denn folgt: 

, wiÄa*— b* 

Vermuthet man also, dass irgend zwei Hemidomen auf einander rechtwinkelig 
sein können, so hat man zu prüfen, ob ihre Ableitungszahlen der vorstehen- 
den Bedingungsgleichung Genüge leisten ; und will man für irgend ein Hemi- 
doma m9oo dasjenige bestimmen, dessen Flächen auf den seinigen rechtwin- 
kelig sind, so wird man den vorstehenden Bedingungswerth von m zu be- 
nutzen haben. 

Natürlich wird man immer danach streben müssen, für m einen mög- 
lichst einfachen numerischen Werth zu erhalten ; daher sind die verschiede- 
nen, in der Krystallreihe bekannten Hemidomen mVco darauf zu prüfen, wel- 
ches derselben den einfachsten und somit den wahrscheinlichsten Werth von 
m liefert. Ist man zu einem befriedigenden Resultate gelangt, so wird dann 
die Krystallreihe nach Anleitung von §. 205 auf das neue Axensystem zurück- 
zuführen sein, welches ein rechtwinkeliges oder orthoedrisches ist» Man wird 
jedoch selten auf sehr ansprechende Resultate gelangen; blose Annäberun- 
gen zu einem rechten Winkel aber, welche sich wohl öfter darbieten, ge- 
währen natürlich gar keine Lösung der Aufgabe, weil der Winkel C' dann 
immer noch ein schiefer, und folglich die Krystallreihe eine monoklinoe'drische 
bleibt. 

\>\txXt^ Capitel. 
Zwillingskrystalle des monoklinoödiischen Systems. 

§.209. Allgemeine Grundlage zur Theorie derselben. 

Die Zwillingskrystalle des monoklinofe'drischen Systems sind gewöhnlich 
nach sehr einfachen Gesetzen gebildet, und es ist wobl beachtens werth , dass 
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jenes im rhombischen Systeme so häufige Gesetz, welches eine Fläche des Pro- 
toprismas ooP als Zwillingsfläche erfordert, nur äusserst selten zur Verwirk- 
lichung gelangt, was doch kaum zu erwarten sein dürfte, wenn das monokli- 
noedrische System wirklich nichts anderes wäre, als eine meroedrische Aus- 
bildungsform des rhombischen Systems. 

Die beiden Gesetze, denen wir am häufigsten begegnen, ^ind nämlich die 
folgenden : 

1. Zwillingsaxe die Hauptaxe, oder auch die Normale des Orthopinakoides, 
und 

2. Zwillingsaxe die Normale der Basis. 

Um jedoch eine allgemeine Grundlage für die Beurtheilung aller Zwil- 
lingskrystalle zu gewinnen, dazu müssen wir von der in §. 50 gegebenen 
Transposition der Axen eines triklinoedrischen Axensystems ausgehen. 

Es sei uns also die Zwillingsfläche durch die Gleichung 

X y z , 

- + !-+- =1 
a c 

gegeben, so bestimmen sich in einem monoklinoedrischen Axensysteme die in 

den Gleichungen der Zwillingsaxe erscheinenden Parameter /?, q und jt, wie 

folgt : 

^ = c(A— flcosC), 

y = c(a— AcosC), 

s =a6sin*C; 
die in den Gleichungen der transponirten Axen auftretenden Grössen ^, v 
und q (S. 73) erhalten daher die nachstehenden Werthe : 

^ = Wo 

Hca 
_ aHhm^C-c^(a^'hb^-2abcosC) 
^" 2ab 

Diess sind also diejenigen Werthe, welche in den Gleichungen der transponir- 
ten Axen des Individuums II (S. 70), nämlich in den Gleichungen 

für die Axe der a?', = 0, und ^ =0, 

fi q q s 

für die Axe der y\ ^ = 0, und = 0, 

^ p V s p ' 

für die Axe der z\ ^ = 0, und =0, 

p q Q p ' 

einzusetzen wären, um die Theorie der monoklinoedrischen Zwillingskrystalle 
in derselben Allgemeinheit zu entwickeln, wie solches in §. 49 für die Zwil- 
lingskrystalle der orthoedrischeu Krystallsysteme geschehen ist. Wir können 
jedoch auf diese allgemeine Entwickelung verzichten, weil uns in der Natur 
selbst meist nur sehr einfache Gesetze geboten werden, bei deren Betrach- 
tung die vorstehenden allgemeinen Werthe von p, ^, r, ju, v und q eine 
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. sehr bedeatende Vereinfachung erfahren. Wir legen sie aber bei dieser Be- 
trachtung zu Grunde, um ihre allgemeine Giltigkeit und Brauchbarkeit darzu- 
thun , obgleich dieselben Resultate auch auf andere Weise leicht abgeleitet 
werden können.'^) 


§. 210. Zwillingsfläche das Orthopinakoid. 

Das Gesetz : Zwillingsaxe die Hauptaxe, lässt sich in den meisten Fällen 
auch so aussprechen : ZwillingsOäche das Orthopinakoid, indem die Normale 
dieser Fläche eine mit der Hauptaxe aequivalente Zwillingsaxe ist. **) Lassen 
wir also den letzteren Ausdruck gelten, so ist in der Gleichung der Zwillings- 
fläche asE=c = oo, oder auch 6=sO zu setzen. Nach Einführung dieser 
Werthe erhalten wir denn füir die transponirten Axen des Individuums II fol- 
gende Gleichungen : 

für die Axe der a;\ y =x 0, und z = Oi 

für die Axe der y\ 5 — ^ + y = 0, und ;:? = 0, 

für die Axe der s\ xsszO^ und y = 0, 
welche sehr einfache Gleichungen zuvörderst lehren, dass die Axen der w 
und z' mit den gleichnamigen Axen des Individuums I identisch werden, übri- 
gens auch zu einer sehr leichten Transposition jeder beliebigen Fläche F des 
Individuums II auf das Individuum I gelangen lassen. Ist nämlich die Glei- 
chung dieser Fläche 

t f f 

^ ^y j.^ -1 

so bestimmen sich nach §. 49 ihre neuen Parameter in den Axen der x^ y 
und z wie folgt : 

fli = «j 

. ah 


fl5:2Acos6^' 


c, = c. 


wobei in dem Werthe von b^ die oberen Vorzeichen für positive, die unteren 
für negative Partialformen gelten. 

Nun ist aber allgemein das Verhällniss a : & : c = ma : rb : «c, wenn 
a, b und c die Grundparameter der betreflenden Krystallreihe sind; folglich 
lassen sich die vorstehenden Werthe auch so schreiben : 


*) Wie solches s. B. io meioem Lehrbncbe der Rrystallographie^ il, 8. lltl% ff. ge- 
sefaeheo ist, aber noch weit einfacher geschehen kann, wenn man bedenkt, dass sicli für 
die beiden oben angegebenen Gesetze die ganze Betrachtang lediglich auf die, in dem kli- 
nodiagonalen Hauptschnitte liegenden Axen bezieht, nnd daher in der Ebene dieses Haapt- 
sebnitts erledigen laset. 

**) Ueber aequivalente Zwiilingsazen siehe mein Lehrbuch der Kristallographie, II, 
S. 1204 ff. 
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a^ ^ ma, 


, ^ mr^h , 

* "" ■*" »laif 2rbcosC ^ "*"''' 

Soll nun die transponirte Fläche einer möglichen Fläche des Individuums I 
entsprechen , so muss der Factor von b in dem Ausdrucke für b^, oder die 
Grösse 

iwra 

ma:^ 2rbcosC 
eine rationale Zahl sein, was der Fall sein wird, wenn das Product bcosC 
ein rationales Submultiplum von a, oder wenn bcos(7 = Aa ist, wodurch 

mr 


wird. Die krystallonomische Möglichkeit der Transposition aller Flächen des 
einen Individuums auf das andere beruht also auf derselben Bedingung, 
welche wir bereits in der Zonenlehre (§. 203) als die Bedingung für die Ra- 
tionalität der Tangenten -Verhältnisse tautozonaler Kanten kennen gelernt 
haben. 

Ist nun aber diese Bedingung erfüllt, so kommt es ausserdem noch auf 
eine Vergleichung der Werthe von p und s an, um das krystallographi- 
sehe Zeichen der transponirten Fläche zu finden, weil ja immer der klei- 
nere dieser beiden Factoren mit dem Werthe 1 einzuführen ist. 

Wenn also /? > « ist> so sind alle drei Grössen a^, b^ und c^ mit s zu 
dividiren ; folglich wird 

m , 

a. = —a = I» a, 

*^= + i(^^2^)*^ = + '*>' 

und die transponirte Fläche gehört der klinodiagonalen Form ±mSn 
mit vorstehenden Werthen von ni und n an« 

Wenn dagegen p<,s ist, so sind die drei Grössen a^, b^ und c^ mit p zu 

dividiren ; folglich wird 

m^2rk , 

a. = — -^ — a = 171 a, 

*, = +1>, 

s(m^2rh) , 

* mr 

und die transponirte Fläche entspricht aligemein der orthodiagonalen 

Form m9n mit vorstehenden Werthen von 7n' und n\ 

§. 211. Fortsetzung. 

Bringen wir die in dem vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resul- 
tate für die verschiedenen Arten von Formen in Anwendung, so gelangen 
wir auf folgende Bestimmungen. 
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1. Für alle Protopyramiden ±mP ist r = * = l, also wird 

^ mzfrlh 
für positive Hemipyramiden gilt daher p'^s^ für negative Hemipyrami- 
den/? < ^, woraus sich denn ergiebt, dass jeder positiven Hemipyramide tnP 
des einen Individuums die klinodiagonale Form 

und dass jeder negativen Hemipyramide —tnP desselben die orthodiagonale 
Form 

(»i+2Ä)P— -— 
m 

des anderen Individuums entspricht. 

Anm. Für ms=:2k verwandelt sieh die erstere Form in das Klioodoma 
mSoOy und für m < 2^ wird die Hemipyramide positiv. 

2. Für alle Klinopyramiden ±tnSn ist r =in^ und ^=1, also wird 

für positive Hemipyramiden gilt daher jedenfalls /?> «, woraus sich denn 
für die Hemipyramide '\-mSn des einen Individuums folgende aequivalente 
Formen im anderen Individuum bestimmen : 

die Hemipyramide — wß ^r-r- , wenn m > 2«A, 

das Klinodoma mSoo^ wenn m = Znk, 

tun 

die Hemipvramide 4-iwPj5— 7 : , wenn m < %nh. 

/Cnn — m 

Für negative Hemipyramiden dagegen wird ^ > = < ^ sein, je nach- 
dem w > = < i ist, und es bestimmt sich daher für ein gegebenes -—/äP/i 

des einen Individuums die entsprechende Form im anderen Individuum 
als wiP ^5-7 , wenn »i(w— 1) >2wA, 

als mP , = 2nhy 

, ni'hZnk ^m-^2nh ^^ , 

als ¥ , . . . • <2«Ä. 

n mn 

Hieraus ergeben sich denn auch zugleich für dieKiinodomen mSoo des 
einen Individuums als die aequivalenten Formen des anderen Individuums 

die Hemipyramide /wP^r wenn m > 2h, 

mPj • • . • x=2A, 

2ÄP— . . . <2A. 
m 
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3. Für alle Orthopyramiden +wP/i ist r=sl, und « = ;i, also wird 

ü = Tri > und S = 71. 


m 


Für positive Hemipyramiden gilt/? = -—-^, also wird py> = <^s 

sein, je nachdem m < = > ^ ist. Hieraus bestimmen sich denn für jedes 

-^mVn des einen Individuums folgende aeqaivalente Formen im anderen 
Individuum : 

2nh . 

a. wenn p">s^ oder m, < r ist : - 

n — 1 

die Hemipyramide jR ^9a\ > ^^ lange w >2ä ist, 

m 
das Klinodoma — ßoo , wenn m =2A ist, 

die Hemipyramide - P —r^ , wenn wi < 2A ist ; 

71 7l(^Ä — 77l) 

b. wenn p = s, oder 771 = r- ist : 

771 

die Hemipvramide P; 

n 

c. wenn27<*, oderjw> 7 ist: 

^ 71—1 


die Hemipyramide (tti— 2A) ¥-^ . 


77i 

m 


Für negative Hemipyramiden gi]tj9 = ^, also wird /» stets < ^ 

sein, weshalb sich denn für jedes —rnVn des einen Individuums als aequi- 
valente Form im andern Individuum 

die Hemipyramide (i»4-2ä)P-^^ ^ 

771 

bestimmt. 

Setzen wir in diesen Resultaten n = cx), so gelangen wir auf diejenigen 
Formen, welche mit den Hemidomen aequivalent sind; es entspricht 
nämlich 
jedem positiven Hemidoma +772P00: 

das Hemidoma 4-(2ä— 77?)Poo, wenn 77i<2ä, 

die Basis OP, wenn 77? = 2A, 

das Hemidoma — (/ti— 2ä)Pcx), wenn rn > 2Ä5 
und es entspricht jedem negativen Hemidoma — -ttiPoo: 

das Hemidoma +(77{+2A)Poo. 
Bei der so häufigen Ausbildung dieses ersten Zwillingsgesetzes glaubten wir 
auf diese specielle Verfolgung seiner Resultate nicht verzichten zu dürfen. 
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§.212. Zwiilingsfläche die Basis. 

Wenn die Basis die Zwillingsfläche, oder ihre Normale die ZwiUingsaxe 
isl, so haben wir in den Weriben der Parameter /?, g^ «, ^, v und q des §.209 
b = 6*=:oo, oder auch as=0 zu setzen, und erhalten dadurch für die traos- 
ponirten Axen des Individuums II folgende Gleichungen: 

für die Axe der a?', ar-f-~--7, = 0, und z = 0. 

ZeosC 

für die Axe der y\ ^7=0, und z = Oj 

für die Axe der z\ jr=0, und y = 0, 

aus welchen sich ergiebt, dass die Axen der y und z' mit den gleichnamigen 

Axen des Individuums I identisch sind, während die Axe der a: in die Ebene 

(xy) fällt, und mit der Basis denselben Winkel bildet, wie die Axe der äc. Ist 

uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F durch ihre Gleichung 

ff/ 

a b c 
gegeben, so findet sich leicht, dass ihre neuen, in dem Axensysteme des 
Individuums I erforderlichen Parameter die folgenden Werthe haben müssen : 

^*"^ bz^tacosC ' 
^ = + Ä, 

wobei in den Werthen von a^ und b^ das obere Vorzeichen für positive^ das 
untere für negative Partialformen gilt. 

Nun lässt sich allgemein das Verhältniss a : & : c = ma : rb : sc setzen, 
wenn a, b und c die Grundparameter der Rrystallreihe sind ^ folglich wird 

jwrab __ 

"^^ " rb:f2macosC "" ^^' 

*i = q:rb, 

Cj = *c. 

Soll also die transponirte Fläche einer krystallonomisch möglichen 

Fläche des Individuums I entsprechen, so muss in dem Ausdrucke für a^ der 

Factor p eine rationale Zahl sein; welche Bedingung erfüllt ist, wenn das 

Product acosC ein rationales Multiplum von b, oder wenn acosC=g^b ist, 

woraus sich denn für a^ der Werth 

mr , 

-a=:ma 


' r+2«ff 
crgiobt. So finden wir uns denn abermals auf dieselbe Bedingung verwiesen, 
welche auch die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse tautozonaler Kanten 
boherraoht. 

Zur Bestimmung des krystallographischen Zeichens der tnns- 
ponirlon FlHoho gelangen mt diessmal weit leichter, als bei dem vorher be- 
trHchlolon Gcsetio, weil beide Nebenaxen ihre ursprünglichen Paraaicter, 
und uUo auch ihro Ableitungstahlen behalten. J 
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1. FürProtopyramiden ±wiPist r=5*Äl, folglich gilt für sie 

und jeder solchen Hemipyramide des einen Individuums entspricht im an- 
deren Individuum die Form 

m ^ 


wobei die oberen Vorzeichen für gegebene positive, die unteren Vorzeichen 
für gegebene negative Hemipyramiden gelten. Das Protoprisma ooP ent- 

1 

spricht also der Hemipyramide «— P« *) 

o 
2. Für Klinopyramiden ,±mSn ist r^Uy und ^säl, folglich gilt 
für sie 

01=-::::« — -^ o^ = :f:nby c^^c; 
* nZfZmg * ^^ * 

daher wird für jede halbe Klinopyramide des einen Individuums die entspre- 
chende Form im anderen Individuum durch das Zeichen 


"*■ n:f2mg 
dargestellt. Hieraus folgt zugleich 

für jedes Klinoprisma ooSn die Form ^-^^9 ^^^ 

für jedes Klinodoma fnSoo die Form mßoo, also es selbst. 

3. Für Ortbopyramiden ±»?P« ist r = l, undtf = n, folglich gilt 


für sie 




daher wird für jede halbe Orthopyramide des einen Individuums die entspre- 
chende Form im anderen Individuum durch das Zeichen 

m ^ 

■Pn 


"*" l:f:2mg 

dargestellt. Hieraus folgt zugleich 

1 
für jedes Orthoprisma ooPn die Form^P«, und 

für jedes H e m i d o m a ±mPoo die Form ^r:::^ — Poo. 

§. 213. Zwillingsfläche eine Fläche des Klinodomas mSoo. 

Es sind besonders die interessanten ZwiUingskrystalle des Orthoklases, 
wie sie zu Baveno , bei Hirscbberg , auf Elba und anderwärts vorkommen. 


*) Für den Titanit ist sehr wahrscheinlich g^^, obwohl sich aus Rase's Messungen 
^ ein etwas abweichender Werth ergiei^t. 


852 MonoklinoeJrificbes System. 

welche uns veranlassen, noch ein drittes Gesetz der Zwülingsbildang in Be- 
trachtung zu ziehen : das Gesetz nämlich , dass die Zwillingsfläche einer 
Fläche des Klinodomas mSco entspricht. Die Gleichung der ZwillingsBäche 

ma c 
giebt uns in diesem Falle die Werthe von as=ma, & = oob, und c = c; 
doch ziehen wir es vor, die Rechnung mit den Buchstaben a und c zu führen, 
für welche zuletzt die Werthe ma und c zu substituiren sind. 

Setzen wir also in den Werthen der Parameter ;;, jr, s, fij v und q des 
§. 209 A = cx>, so stellen sich für die transponirten Axen des Individuums U 
die folgenden Gleichungen heraus : 

für die Axe der x\ -« ö-t-öt^ -h ^ » r, == 0, und — ^ h ^-07^= 0, 

für die Axe der y', jr = 0, und 5? = 0, 

für die Axe der z\ x -h — ^ = 0, und -«-^— a^s — 4 "" ä — = 0. 

cost; (t^\\fC—fr Zac 

Ist uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F durch ihre Gleichung 

a c 
gegeben, so werden wir die derselben Fläche in dem Axensysteme des Indi- 
viduums I zukommenden Parameter a^, b^ und c^ finden, wenn wir ein ganz 
ähnliches Verfahren zur Anwendung bringen, wie in §. 49, d. h. wenn wir 
die allgemeinen Ausdrücke für die Centrodistanzen irgend eines Punctes der 
Axe der x\ der y und der s' beziehendlich den Parametern a, V und c 
gleich setzen, dadurch die Coordinaten /?, ^, s u.s.w. der Durchschnittspuncte 
der Fläche F mit den Axen der x^ y und z^ sowie endlich aus diesen Coordi- 
naten nach §. 18 die in diesen Axen liegenden Parameter der Fläche bestim- 
men. Auf diese Weise erhalten wir : 


* "■ 2c?'fl'c^cosC+*'c'(a2sin2C-^c2)-2fl*'cffsin*C 

ab'ciahm^C-^c^) 


Ä, = *' 


^*"" 2öc(fl'cosC-*')c'-a'A'(fl»sin'^C-c*) 
Substituirt man in diesen Ausdrücken für a und c die Werthe ma und c, so 
wie für a\ V und c die Werthe m'a, r'b und /c, so wird man aus ihnen die 
weiteren Bestimmungen der Flächen ableiten können. 

Für die oben erwähnten Zwillingskrystalle des Orthoklases verein- 
facht sich jedoch die ganze Betrachtung bedeutend dadurch, dass das Klino- 
doma 2]ßoo, nach dessen Fläche sie gebildet sind, rechtwinkelig ist. Aus 
dieser Eigenschaft folgt, dass <7sinC='C, mithin auch, dass 

ff*sin*C-hc*=2c* 

ö2sin«C-c^=0 

ist. Setzen wir diese Werthe in die Ausdrücke von a^^ b^ und Cp so erbal- 
ten wir 
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c a . 


^* ^ ac cos C^b' ' 

b, = b\ 
__ a bc 

^' ~ aiacosC-b') ' 
welche Parameter für irgend eine Fläche F von dem Verhältnisse wa : rb : ^c, 
unter Berücksichtigung dass a = 2a, undc=:c, sowie acosC = ^b ist, end- 
lich folgende Form annehmen : 

_ 2rseL 

b^ == rb 

mrc 


Aus diesen Werthen wird man leicht für jede Form des einen Individuums 
die ihr im anderen Individuum entsprechende Form berechnen können. 


Sechster Abschnitt. 


isches System. 


§.214. Rechtfertigung der Annahme eines diklino^'drischen 

Systems. 

Als Mitscherlich vor dreissig Jahren die Formen des unterschwefelig- 
sauren Kalkes beschrieb*), da erkannte sein Scharfblick sogleich, dass diese 
Formen einem ganz eigenthümlichen Gestaltangsgesetze unterworfen, und 
daher in ein besonderes Kristallsystem zu verweisen seien. Es ist 
jedoch der letzteren Folgerung vielfach die gebührende Anerkennung versagt, 
und die Selbständigkeit dieses Kristallsystems ignorirt oder angefochten wor- 
den. Da ich aber von der Richtigkeit jener Folgerung überzeugt war, so 
wurde es auch in einem besonderen Abschnitte meines Lehrbuches der Kry- 
stallographie"^) zur Darstellung gebracht, und unter dem Namen des dikli- 


'■') Poggendorffs AnoaleD, B. VIII, 1826, S. 427. 

**) Band II, S. 95—117; aach Kvpffer hat ia seinem Handbuehe der rechneodeo Rry- 
stallonomie S. 456 — 481 diesem Systeme einen besonderen Abschnitt gewidmet, die Selb- 
ständigkeit desselben anerkannt, nnd dafür den Namen des tritopris malischen 
Systems in Vorschlag gebracht. Rammeisberg hat sich in seinem Handbuche der krystal- 
lographischen Chemie gleichfalls zur Annahme desselben entschloBsen. - 

Naamaan^s Krystallographte. ^^ 
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noedrischen Systems eingeführt. Die grosse Seltenheit solcher R17- 
stallreihen, deren Formen den Gesetzen dieses Systems unterworfen sind, 
mag vielleicht die Ignorirang desselben veranlasst haben; sie kann jedoch 
keinen zureichenden Grund zu seiner Zurückweisung liefern. 

Es ist oft gesagt worden, das diklinoCdrische System sei nur eine Moda- 
lität des triklinoe'drischen Systems, keinesweges aber ein eigenthümliches sie- 
bentes Krystallsystem. Ein solcher Ausspruch Hess eigentlich voraussetzen, 
dass dabei der Begriff von Krystallsystem, wie er von Denjenigen aufge- 
stellt worden ist, welche das Mitscherlich^sche System adoptirt hatten, eini- 
germaassen berücksichtigt worden wäre; diess ist aber keinesweges gesche- 
hen; ohne diese Begriffsbestimmung zu beachten, ist jenes Urtheil vom Stand- 
puncte ganz anderer Definitionen aus gefällt worden. Wer den von mir seit 
längerer Zeit vorgeschlagenen, und auch in diesem Buche S. 74 aufgestellten 
Begriff von dem, was unter einem Rrystallsysteme zu verstehen ist, einer 
Prüfung würdigen will, Dem wird die nothwendige Consequenz einleuchten, 
das von Mitscherlich entdeckte Gestaltnngsgesetz als den Grundtypus eines 
selbständigen Krystallsystems anzuerkennen; wer aber ohne jene Prüfung 
das siebente Krystallsystem verläugnen will, gegen Den lässt sich freilich gar 
nicht streiten. *) 

Indem wir also die Annahme eines diklinoe'drischen Systems, trotz der 
Seltenheit seiner Verwirklichung, für vollkommen gerechtfertigt halten, so 
bätten wir eigentlich jetzt eine Darstellung seiner Verhältnisse in ähnlicher 
Weise zu geben, wie diess bei den vorhergehenden Krystallsystemen gesche- 
hen ist. Indessen glauben wir uns, eben jener Seilenbeil seines Vorkommens 
wegen, in gegenwärtigem Elementarbuche nur auf einige allgemeine Betrach- 
tungen beschränken zu können. Wer sich weiter darüber unterrichten will, 
den verweisen wir auf unser Lehrbuch der Krystallographie und auf Kupffer's 
Handbuch der rechnenden Krystallonomie. 


§.215. Axensystem; Formen; Ableitung und Bezeichnung 

derselben. 

Das diklinoedrisehe Krystallsystem ist nach S. 74 der Inbegriff aller der- 
jenigen Krystallformen, deren geometrischer Grundcharakter in drei Goordi- 
nat-Ebenen gegeben ist, von welchen sich zwei unter einem rechten Winkel 
schneiden, während die dritte auf beiden schiefwinkelig ist. Die Axen, als 
die Durchschnittslinien dieser Ebenen, scheinen unter dem Gesetze der durch- 
gängigen Ungleichheit zu stehen. Weil aber diejenige Axe, welche die Darch- 


^) Nach dem bekannten Satze : contra principia aegantem dispotari non potest. So 
lange der S. 74 aufgestellte Begriff von RrystaUsystem nicht als falsch erkannt wird, 
so lange wird auch das von Mitscherlich entdeckte siebente Rrystallsystem als ein solches 
gelten müssen. Die Gregoer dieser Ansicht hätten ihre Kritik zanächst anf jenen Begriff 
richten, und das Fehlerhafte desselben darthun müssen, bevor sie über das Sein oder das 
Nichtsein eines siebenten Krystallsystems ihr Eodorthell aussprachen. 
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schoittslinie der beiden rechtwinkeligeo Coordinat^Ebenen ist, vermöge sol- 
eber Lage eineo emiDenten Werth erhält, so wird sie die natürliche Hanpt- 
axe, und daher die aufrechte Stelinog des Systems nach ihr za bestimmen 
sein. Die beiden anderen Axen erhalten dadurch die Bedentnng von Neben- 
axen, für welche die verschiedene Grösse den besten Unterscheidnngs- 
grand darbietet, daher wir sie, wie im rhombischen Systeme, als Hakro- 
diagonale und Brachydiagonale unterscheiden. 

Der Winkel ^ ist ein rechter, während die beiden Winkel B und C 
zweierlei verschiedene schiefe Winkel sind; die Axenwinkel a, ß und y 
aber sind durchgängig schief. Alle acht Raum-OcUnten bilden sonach recht- 
winkelige Trieder ; oder ihre Intersectionen mit einer, um den Mittelpuncl 
des Axensystems gedachten Kugelfläche bilden rechtwinkeUge sphärische 
Dreiecke. 

Construirt man um ein diklinoedrisches Axensystem für ein gegebenes 
endliches Parameter- Verhältniss a i b i c^ alle mögliche isoparametrische 
Flächen, so gelangt man auf eine von acht Dreiecken umschlossene Form, 
deren Flächen jedoch viererlei verschiedenen Werthes sind, da jede Fläche 
nur mit ihrer Gegenfläche übereinstimmt. Die so construirte Form ist also 
keine einfache, sondern eine tetramerische, aus vier Partialformen zusam- 
mengesetzte Form. Ihren allgemeinen Eigenschaften nach wird sie als eine 
diklinoödrische Pyramide, und daher jede ihrer Partialformen als eine 
Viertelpyramide oder Tetartopyramide zu bezeichnen sein. Wie 
die zwei Hemipyramiden einer jeden monoklinoednschen, so sind auch die 
vier Viertelpyramiiien einer jeden diklinoedrischen Pyramide in ihrer Erschei- 
nung völlig unabhängig von einander, weshalb wir auch nicht erwarten kön- 
nen, sie immer vollständig ausgebildet anzutreflen. 

Nächst den Pyramiden giebt es noch in diesem Systeme drei Arten von 
prismatischen Formen, und die drei, den Coordinat-Ebenen des Axen- 
systems entsprechenden Pinakoide. Die verticalen prismatischen Formen, 
für welche wir das Wort Prisma ausschliesslich gebrauchen, haben gleich- 
werthige Flächen und rhombische Querschnitte, sind also einfache Formen, 
und erscheinen immer vollständig mit allen vier Flächen, wie die gleichnami- 
gen Formen des monoklinoedrischen und rhombischen Systems. Diejenigen 
beiden Arten von prismatischen Formen aber, deren Flächen einer der Neben- 
axen parallel laufen, haben ungleichwerthige Flächen und rhomboidische Quer- 
schnitte, sind also zusammengesetzte Formen, und zerfallen in zwei, 
von einander unabhängige Partialformen. Wir nennen diese geneigt^prisma- 
tiscben Formen im Allgemeinen Domen, unterscheiden sie, wie im rhombi- 
schen Systeme, nach derjenigen Axe, welcher ihre Flächen parallel sind, als 
Makrodomen und Brachydoraen, und ihre Partialformen als Hemi- 
domen. 

Dieselben Gründe, welche uns in §. 195 bestimmten, den Ableitungen im 
monoklinoedrischen Systeme eine vollständig vorausgesetzte Pyramide zu 
Gmnde zu legen, nöthigen uns, auch für die Ableitungen im dikltnoödriscben 
Systeme eine vollständige, mit allen vier, im Gleichgewichte ausgebildeten 

23 • 
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Partialformen erscheioeode Pyramide als Grandform anzuDehmen. Diese 
Grundform wird bestimmt durch das Verhältniss derGruudparameter a : b : c, 
und durch die beiden Winkel B und C, ans welchen die Axenwinkel a, ß und 
y leicht zu berechnen sind. Die Bezeichnung der Grundform, die Ableitung 
selbst, und die Bezeichnung der abgeleiteten Formen stimmt so vollkommen 
mit den gleichnamigen Verhältnissen des triklinoedrischen Systems iiberein, 
dass wir deshalb auf die in §. 220 folgenden Betrachtungen verweisen. 


§. 216. Berechnung der Formen, Combinationen, Zonenlehre. 

Bei der Berechnung der diklinoedrischen Potmen sind zunächst die 
einzelnen Viertelpyramiden zu berücksichtigen, deren jede mit den drei 
Hauptschnitten drei Kanten, in diesen Hauptschnitten aber sechs ebene 
Winkel bildet, welche neun Grössen als die wichtigsten Gegenstände der Be- 
rechnung zu betrachten sind. Da die beiden verticalen Hauptscbnitte noch 
rechte Winkel bilden, da folglich jede Pyramidenfläche am Axensysteme ein 
rechtwinkeliges Trieder begränzt, so wird die Rechnung im Vergleich zu dem 
triklinoä'drischen Systeme bedeutend vereinfacht, obgleich sie wegen der bei- 
den schiefen Neigungswinkel B und C der Basis, und wegen der drei schiefen 
Axenwinkel weil complicirter werden muss, als im monoklinoedrischen Sy- 
steme. Es ist zweckmässig, die Signatur der verschiedenen Winkel ganz 
tibereinstimmend mit jener des triklinoedrischen Systems zu wählen; dann 
brauchen wir nur in denen, weiter unten für dieses System mitgetheilten Re- 
sultaten ^ = 90^ zu setzen, um solche dem diklinoedrischen Systeme anzu- 
passen. 

Die Combinationen stehen ihren Symmetrie-Verhältnissen nach mit- 
ten inne zwischen jenen des monoklinoedrischen und des triklinoedrischen 
Systems, indem alle diejenigen Formen, deren Flächen in die Hauplaxenzone 
fallen, eben so ausgebildet. sind, wie im monoklinoedrischen (oder auch im 
rhombischen) Systeme, während alle übrigen Formen derselben Ausbildungs- 
weise unterliegen, wie^im triklinoedrischen Systeme. Wer sich also mit die- 
sem letzteren Systeme bekannt gemacht hat, der wird auch keine Schwierig- 
keiten bei der Beurtheilung und Entwickelung der diklinoedrischen Combina- 
tionen finden. 

Die Zonenlehre fällt, soweit sie die Position der Flächen betrifll, 
fast ganz mit jener des triklinoedrischen Systems zusammen, mit Ausnahme 
der Hauptaxenzone, deren Verhältnisse dieselben sind, wie im monoklinoedri- 
schen Systeme. Dagegen erhält die Tangente tautozonaler Kanten, ver- 
möge der fünf schiefen Neigungswinkel des Axensystems , einen besonderen 
Werth, welcher sich aus dem, S. 56 stehenden Ausdrucke von tang^ be- 
stimmt, wenn in selbigem ^ = 90^ gesetzt wird; man erhält so für irgend 
zwei Flächen F und F\ welche in eine Zone fallen, deren Zonenlinie durch 
die Gleichungen 
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gegeben ist : taog^ 

~aÄ'ft6'sin*y+cc'flÄ'sin*/?+6ft'cc'sin*a--ft6'(ca'+c'fl)cosÄsinysina— <Jc'(ö6'+a'6)cos(7sinasin/? 

Werden nun die beiden Flächen F und F' als abgeleitete Flächen 
auf die Grundparameter a, b und c bezogen, so ist für sie 
das Verhältniss a : b : c^ mit ma : rb : «c, 
das Verhältniss d \ V \ c\ mit »i'a : r b : /c 
zu vertauschen , und setzt man diese Werthe in den Ausdruck von langfF 
ein, so erkennt man leicht, dass die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse 
in diesem Krystallsysteme nur dann bestehen kann, wenn den beiden Producten 

ca cos^sin/sinor und abcosCsinasin/? 
rationale Zahlenwerthe entsprechen. 

Wir wollen diese Bedingungen für die Krystallreihe des unterschwefelig- 
sauren Kalkes prüfen , von welcher uns Mitscherlich sehr genaue Messungen 
geliefert hat, aus denen sich folgende Elemente ergeben : 

a : b : c = 1,533 : 1 : 0,7849 
JB = 98*21', C=107n', 
a = 87«25', /? = 98M4', y=l07M3'5 
aus diesen Elementen des Axensystems folgt aber : 

cacosfisin^/sina = 0,1667 = ^, 
abcosCsinasin/? = 0,4434 = f. 

Wir erhalten also wirklich ein paar sehr einfache rationale Zahl- 
wertbe mit einer Genauigkeit, welche gar nichts zu wünschen übrig lässt, 
indem die gemessenen Winkel nur um 1 bis %' geändert zu werden brau- 
chen, um jene Producte genau auf die Zahlen \ und f zu bringen. Demnach 
sind wir wohl berechtigt, das von Mitscherlich für den unterschwefeligsauren 
Kalk eingeführte Axensystem , und somit sein siebentes Krystallsystem als 
hinreichend begründet anzusehen. 

Anm. Es scheinen aber auch die Producte casin/sina und absinasin/? für 
sich rationalen Zahlen zu entsprechen ; denn man findet : 
casin^sina = 1,148, oder sehr nahe |-j-, 
absinasin/? = 1,514, oder sehr nahe ^, 
woraus denn weiter folgen würde , dass auch cos^ und cosC rationale Werthe 
haben; denn 

wenn f^cos^ =:= ^, so ist cos^ = -^^ 
und wenn ^|cosC = f, so ist cosC = ^f ; 
hiernach findet man B = 98* 20', und C = \07^ 1', was bis auf l' mit den von 
Mitscherlich gemessenen Winkeln übereinstimmt. 

Noch genauer wird auch das Product bcsin/?sin/ durch eine rationale Zahl 
ausgedrückt ,- man findet nämlich 

bcsin/?siny = 0,7413, oder = f^. 

Diess würde zur Berechnung der Grundparameter a, b und c gelangen las- 
sen, indem map das Product aus casin/sin« und absinosin/? durch hcBiaß^iny 
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dividirt, dabei deren Werlbe |f , f^ and |^ zu Grande leg^, und so znvOrderst 
die Grosse asina, dann aber, durch Division mit asina, die Grössen bsio/tf und 
csin;/ bestimmt, und endlich, durch Division dieser drei Grössen hezieheodlich 
mit sincr, sin/? und sin;^, die Werthe von a, b und c findet. Führt man diese 
Rechnung aus, so erhMlt man 

a : b : c = 1,5370 : 1,0006 : 0,7843, 
was Äusserst wenig von demjenigen Verbditnisse abweicht, welches aus den Mes- 
sungen von Mitscherlich folgt. 


Siebenter Abschnitt. 
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€r^ie0 Capitel. 
Formen des triklmoödrisehen Systems. 

§. 217. Axensystem und Elemente desselben. 

Das triklino^'drische Sy^stem ist der Inbegriff aller derjenigen Krystall- 
formen, deren geometrischer Grandcharakter durch drei, auf einander scbief- 
winkelige, und zwar ungleich schiefwinkelige Coordinat-Ebenen, sowie 
durch drei ungleiche, und daher ungleichwerthige Axeu bestimmt wird. Dem- 
nach findet in diesem Systeme eine durchgängige Ungleichheit der Angular- 
und Linear-Dimensionen, und die grösste Abweichung von der Regelmässig- 
keit des Tesseralsystems Statt. Wie also für dieses letztere System in der 
Rechtwinkeligkeit seiner Coordinat-Ebenen und io der Gleichheit seiner Axen 
die Bedingungen für das Maximum der Symmetrie, so sind für das trikli- 
noedrische System in der Schiefwinkeligkeit seiner Coordinat-Ebenen und in 
der Ungleichheit seiner Axen die Bedingungen für das Maximum der Unsym- 
metrie gegeben, welches überhaupt in einem trimetrischen Axensysteme 
vorkommen kann. 

Den drei schiefen Neigungswinkeln A^ B und C der Coorditiat-Ebenen 
entsprechen die drei Axenwinkel a, ß und y, welche in der Regel gleichfalls 
alle schief sind, obwohl auch in manchen Fällen einer derselben ein rechter 
sein kann ; was jedoch keine Verschiedenheit des Krystallsystems bedingen 
würde. 

Da für die aufrechte Stellung des Axensystems keine bestimmten Indi- 
cationen geboten sind, so haben wir willkürlich eine der Axen als Haupt- 
a xe zu hestimmen, worauf die beiden anderen Axen, weil sie die Diagonalen 
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der scbiefen rbomboidischen Basis biiden, wie im rbombischen Systene, als 
Makrodia^onale und Brachydiagonale uBterscbieden werden kön- 
nen. Die drei Coordinat- Ebenen erhalten demgemslss wiedernm die Namen 
des basischen, des makrodiagonalen and des bracbydiagonalen 
Haupischnitts. Gewöhnlich ist es zweckmässig, bei der wissenscbafl;- 
liehen Betrachtung der Formen den hrachydiagonalen Hauptschnitt auf uns 
zulaufend zu denken, wobei uns auch die Basis meistentheils entgegen fällt, 
weil in der Regel die Brachydiagonale einen kleineren Winkel mit der Hanpt- 
axe bildet, als die Makrodiagonale. 

Anm. Man könnte füglich die ganze Krystallograpbie aof die Betrach- 
tung des trikKnoedrischen Systems gründen , und wQrde damit der Forderung 
vollkommen entsprechen, vom Allgemeinen auf das Besondere überzugehen; 
denn in der That brauchen wir nur angemessene Veränderungen in den Ele- 
menten des Axensystems eintreten zu lassen, um von dem trikiinoedrisehen Sy- 
steme auf irgend eines der anderen Krystallsysteme zu gelangen. Indessen ist 
es aus manchen Gründen zweckmässiger, den entgegengesetzten Weg einzu- 
schlagen, also mit dem tesseralen Systeme zu beginnen, und mit dem trikiinoe- 
drisehen Systeme zu schliessen. 

§. 218. Triklino^'drische Pyramiden. 

Denken wir uns um ein triklino^'drisches Axensystem , for irgend ein 
endliches Verhältniss der Parameter a : b : e, den vollständigen Inbegriff 
aller isoparametrischen Flächen ausgebildet, so erhalten wir eine von 8, 
viererlei ungleichseitigen Dreiecken umschlossene Form, deren Mittelkanlen in 
der Ebene der Basis liegen, oder eine vollständige triklinoedrische Py- 
ramide. 

Von den Flächen dieser Pyramide sind aber immer nur zwei Gegen- 

fläcben einander gleich und ähnlich, weshalb es 

♦ überhaupt viererlei verschiedene Flächen giebt, 
welche die Pyramide aus vier Partial for- 
men zusammengesetzt erscheinen lassen, deren 
jede einzelne nur zwei parallele Flächen dar- 
stellt, und als eine Viertelpyramide oder 
Tetartopyramide bezeichnet werden kann. 
Die Kanten zerfallen in sechs, durch ihre 
Länffe, wie durch ihr Winkelmaass verschie- 
dene Kantenpaare, von denen immer ein länge- 
res und ein kürzeres in je einem der drei Haupt- 
schnitte enthalten ist. Die Ecke sind viererlei- 
p. "^^ kantig und dreierlei, nämlich zwei Polecke, 

zwei spitzere Mittelecke an den Endpuncten der 
längeren , und zwei stumpfere Mitteleoke an den EndpuneteD der kürzeren 
Nebenaxe. Die Hauptschnitte und alle ihnen parallele Schnitte sind 
Rbomboide. 
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Die triklino^'drischen Pyramiden erscheinen jedoch niemals so voilstän« 
dig mit allen vier, im Gleichgewichte ausgebildeten Partialformen, wie diess 
die vorstehende Beschreibung und Figur voraussetzt; vielmehr sind diese 
Partialformen eben so unabhängig von einander, wie die Hemipyramiden des 
monoklino^drischen Systems, weshalb denn die Pyramiden im gegenwärtigen 
Systeme gewöhnlich nur mit einzelnen Viertelpyramiden ausgebildet sind, 
welche selbst in denjenigen Fällen , da ihrer zwei, drei, oder alle vier vor- 
handen sein sollten, eine sehr ungleichmässige Ausdehnung ihrer Flächen za 
zeigen pflegen. 

Bei dieser gegenseitigen Unabhängigkeit der correlaten Viertelpyramiden 
wird es nolhwendig, eine jede derselben besonders in das Auge zu fassen, 
und sie auch in der Bezeichnung von einander zu unterscheiden. Haben wir 
uns einmal über die Stellung des Axensystems verständigt, so ist diese Unter- 
scheidung am leichtesten und einfachsten in der Weise zu bewerkstelligen, 
dass wir dabei die verschiedene Lage der vorderen, uns zugewendeten 
Flächen jeder Pyramide nach oben und unten, nach rechts und links 
berücksichtigen, und daher dem Buchstaben P, als dem Grundelemente in dem 
Zeichen einer jeden Viertelpyramide, einen Accent an derjenigen Stelle bei- 
fügen, welche der Lage ihrer vorderen Fläche entspricht. Demgemäss 
würde also in dem Zeichen einer Viertelpyramide, deren vordere Fläche oben 
rechts oder oben links erscheint, P' oder 'P, in dem Zeichen einer Vier- 
telpyramide aber, deren vordere Fläche unten rechts oder unten links 
erscheint, P^ oder ^P zu schreiben sein. Nur auf diese oder eine ähnliche 
Weise ist es möglich, ein GoUectivzeichen für die vollständige Pyramide zu 
geben, weil sich jene vier Zeichen in das einzige Zeichen ^T^ zusammen- 
ziehen lassen. 

Da eine jede Viertelpyramide nur ein einziges Flächenpaar darstellt, so 
kann sie auch nicht für sich allein erscheinen; wollen wir sie uns aber in 
ihrer Isolirung vorstellen, so müssen wir ihren Flächen irgend eine be- 
stimmte Begränzung anweisen, wozu sich am besten die drei Hauptschnitte 
des Axensystems eignen, welche ja schon in der vollständigen Pyramide die 
Gränzflächen ihrer einzelnen Partialformen abgeben. Die beiden Flächen 
jeder Viertelpyramide fallen in zwei Gegen-Octanten des Axensystems, und 
eine jede derselben bildet mit den Hauptschnitten oder Coordinat-Ebenen drei 
Intersectionen, welche wir nach ihrer Lage als die brachy diagonale, die 
makro diagonale und die basischeK ante unterscheiden, und welche weit 
wichtiger sind, als die Kanten der vollständigen triklinoedrischen Pyramide. 

§.219. Prismatische Formen und Pinakoide. 

Ausser den Pyramiden erscheinen noch dreierlei verschiedene prisma- 
tische Formen, nämlich verticale Prismen, für welche wir, wie in den 
vorhergehenden Systemen, das Wort Prisma ausschliesslich gebrauchen 
werden, und zwei Arten von geneigten Prismen, welche wir abermals 
Domen nennen, und als Makrodomen und Brachydomen unterscheiden 
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wollen, je nachdem ihre Flächen der Makrodiagonale oder der Brachydiago- 
naie der Grundform parallel sind. 

Alle diese prismatischen Formen des triklinoedrischen Systems haben 
rhomboidische Querschnitte, bestehen daher aus zwei ungleichwer- 
thigen Flächenpaaren, und zerfallen demgemäss in zwei Parti alfor- 
men, deren eine jede für sich wiederum nur ein einziges Flächenpaar dar- 
stellt, während beide in der Erscheinung eben so unabhängig von einander 
sind, wie die vier Viertelpyramiden einer und derselben Pyramide. Wir un- 
terscheiden sie daher als Hemiprismen und als Hemidomen. 

Die drei Pinakoide endlich sind die drei, den Hauptscbnitten des 
Axensystems parallelen Flächenpaare. 

Da also die Pyramiden dieses Systems in vier, die prismatischen Formen 
desselben in zwei Partialformen zerfallen, und da jede dieser Pardalformen, 
eben so wie jedes Pinakoid, nur aus zwei parallelen Flächen besteht, so 
haben wir es in jedem triklinoedrischen Krystalle überhaupt nur mit lauter 
einzelnen, ungleich werthigen Flächenpaaren zu thun, weil für jede Fläche 
einzig und allein in ihrer Gegenfläche eine gleicbwerthige Fläche vorhanden 
isf^). Diese Vereinzelung aller Flächen hat iur die Erscheinungsweise der 
trikliooc^drischen Gombinationen in manchen Fällen einen solchen Mangel an 
Symmetrie zur Folge, dass sie sich sehr auffallend von den Gombinationen 
aller bisher betrachteten Systeme unterscheiden, während sich dagegen in 
anderen Fällen durch simultane Ausbildung der correiaten Partialformen eine 
Annäherung an die Symmetrie des monoklino^drischen Systems zu erkennen 
giebt. *♦) 

Jedenfalls aber werden wir sowohl bei gegenwärtiger allgemeiner Dar- 
stellung des Systems, als auch bei der besonderen Betrachtung einer jeden 
trikliooedrischen Krystallreihe die, gewissermaassen nur in ihrer Zerstücke- 
lung erscheinenden Formen in unserer Vorstellung zu ergänzen haben, indem 
wir die einzelnen Partialformen, gleichsam die disjecta membra derselben, 
immer mit ihren correiaten Formen in Beziehung denken. Denn ohne dieses 
Hilfsmittel würde kaum eine klare Uebersicht in einem Systeme, zu gewinnen 
sein, dessen Krystallformen nur Aggregate von. einzelnen Flächenpaaren, und 
dessen Symmetrie- Verhältnisse oft so versteckt sind, dass man bisweilen an 
dem Vorhandensein derselben zweifelhaft werden möchte. 

§. 220. Ableitung und Bezeichnung der Formen. 

Bei der allgemeinen schematischen Ableitung der Formen gehen wir von 
irgend einer vollständigen triklinoe'drischen Pyramide als Grundform aus, 


*) Mehr, als in jedem anderen, würde daher in diesem Krystallsysteme eine Be- 
vorzBgnng der einzelnen Flächen vor den Formen, nnd eine solche Bezeichnung gerecht- 
fertigt sein, welche zunächst nur die einzelnen Flächen erfasst. 

**) Das Erstere ist z. B. der Fall mit dem Axinite und Kupfervitriol, das Letztere mit 
den verschiedenen trikliDoSdrischea Feldspathen. 
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bezeichneu solche mit 'P' und bestimmen ihre aufrechte Stellung. Das, 
ihren Flächen zukommende Parameter -Verbältniss « : b : c, usd die drei 
Neigungswinkel A^ B und C der Coordinat-Ebenen oder Hauptscbnitte liefern 
uns in jedem besonderen Falle die Elemente des Axensystems« 

Aus dieser Grundform wird nun , wie im rhombischen Systeme, durch 
blose Veränderung des in der Hauptaxe liegenden Parameters a, zunächst die 
Grundreihe des Systems 

op m'^\ :p; j»:?: oo'f 

abgeleitet, welche die sämmtlichen Protopyramiden das Protoprisma und 
das Basopinakoid begreift, und deren Glieder rechter Hand alle spitzer, 
linker Hand alle flacher sind, als 'P'. Diese Reihe ist eigentlich eine 
vierfache Reihe, indem jedes ihrer Glieder, mit Ausnahme der beidenäus- 
sersleu, in vier Viertelpyramiden mF, mT, mP^ und m^P zerrälit, welche von 
einander gänzlich unabhängig sind. Das eine Gränzglied OP ist, wie immer, 
das basische Flächenpaar oder das Basopinakoid, während das andere Gränz- 
glied oo'P' ein verticales Prisma von rhomboidischem Querschnitte darstellt, 
welches also in die zwei Hemiprismen ooP' und ooT zerfällt. 

Aus jedem Gliede dieser Grnndreihe lassen sich nun abermals zwei Rei- 
hen von Pyramiden ableiten, indem man einerseits den in der Makrodia- 
gonale der Grundform gegebenen Parameter b, anderseits den in der Bra- 
chydiagonale gegebenen Parameter c mit irgend einer Zahl n multiplicirt, 
welche alle möglichen rationalen Werthe von 1 bis oo haben kann. Nennen 
wir diese Pyramiden wiederum, wie im rhombischen Systeme, Makro Pyra- 
miden und Brachypyramiden, und benutzen wir, wie dort, zu ihrer 
Unterscheidung die prosodiscben Zeichen der Länge und Kürze, so lässt sich 
der Inbegriff aller, aus irgend einem m[¥\ durch Veränderung der Makro- 
diagonale abgeleiteten Formen in der Reihe 

ot:p; »»;p: »i:p;oo 

und der Inbegriff aller, durch Veränderung der Brachydiagonale abgeleiteten 
Formen in der Reibe 

y/i;p; ot;P; iw:p;oo 

zusammenfassen. Die letzten Gränzglieder dieser Reihen sind geneigte Pris- 
men oder Domen, und zwar einerseits ein Makro doma, anderseits ein 
Bracbvdoma, von denen aber ein jedes in zwei von einander unabhängige 
Hemidomen zerfällt. Je nachdem nun, vermöge der einmal gewählten 
Stellung des Axensystems, die Brachydiagonale, oder die Makrodiagonale auf 
den Beobachter zuläuft, je nachdem wird man die brach ydiagonalen Hemido- 
men mit den Zeichen mP.oo und mPoo^ dagegen die makrodiagonalen He- 
midomen mit den Zeichen m'P'co und mPco zu versehen haben, oder auch 
umgekehrt; weil die Stellung der Accenle der Lage entsprechen muss, in 
welcher sich die vorderen Flächen dieser Hemidomen dem Beobachter prä- 
senliren. 

Wird dieselbe Ableitung auch für das Protoprisma oo'F geltend ge- 
macht, so gelangt man auf folgende zwei Reihen verticaler Prismen ; 
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oo'F oo'P'w cx)Poo 

and oo'P' oo r « cx)roo. 

Wir nennen die erstere die Reihe der Makreprismen , die zweite die Reihe 
der Brachyprismen, und erkennen in ihren äussersten Gränzgliedern das 
Makropinakoid und das Brachypinakoid, während die übrigen Glie- 
der Prismen von rhomboidischen Querschnitten sind, und folglich in zwei von 
einander unabhängige Hemiprismen zerfallen, welche als rechte und 
linke unterschieden werden, wozu in dem Zeichen ein einziger, rechts oder 
links angebrachter Accent ausreichend ist. 

Anm. Hiermit ist denn die Ableitung sämmtlicber Formen und Parlial- 
formen vollständig ersebOpft, und es bedarf nur noch der Bemerkung, dass sich 
auch in diesem Systeme die Resultate aller Ableitangen in einem einzigen 
Schema zasammenstellen lassen, welches eine vollständige und wohl geordnete 
Uebersicht des ganzen Krystalisystejns gewährt. 


§. 221. Berechnung der Formen; Pyramiden. 

Bei der Berechnung der triklinofe'drischen Formen haben wir zunächst 
irgend eine Viertelpyramide von dem Parameter^VerlKihnisse a : 6 : c zu be- 
rücksichtigen ^ weil sieh aus den für sie gefundenen Formeln sehr leicht die- 
jenigen ableiten lassen, welche irgend einer anderen Form entsprechen. 
Die Signatur der Winkel wählen wir gerade so, wie im rhombischen Systeme ; 
für irgend eine Vierlelpyramide Fig. 86 bedeuten uus also : 

^, B und C die an den Axen der j?, y und z an- 
liegenden Neigungswinkel je zweier Coor- 
dinat^Ebenen oder Hauptscbnitte, 
a, ß und y die ihnen gegenüberliegenden Axen- 

winkel, 
JT, Y und Z die den Axen gegenüberliegenden In- 
tersectionen, oder die drdi Kanten der Viertel- 
pyramide, 
endlich d und €, •d' und i;, % und i die Haupt- 
^ oA *^ schnittwiukel des hasischen, des brachydia- 

gonalen und des makrodiagonalen Hauptscbnitts. 
Man könnte alle diese Winkel durch zweckmässig angebrachte Accente 
auf ähnliche Weise unterscheiden, wie diejenigen Viertelpyramiden, welchen 
sie angehören, üebrigens darf man nicht vergessen, dass in allen folgenden 
Rechnungen die sechs Winkel A^ B und C, a, ß und y als spitze Winkel 
vorausgesetzt sind, weshalb in jedem besonderen Falle genau darauf za achten 
ist, ob einige, und welche von diesen Winkeln für die betreffende Viertel^ 
Pyramide als stumpfe Winkel auftreten. 

Indem wir die Grundwinkel ^, B und C im Allgemeinen als bekannt 
voraussetzen, so bestimmen sieh aus ihnen die Axenwinkel a, ß und y wie 
folgt: 
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^ cos^+cos£cos(7 . 
"" sinBsinC 

^ cosB-hcosCeosJl 
cos/9 = ' r" ^ 

_ COS(7+COS^CO80 

' "" sin^sinA 
Doch braucht man immer nar einen dieser Winkel unmittelbar zu berechnen, 
weil sich die beiden anderen aus dem einfachen Verhältnisse 

sina : sin/9 : siny s= sin^ : sin£ : sinC 
ableiten lassen. In einer und derselben Krystallreihe sind diese sechs Win- 
kel als CO n staute Elemente gegeben, welche in allen Formen denselben 
Werth behaupten, und nur insofern eine Verschiedenheit zulassen, wiefern 
sie bald als spitze, bald als stumpfe Winkel auftreten. 

Für eine jede Viertelpyramide sind nun die Hauptschnittwin- 
kel, die Kant enwinkel und die Kantenlinien als die drei wichtigsten 
Gegenstände der Berechnung zu betrachten. 

I. Hauptschnittwinkel einer Viertelpyramide. 

Diese Winkel bestimmen sich als Functionen der Parameter durch 
folgende einfache Werthe ihrer Tangenten : 

^ ^ bsina __ csina 

"" c— Äcosa' ° "" Ä— ccosa ' 

^ csin/9 asinß 

tang* = ^ , tangw = ^ , 

° ff— ccos/9 °' c— flcos/9 ' 

flsiny . Äsiny 

tan£:r = -r — , taust = j—^ — . 

^ Ä— flcosy ° a— ^cosy 

Bei dem Gebrauche dieser Formeln hat man sorgfaltig darauf zu achten, 
welche von den Winkeln a, ß und y spitz oder stumpf sind, weil im letzteren 
Falle der betreffende Cosinus negativ zu nehmen ist. 

Als Functionen der Kantenwinkel Ä^ Fund Z werden die Haupt- 
schnittwinkel durch folgende Formeln dargestellt : 

^ cos F+cos JTcos C cosZ+cosJTcosÄ 

COSO s— J • — v"~: 7i '"" * COSC S^ . wr * n * 

sin^sinC sinJiSino 

^ cosZ+cos Fcos^ cosJT+cos FcosC 

"""*= sinFsin^ > '^''^ sinY^nC ' 

COS JT-l-cosZcosÄ cos F-l-cosZcos-4 

cosr = . ^ . p 5 cost = . „ . — T — 9 

sinZsin^ sinZsin^ 

wobei ebenfalls zu berücksichtigen ist, welche von den Winkeln j4j B und C 

etwa stumpfe sind, weil dann die betreffenden Cosinus negativ einzuführen 

sind. Uebrigens bedarf man dieser Formeln nur zur Berechnung je eines 

Hauptschnittwinkels , weil zwischen diesen Winkeln und den Rantenwinkeln 

folgende allgemeine Relationen gelten : 

sind : sinijss sin F : sinAT 

sin^ : sint= sinZ : sinF 

sini: : sin« = sinA^ : sinZ 
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welche für je zwei, aa derselben Axe anliegende Hauptschnittwinkel, so 
wie: 

sind : sin£ =s sinF : sinZ 

sind : sini; =: sinZ : siaf 

sinir ; sini ?= sinA' : sinF 
welche fnr je zwei, in demselben Hauptschnitte liegende Hauptscbnitt- 
Winkel ihre Anwendung finden. 

Ausserdem sind noch je zwei, in demselben Hauptschnitte liegende 
Winkel durch die Gleichungen 

^ + «r+e = 180® 
mit einander und mit dem gleichliegenden Axenwinkel verbunden. 

II. Kantenwinkel einer Viertelpyramide. 

Die Kantenwinkel einer Viertelpyramide berechnen sich am leichtesten 
aus je zweien, an derselben Axe anliegenden Hauptschnittwinkeln und dem 
dazu gehörigen Grundwinkel des Axensystems mittels der Neperschen Ana- 
logieen, wie folgt: 

1. Xuüi Y, aus 3j tj und C: 

^^ ^ cosi(iy-l-o) 

ta«gK^-iO = coticai^ 

^*^ ' siniKiy-l-o) 

2. Z und X^ aus £, % und B : 

3. Y und Z, aus i^ 9' und Ax 

Will man also die drei Kantenwinkel einer Viertelpyramide berechnen, 
so sucht man zuvörderst aus den Parametern und den Axenwinkeln die Win- 
kel zweier Hauptschnitte, und findet hierauf, nach einer der vorstehen- 
den Anaiogieen, zunächst zwei Kantenwinkel; der dritte bestimmt sich 
durch das einfache Verhältniss, welches zwischen den Sinus je zweier Win- 
kel desselben Hauptschnitts und den Sinus der ihnen gegenüberliegenden Kan- 
tenwinkel besteht. 

Wenn auch nicht zur unmittelbaren Berechnung , so doch zur allgemei- 
nen Beurtbeilung ihrer Verbältnisse und zur Benutzung für anderweite Fol- 
gerungen ist es nützlich, die Kantenwinkel auch als Functionen der Grund- 
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Elemente des Axensystems zu keneen. Man geht dabei ron dem S. 44 ste- 
henden allgemeinen Aasdrucke für cos^ aus, indem man in selbigem succes- 
siv a\ b' und c' = setzt, und erhält so folgende Werthe : 

y^ bcÄna — aicosffsin^— cffcosCsinj? 

yK 

,- casin/9— AecosCsina— aicos^siny 

'''^ YK 

„ aisin/— eacos^sin/9— Accosi^sina 

COSZ y^ 

in welchen Ä=:*^c^sin*ö4-cVsin^/94-fl*Ä*sin^y'—2fl*Äc?-^—2Ä*(?öfi'—2c*flÄC 
ist, wobei 

A' = cos^sin/9sin/ 

B' = cos£sin;/sina 

C = cosCsinasin/9. 

III. Kantenlinien einer Viertelpyramide. 

Die Kenntniss der Kantenlinien ist besonders wichtig für die, zur Eni- 
werfung von Modellnetzen erforderliche Construction der einzelnen Flächen 
einer vollständigen triklinoedrischen Pyramide. Da nun diese Kantenlinien 
diejenigen Linien sind, welche die Endpuncte je zweier Parameter mit einan- 
der verbinden, so folgt 

X=' )/^i*+c*— 2Ä(?cosa 
F=/c*+a*-.2cffcos/J 

Z = y"a*-i-Ä^— 2flÄcosy 

wobei für den Fall, dass einer der Winkel a, ß und y ein stumpfer ist, der 
betreffende Cosinus negativ genommen werden muss. 

Man kann dieselben Linien auch nach folgenden Formeln berechnen : 

y ^ bsma ^ csina 

"" sind "" sine ' 
y. ^ csmß ^ asinß 

"" sin^ siniy ' 
y _^ flsiny __ bsiny 
"" sinir ~ sin^ 

Anm. Alle diese Resultate gelten unmittelbar fttr die Grundform, weon 
man für a, b ond c die Werthe der Grandparameter einftihrt ; setzt man dann 
ma statt a, so gelten sie für irgend eine Protopyramide, und setzt man noch nb 
statt 6, oder nc s\att e, so gelten sie für irgend eine Makropyramide oder eine 
Brachypyramide. 


§.222. Fortsetzung; prismatische Formen. 

In den verschiedenen prismalischen Formen sind von Hauptschnitt- 
winkeln nur noch diejenigen zu berechnen, welche dem gegen die prisma- 
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tische Axe geneigtea Hauptscbnitte angehören. Dagegen bilden alle drei 
Kantenwinkel, nämlich die beiden Längskanten, nnd die mit jenem Haupt- 
scbnitte hervorgebrachte Endkante, einen Gegenstand der Berechnung,, welche 
jedoch dadurch vereinfacht wird, dass die beiden Längskanten einer jeden he- 
miprismatischen Form mit je einem der drei Grundwinkel A^ B oder C 18(P 
bilden, und dass die Endkanten je zweier correlater hemiprismatischer 
Formen gleichfalls supplementär sind. 

1. Verticales Hemiprisma, von dem Verhältniss ooa i h i c* 

Der basische Hauptschnitt liefert die einfachste Endfläche der Form, 
weshalb nur noch die beiden Hauptschnittw^inkel d und e zu berechnen sind ; 
denn es ist t as /, i; 3 /?, and ^ z= ^ ss 0^. Wie in den Pyramiden bestimmt 

sich 

« Äsina ^ csina 

tanffo = 1 , tang£= 7 . 

^ c—bcosa ^— ccosa 

Die Endkante JIT, und eine der beiden Längskanten Y oder Z finden sich mit- 
tels der Neperschen Analogieen aus (f, ß und C, oder ans £, y und B\ [z. B. 
X und Y durch die beiden Formeln 

worauf die Langskante Z durch die einfache Gleichung Z=180®—-^—F ge- 
geben ist. 

Anm. Setzt man nb statt 6, oder auch ne statt e, so gelten dieselben 
Reebnongen fär irgend ein beliebiges makrodiagonales oder brachydiagonales 
Hemiprisma ; nur ist immer darauf Rücksicht zu nehmen, ob die Winkel «, ß 
und C spitz oder stumpf sind. 

2. Makrodiagonales Hemidoma, von dem Verhältniss a : 00& : c. 

Der bra-chydiagonale Hauptschnitt bildet die einfachste Endfläche 
der Form, weshalb nur noch die beiden Hauptscbnittwinkel d' und tj zu be- 
rechnen sind; denn es ist d = a, ^=/) und t=€=0^. Wie in der Pyramide 
bestimmt sich 

tang*= ^, tangi;= ^ . 

^ a— ccosp °' c^acosß 

Die Endkanle F, und eine der beiden Längskanten Z oder JT finden sich 
mittels der Neperschen Analogieen aus «9^, y und ^, oder aus 1;, a und C; 
z. B. F und Z durch die beiden Formeln : 

•^«•'*^) - "^^^0, 

und tangi( F-Z) = 00!^ ^!"^^^^ 

worauf die Langskante Ä durch die einfache Gleichung ^=180®— ß—Z ge- 
geben ist. 
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Anm. Setzt man ma statt a, so gelten dieselben Rechniingen fär irgend 
ein beliebiges makrodiagonales Hemidoma ; nur hat man in allen Fällen za be- 
rücksichtigen^ ob die Winkel /?, / ond A spitz oder stumpf sind. 

3. Brachydiagonales Hemidoma, von dem Verhältnisse a:&:ooc. 

Der makrodiagouale Hauptschuitt liefert die einfachste Endfläche 
dieser Form, weshalb nur noch die beiden Hauptschnittivinkel % und i zu be- 
rechnen sind ; denn es ist ^ = /^, £ = a, und d = 17 = 0®. Wie in der Pyra- 
mide bestimmt sich 

flsiny . Äsiny 

tangir = 7 '— , lang^ = j-^— . 

^ ö—acosy ° a — öcosy 

Die Endkaute Z, und eine der beiden Längskanten Ä und Y finden sich 

mittels der Neperschen Analogieen aus r, a und By oder aus e, ß und A ; 

z. B. Z und Ä durch die beiden Formeln : 

worauf die Längskante Y durch die Gleichung F= 180® — C—J^ gegeben 
ist. 

Anm. 'Setzt man ma statt a, so gelten dieselbeb Rechnungen für irgend 
ein beliebiges brachydiagonales Hemidoma ; jedenfalls aber ist darauf zu achten, 
ob die Winkel y, a ond B spitz oder stumpf sind. 


Combinationen und ^onenlehre. 

§.223. Wahl der Hauptschnitte und der Grundform. 

Da eine jede Partialform, welchen Namen sie auch führen mag, nur ein 
Flächenpaar darstellt, so werden in jeder triklinoedrischen Combination eben 
so viele Partialformen enthalten sein, als sie Flächenpaare enthält. Wiewohl 
daher die Combinationen dieses Systems nur solche Polyeder darstellen, welche 
von lauter ungleichwerthigen und oft ganz beziehungslos erscheinenden Flä- 
chenpaaren gebildet werden, und wiewohl sie bisweilen durch das isolirte 
Auftreten einzelner, oder durch die sehr ungleichmässige Ausdehnung corre- 
later Partialformen einen solchen Schein von Unregelmässigkeit annehmen, 
dass man auf den ersten Anblick an der Aufßnduug irgend einer Gesetzmäs- 
sigkeit verzweifeln möchte, so werden doch diese Schwierigkeiten grossten- 
theils gehoben , wenn man sich die Regeln der Ableitung, und die derselben 
zu Grunde liegende Vorstellung vergegenwärtigt, welcher zufolge alle corre- 
late Partialformen in simultaner Existenz zu denken sind. 


^ 


Combioationen. 

Die wichtigste Frage, welche man sich bei der BetracbtuDg einer jeden 
trikliooe'drischen Krjrstallreihe zu beantworten hat, ist unstreitig die, weiche 
drei von den wirklich vorhandenen, oder doch angezeigten Flächenpaaren den 
drei Haupts chnitten entsprechen, und daher mit OP, ooPoo und ooJ^oo 
bezeichnet werden sollen ; denn von der mehr oder weniger glucklichen Wahl 
der Hauptschnitte hängt die mehr oder weniger leichte Uebersicht der Formen 
oad Combinationen ab. Die Zonen müssen bei dieser Wahl vorzüglich zur 
Richtschnur dienen, indem man wo möglich diejenigen, entweder wirklich 
ausgebildeten, oder durch die Verhältnisse der übrigen Formen angedeuteten 
Flächen zu den Hauptächnitten wählt, denen die meisten Combinationskanten 
parallel laufen. Mit der Wahl der drei Hauptschnitte sind auch die drei 
Gruüd'winkel A^ B und C, sowie die drei Axen ihrer Lage nach be- 
stimmt, deren Neigungswinkel a, ß und y unmittelbar aus den Grundwinkeln 
berechnet werden können. 

Die zweite wichtige Frage nach der Grundform ist zunächst nur für 
eine Viertelpyramide zu beantworten, und daher irgend eines der vor- 
handenen Flächenpaare, dessen Flächen keiner der Axen parallel sind, mit 
F, 'P, P oder P zu bezeichnen. Man hat dabei wiederum auf die Zonen 
und auf die allgemeine Regel zu achten, dass sich diejenige Form vorzugs- 
weise als Grundform empfiehlt, welche die leichteste Entwickelung der Com- 
binationen und die einfachsten Zeichen für ihre Formen in Aussiebt stellt. 
Hierans ergiebt sich von seihst die besondere Regel, die Wahl der Grunde 
form wo möglich so zu treffen, dass sich für eine ihrer Viertelpyramiden 
noch andere Flächenpaare als correlate Viertelpyramiden bestimmen. Durch 
die Wahl der Grundform wird auch das Verhältniss derGrnndparameter 
a : b : c, oder der Grund-Dimensionen der Krystallreihe bestimmt, welches 
aus irgend zwei gemessenen Kanten einer der Viertelpyramiden der Grund- 
form abgeleitet werden kann. 

Anm. Drc Grund-Elemente einer jeden triklinoedrischen Krystall- 
reihe, nämlich die Winkel ^, B und C, und das Parameter-Verhflitniss a : b : c 
erfordero also allemal fünf Winkel, aberhaupt faof von einander unabhängige 
Beobachtungs-Elemente zu ihrer Bestimmung. Im diklinoedrischen Sy- 
steme werden nur vier, im monoklinoedrischen Systeme nur drei, und 
im rhombischen Systeme nur noch zwei Winkel als Beobachtungs-Ele- 
mente erfordert. 

§. 224. Allgemeine Regeln für die Entwickelung der 

Combinationen. 

Nachdem die drei Hauptschnitte und die Grundform gewählt sind, so hat 
die allgemeine oder nomenclatorische Entwickelung der Combina- 
tionen keine besonderen Schwierigkeiten. Die prismalischen Formen geben 
sich im Allgemeinen dadurch zu erkennen, dass ihre Flächen in die Zonen 
der drei Axen fallen 5 zu den verticalen oder eigentlichen Prismen insbeson- 
dere gehören also alle verticalen Flächen, mit Ausnahme der beiden vertica- 
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lea Pinakoide; zu den makrodiagonalen Hemidomen gehören alle Flächen, 
welche der Makrodiagonaie, zu den brachy diagonalen Hemidomen alle Flä- 
chen , welche der Brachydiagonale parallel sind, wiederum mit Ausnahme des 
basischen und je eines der verlicalen Pinakoide. Alle uoeh äbrigen Flächen 
müssen dann notbwendig Pyramiden angehören, von denen es gewöhnlich 
durch eine aufioserksame Beachtung ihrer Lage leicht zu ermitteln ist, ob 
sie als Protopyramiden, Makropyramiden oder Brachypyramiden betrachtet 
werden müssen. 

Für die besondere Entwickelung der trikliooedrischen Combinationen 
gelten wesentlich dieselben Regeln, welche in §. 170 u. s. w. für die rhom» 
bischen Combinationen mitgetbeilt worden sind ; nur erleiden diese Regeln 
eine, durch das selbständige Auftreten der Partiaiformen gebotene Modifica- 
tion, welcher zufolge alle Zuscbärfuogen von Kanten, und alle Zuspitzungen 
von Ecken als blose Abstumpfungen dieser Begränzungs-Elemente darzu- 
stellen sind. 

Die Theorie der binären Combinationen würde in diesem Systeme auf 
die Combination zweier verschiedener Viertelpyramiden zu gründen 
sein, wobei auf die verschiedene Lage ihrer Flächien entweder in demselben, 
oder in verschiedenen Raum-Octanten Rücksicht genommen werden raüssie. 
Die Betrachtung der monoklinoedrischen Combinationen, welche zwischen 
denen des rhombischen und des triklinoedrischen Systems mitten inne stehen, 
bahnt uns deq Weg zur Entwickelung dieser letzteren, welche keine beson- 
deren Schwierigkeiten darbieten, sobald man sich einmal an die Dismembra- 
tion der Formen, an das isolirte Auftreten der einzelnen Viertelpyramiden, 
Hemiprismen und Hemidomen gewöhnt hat. Eine ganz besondere Wichtig- 
keit erlangt die Lage der C omb in ations kanten, und die damit zusam- 
menhängende Zonenlehre. Da uns nun diejenigen Corabinationskanten, welche 
einem der drei Hauplschnitte parallel sind, sofort über das Verhältniss' zweier 
Parameter der betreffenden Flächen belehren, und da dergleichen Kanten sehr 
häufig ausgebildet zu sein pflegen, so mag es genügen, die durch sie bestimm- 
ten Verhältnisse hervorzuheben. 

Bezeichnen wir für irgend zwei Flächen Fund F' ihre in der Hauptaxe, 
in der Makrodiagonale und Brachydiagonale gelegenen Parameter mit a, A, c, 
und mit a\ b* und c', so gelten für diese Flächen, welche Lage sie auch haben 
mögen, folgende drei allgemeine Regeln : 

1. ist ihre Combinationskante parallel dem basischen Hauptschnitte, so 
ist jedenfalls b' : c' s= b i c^ 

2. ist ihre Combinationskante parallel dem makrodiagonalen Hauptscfanitte, 
so ist jedenfalls a : b* =:a : b^ 

3. ist ihre Combinationskante parallel dem brachydiagonalen Hauptschnitte, 
so ist jedenfalls a : e = a : c. 

Mittels dieser Regeln und mittels der Zonengleichung, welche uns in 
allen denjenigen Fällen, da die Combinationskante zweier bekannter Flächen 
durch eine dritte unbekannte Fläche abgestumpft wird , auf eine theilweise 
Bestimmung des Parameter-Verhältnisses dieser unbekannten Fläche gelangen 
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Üssly wird mao sehr häufig zur Entwickelang der Comhinationen gelangen, 
für welche noch ausserdem in diesem Systeme, mehr als in irgend einem der 
bisher betrachteten, die Aufsuchung und Benutzung der Zlopen von der gross- 
tea Wichtigkeit ist. 


§.225. Zonen des triklinoe'drischen Systems. 

Bei der Selbständigkeit aller einzelnen Flächenpaare lässt sich erwarten, 
dass in den Comhinationen des triklino^'drischen Systems nach mancherlei 
Richtungen sehr verschiedene Zonen zur Ausbildung kommen werden, und 
dass also die Zonenlehre eine gar hänfige Anwendung finden wird. Es rällt 
aber diese Zonenlehre, soweit sie die Positions*Verhältnisse der Flä- 
chen betriflt, wesentlich mit jener des rhombischen Systems zusammen; selbst 
die Namen der Zonen sind fast dieselben» wie in diesein Systeme, nur mit 
dcD) Unterschiede, dass statt der Pyramiden zunächst immer nur Vierte 1- 
Pyramiden, und statt der Prismen und Domen zunächst immer nur He- 
rn iprismen und Hemidomenzn denken, sowie dass die Mittelkanten der 
Pyramiden als basische Kanten, ihre beiderlei Polkanten aber als makrodia- 
gonale und brachydiagonale Kanten einzuführen sind. Hieraus folgt denn 
auch, dass im triklinoedrischen Systeme eine jede Zone einzig in ihrer Art 
ist, und dass es, wenn auch analoge, so doch keine eigentlich correlaten 
Zonen giebt. 

Die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Kanten bestimmt 
sich dagegen ganz anders, und erhält in gegenwärtigem Systeme einen Werth, 
welcher für diesen Theil der Zonenlehre einen sehr wesentlichen Un^r- 
schied zwischen ihm und dem rhombischen Systeme begründet. 

Die gewöhnlichsten Zopen sind, gerade wie im rhombischen Systeme, 
die folgenden. 

1. Die Zone der Haupiaxe; sie begreift alle verticalen Flächen des 
Systems, also die sämmtUchen Hemiprismen und die beiden verticalen 
Pinakoide. 

2. Die Zone der Makrodiagonale; sie begreift alle, der Makrodjago- 
nale der Grundform parallele Flächen, also die sämmtlichen makrodiago- 
nalen Hemidomen, das Makropinakoid und die Basis. 

3. Die Zone der Brachydiagonale; sie begreift alle Flächen, welche 
der Brachydiagonale der Grundform parallel sind, also diß siMn^tfichen 
brachydiagonalen Hemidomen, das Bracbypinakoid und die Basis. 

4. Die basische Kantenzone einer Viertelpyramide begreift alle die- 
jenigen Flächen, welche ihrer basischen Kante parallel sind, für welche 
also b' : c ^=b : c ist. Die Entwickelung dieser Zone ist wesentlich 
dieselbe , wie die S. 2S8 gegebene Entwickelung der Mittelkantenzo- 
nen der rhombischen Pyramiden , doch hat man dabei zunächst immer 
nur auf die einzelnen Viertelpyramiden und Hemiprismen Rücksicht 
zu nehmen. — Von den vier Partialformen einer jeden Pyramide liefern 
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einerseits die beiden rechten, and anderseits die beiden liniieD 
Viertelpyramideo eine und dieselbe basische Kantenzone. 

5. Die makrodiagonale Kantenzone einer Viertelpyramide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer makrodiagonalen Kante parallel 
sind, für welche also d \ b' ^=^a \ b ist. Die Entwickelung derselben 
ist wesentlich dieselbe, wie die S. 290 mitgetheilte Entwickelang der 
makrodiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden ; nur bat 
man dabei wiedernm die ZerräUang sämmtlicher Formen in ihre Partial- 
formen zu berücksichtigen, und demgemäss die dort stehenden Regeln 
in ihrem Ausdrucke zu modificiren. -^ Von den vier Partialformen einer 
jeden Pyramide liefern einerseits die obere rechte und untere 
linke, anderseits die untere rechte und obere linke Viertelpyra* 
mide eine und dieselbe makrodiagonale Kantenzone. 

6. Die brachydiagonale Kantenzone einer Viertelpyramide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer brachydiagonalen Kante parallel 
sind, für welche also a' \ c :=s a i c ist. Die Entwickelung derselben 
ist wesentlich dieselbe, wie die S. 292 gegebene Entwickelung der bra- 
chydiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden, deren Re- 
sultate jedoch abermals zunächst nur auf die einzelnen Viertel pyramiden 
und Hemidomen zu beziehen sind. — Von den vier Partialformen einer 
jeden Pyramide liefern einerseits die beiden oberen, und anderseits 
die beiden untern Viertelpyramiden eine und dieselbe brachy- 
diagonale Kantenzone. 

Anm. Will man die letzten drei Zonen als Endkantenzonen pris- 
matischer Formen bezeichnen, so wird natürlich jedes verticale Prisma zwei 
verschiedene basische , jedes Makrodoma zwei verschiedeoe brachydiagonale, 
uod jedes Brachydoma zwei verschiedene makrodiagonale Endkantenzonen liefern. 

Ausser diesen sechs Zonen wird man in den meisten Combinationen noch 
viele andere Zonen entdecken, welche durch die mancherlei Durchschnitte 
ungleichnamiger Flächen hervorgebracht werden; weshalb sich denn sehr oft 
Gelegenheit darbieten wird, die unbekannten Flächen nach Anleitung von 
§. 37 aus irgend zwei bekannten Zonen zu bestimmen. 

§.226. Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Flächen. 

Für die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Flächen gelten un- 
mittelbar und ganz allgemein die Betrachtungen des §. 42. Für irgend zwei 
Flächen F und F\ von den Parameter-Verhältnissen a x b \ c und a i b' i c\ 
welche in eine Zone fallen, deren Zonenlinie durch die Gleichungen 

= 0, und =0 

gegd>en ist, wird daher 
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und fiir irgend zwei andere Flächen F^ und F/ derselben Zone, von den 
Parameter-Verhältnissen a^ : b^ : c, und a/ : ä/ : c^\ wird eben so 

Vi 

in welchen Ausdrücken 

P = fi'+i^+^'+2juycos/+2^ficos/9+2i/^cosa, 

ß==flfl'ft6'8inV+cc'Äfl'sin*/?+66Wsin*a-Äfl'(6c'+6'c)i^'-667ca'+c'a3Ä'-cc'(fl6'+fl^^ 

ist, und Q^ einen ganz ähnlichen Werth wie Q •^al, welchen man erhält, wenn 
man in diesem letztern 0,, b^ und c^ statt a, b und c, sowie «/, ä/ und c/ 
statt a\ b' und c schreibt. Die Grössen A\ B' und C' aber haben in beiden 
Ausdrücken die Werth e : 

A =: cos^sin/^sin^^, 

Ä = cosßsin/sina, 

C' = cosCsincrsin^, 

Das Verhällnlss der Tangenten beider tautozonaler Kanten ist daher : 

tang//'^ : tang/F' = | • 4^ 

und es wird selbiges ein rationales Verhältniss sein, wenn die beiden Grös- 

* k 

sen jr und ^* rationale Werthe haben. 

K, Vi 

^ Da nun aber die Flächen F und F', eben sowohl wie die Flächen F^ und 
F/9 als abgeleitete Flächen, auf die Grund parameter a, b und c zu 
beziehen, da folglich ihre Parameter- Verhältnisse 

a \ b : e, mit ma : rb : sc, 

a' i b' i c\ mit »i'a : r% : /c, 

a^i b^i c^^ mit m^a : r^b : «^c, 
und fl/: Ä/: £?/, mit w/a: r/b:*/c 
zu vertauschen sind, so ergiebt sich, nach Einführung dieser Werthe von n, 
by c, a U.S.W., in jene von iß und jp^, von k und k^, dass in einer und 
derselben triklinoe'driscben Krystallreihe von den Grundwin- 
keln A^ B und C, den Axenwinkeln a, ß und /, und den Grundpara- 
metern a, b und c die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse für alle Fälle 
nur dann bestehen kann, wenn jedes der drei Producte 

bc cos^siu/9sin^ 
ca cos Asin/sina 
abcosCsinasinj? 

für sich einen rationalen Zahlwert h hat. Wir gelangen also in diesem 
Krystallsysleme auf drei Bedingungen von derselben Art, wie deren im dikli- 
noedrischen Systeme nur zwei erfüllt zu sein brauchen, und es bandelt sich 
Mos noch darum, ein paar der bekannten triklinoiSdrischen Kry stallreihen dar- 
auf zu prüfen, ob und wie weit diese Bedingungen für sie wirklich in Erfül- 
lung gebracht sind. Wir wählen dazu die Krystallreihen des Albites und An- 
orlhites. 
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1. Prüfung der Krystallreibe des Aibites. 

Aus den von G. Rose milgetheillen Messungen ergeben sich für den Albit 
folgende Elemente : 

a : b : c = 0,887 : 1,627 : 1 

^ = 88^39' a = 86»45' 

i?=63 34 /9 = 63 25 

C=86 24 y = 85 20 
Aus diesen Elementen folgt : 

bc cos^sin/?sin;^ = 0,03417 = ^, 

cacos0sin/sina =0,3929 =^1, 

abcosCsinasili/9 = 0,0809 = VV» 
welche rationale Werthe den wirklich gefundenen Werthen so nahe stehen, 
dass sie wohl als die wahren zu betrachten sein dürften. 

A n m. Es ist merkwürdig, dass auch hier wiederum die Prodncte bc sin/^sio^^, 
casin^^sina und absinasin/? sehr nahe durch rationale Zahlen dargestellt werden; 
man findet nSmlich : 

bcsin/?sin^ = 1,452 = f|, 
casin^^sin« = 0,883 = |^, 
absiottsin/? ss 1,288 s ^f , 
woraus denn weiter folgen würde, dass auch cos^, cos^ und cosC für sich 
rationale Werthe haben $ in der That wird 

cos^ = -^ , cosÄ = |- , cosC = ^. 
Berechnet man nach diesen Werthen die Winkel, so ergiebt sich 

^ = 88*38', Ä = 63*37', C=: 86*^25', 
welche nur um 1 bis 3' von denen durch die Beobachtung gegebenen Winkeln 
abweichen. 

Die Grundparameter bestimmen sieb , auf ähnliche Weise wie im diklinoe- 
drischen Systeme : 

a : b : c = 0,8917 : 1,629 : 1 
was ebenfalls den Beobachtungen sehr nahe entspricht. 

2. Prüfung der Krystallreibe des Anortbites. 

Aus den von 6r. Rose angestellten Messungen bestimmen sich als Ele- 
mente dieser Krystallreibe : 

a : b : c :s 0,866 t 1,570 : 1 

^ = 87*0' a=88U2' 

£=63 37 /?»63 25 

C=85 48 /»86 48 
Aus diesen Elementen folgt : 

bccos-rfsin/?siny = 0,07358 = /y, 

cacosfisin/sina =s 0,3841 s= ^, 

ab cosCsinasin/? = 0,08928 =: ^^ , 
welche rationale Werthe gleichfalls den wirklich gefundenen Werthen sehr 
nah^ stehen. 

A n m. Auch die Producte bc sin^^in^ u. s. w. lassen sich recht genau durch 
rationale Zahlen darstellen ; es wird nämlich : 
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hesinßsiuy ^ 1,406 = ^, 
casio^sina =: 0,8644 ='|^f , 
ab sinasin/? =1,219 = V • 
Daraus ergiebt sich denn 

cos-^ = ^, cosÄ = f, cosC=YT» 
welchen die Winkelwerthe 

^ = 86^59', J?= 63^37', ^=85^48' 
entsprechen, die mit den beobachteten Winkeln vollkommen übereinstimmen. 

Die Verhältnisse dieser beiden Krystallreihen beweisen daher jedenfalls 
so viel, dass das allgemeine Gesetz der Rationalität der Tangenten tautozona- 
ier Kanten auch in ihnen erhalten bleibt, wenn sie auf schiefwinkelige Axen- 
Systeme bezogen, d. h. als triklinoedriscbe Kryslalireihen betrachtet 
werden« 
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Transformation der Azen, und Zwillingskrystalle des 

triklinoödrischen Systems. 

§. 227. Reduction auf ein ortboedrisches Axensystem. 

Die Zurückfübrung einer triklinoedrischen Krystallreihe auf ein ortboe- 
drisches Axensystem würde krystallonomisch nur dann gerechtfertigt sein, 
wenn sich in ihr wirklich drei auf einander rechtwinkelige Zonen nachweisen 
Hessen. Die entsprechenden Zonenlinien würden dann die drei Axen desjenigen 
neuen Axensystems liefern, auf welches sämmtliche Flächen zu transponiren 
wären, um deren neue Zeichen bestimmen zu können. Die Krystallreihe 
selbst aber würde gewissermaassen als eine tetartoedrisch ausgebildete 
Krystallreihe des rhombischen Systems darzustellen seiu.^) 

Man kann aber auch zu einer ähnlichen Darstellung gelangen, indem man 
irgend ein willkürliches rechtwinkeUges Axensystem einführt, und auf 
selbiges die Flächen der gegebenen Krystallreihe bezieht; ein Verfahren, wel- 
ches geometrisch immer ausführbar ist, ohne doch in allen Fällen auf kry- 
stallonomische Berechtigung Anspruch machen zu können. Dasselbe gewährt 
uns nur versuchsweise die Lösung der Aufgabe, eine gegebene triklinoedri- 
scbe Krystallreihe auf ein ortboedrisches Axensystem zurückzuführen, und es 
wird auf den jedesmaligen Erfolg ankommen , in wie weit man an dem Resul- 
tate des Experimentes seine Befriedigung finden kann, oder nicht. 

Wir wollen also das Problem beispielsweise in der Art lösen, dass die 
Hauptaxe und der brachydiagonale flauptschnitt der triklinoedri- 
schen Krystallreihe beibehalten werden sollen . Dann haben wir zunächst, 
statt der gegebenen Makrodiagouale, als erste neue Nebenaxe die Centro- 


*) BekaDDtlich ist diess die Aosicht derjenigen Mineralogen und Krystallographen, 
welche die Existenz scbiefwinkeliger Axensysteme läuguen. 
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normale des bracbydiagonalen Hauptscbnilts, und hieranf, statt der gegebenen 
Brachydiagonale, als zweite neue Nebenaxe die in der Ebene desselben 
Hauptschnitts Hegende Normale der Hauptaxe einzufuhren. Bezeichnen wir 
also die neuen Axen als Axe der x\ der y und der z\ so wird die Axe der 
X identisch mit der Axe der x^ die Axe der y dagegen die Centronormale 
der Coordinat-Ebene (xz)^ und die Axe der z die in derselben Ebene lie- 
gende Normale der Axe der x. 

Nun ist ^ = die Gleichung der Coordinat-Ebene {xz) \ wenn also die 
Gleichungen der Centronormale dieser Ebene 

^-y=0, und^-.^=0 

sind, so haben wir in den S. 40 stehenden allgemeinen Werthen von /?, q 
und 8 den Parameter ^ = zu setzen; dadurch wird 

p = — cflfcosy— cosacos/?) = — ca cosCsinasin/9, 

q^sica sin*/^, 

5 =: — e;ff(cosa— cos/^cos/) = — ea coS/^sin/9sin/. 
Folglich werden die Gleichungen für die Axe der y : 

X _y_ — .0 A ^ ^ _n 

cosCsina sin/^ ' cos^sin^^ cosCsina ~~ 

Für die Axe der z aber bestimmen sich die Gleichungen : 

^ = 0, und — 5 4- ;& = 0. 

^ ' cos/9 

Ist uns nun in dem triklinoedrischen Axensysteme irgend eine Fläche F durch 
ihre Parameter a, b und c, oder durch ihre Gleichung 

X y z ^ 
a c 
gegeben, so handelt es sich nur noch darum, diejenigen Längen der Axen der 
y und z zu finden, welche von dieser Fläche abgeschnitten werden. Wir 
erhalten solche, indem wir durch Combination der Gleichung von F mit den 
Gleichungen der Axen der y und z' die Coordinaten der betreffenden Durch- 
schniltspuncte Y' und Z' aufsuchen , und hierauf die Centrodistanzen dieser 
beiden Puncte bestimmen ; auf diese Weise finden sich zuvörderst die Coor- 
dinaten für den Punct Y' : 

abc cos Csincr abc sinß abc cos^siny 

^ = g .y = C~'^= G ' 

in welchen Werthen 6 = ^ccosCsina— -casin/^+a^cos^sin/ ist; und die 
Coordinaten für den Punct Z' : 

cacosß ^ ca 


«— ccos/^ ' ^ ^ ' " a—ccosß' 
Aus den Coordinaten für Y' folgt nach S. 35 die Centrodistanz dieses Punc- 
tes, oder der Parameter in der Axe der y' : 

^ abc siu^smßsmy 
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und aus den Coordinaten für Z' bestimmt sich die Cenlrodistanz dieses Punc- 
tes, oder der Parameter in der Axe der Z' : 

easinß 
* fl— ccos/9 
Folglich werden überhaupt für die Fläche Fdie drei neuen, in dem recht- 
winkelige n Axensysteme der a)\ y und z ihr zukommenden Parameter: 

Äj = ff, 
. _ ff/^csin^sin/}sin}/ 


6ccosCsina^casin/?+a6cos^sin;/ * 
caÄVkß 
* a—ccosß 
Für die Fläche F, als irgend eine abgeleitete Fläche, ist aber allgemein 
statt a : b : c das Verhällniss ;yia : rh : sc einzuführen ; daher werden end- 
lich die Werthe der rechtwinkeligen Parameter : 
a^ = ma 
. __ irar^abcsin^sin/9sin;/ 


r^ bc cosCsina ^^r/icasin/9-t-i72rab cos^sin;/ 

mso9L siüß 

^1 = ^ • 

ma^^c cos/7 

Wird nun z. B. die Fläche Fals eine Vierlelpyramide der neuen Grund- 
form eingeführt, so wurden die Werthe der rechtwinkeligen Parameter a\, 
b\ und c\ irgend einer anderen Fläche F' mit den schiefwinkeligen Para- 
metern mai, : rh : s'c, genau eben so, jedoch mit accentuirtea Buchstaben 
m, r und s zu schreiben sein , und so würden diese Werthe rationale 
Maltipla von a^, b^ und c^ sein müssen, dafem die ganze Transformation 
des Axensystems eine krystallonomische Bedeutung haben sollte. Man sieht, 
wie selten diese Bedingung erfüllt sein wird, weil solche ganz besondere 
Werthe der Grund-Elemente des gegebenen triklinofe'drischen Axensystems 
voraussetzt. 

§.228. Zwillingskrystalle des triklinoedrischen Systems; 

allgemeine Betrachtung derselben. 

Die allgemeine Theorie der Zwillingskrystalle des triklinoe'drischen Sy- 
stems würde zu sehr weitläufigen Rechnungen führen, weil sie von der Vor- 
aussetzung ausgehen müsste, dass die Fläche irgendeiner Pyramide die 
Zwillingsfläche sei. Da jedoch in der Natur bisher weder pyramidale noch 
prismatische Flächen ab Zwillingsflächen beobachtet worden sind, da viel- 
mehr allen bis jetzt bekannt gewordenen Zwillingskrystalien sehr einfache 
Gesetze zu Grunde liegen, so dürfte es auch hinreichen, die Theorie derselben 
nur für einige der wirklich nachgewiesenen Gesetze zu entwickeln. 

Die Zwillingsbildung ist übrigens in manchen triklinoedrischen Krystall- 
reihen eine sehr gewöhnlich vorkommende Erscheinung; sie findet in der 
Regel mit Juxtaposition der Individuen und in vielfacher Wiederholung Statt, 


878 TrikiiBoedrisches System. 

wobei die Individuen gar häufig einer so ausserordentlichen Verkürziing in 
der Richtung der Zwiliingsaxe unterliegen, dass sie als mehr oder weniger 
dünne, ja als mikroskopisch feine Lamellen erscheinen, und dass eigenthüm- 
liche polysynthetische Krystalle zum Vorschein kommen, welche aus zahlrei- 
chen lamellaren Individuen bestehen, obgleich sie in ihter Totalform das An- 
sehen eines einzigen Krystalls haben. Wenn dann in einer die Lamellen 
durchschneidenden Richtung eine ausgezeichnete Spaltbarkeit vorhanden ist, 
so zeigen die Spaltungsflächen jene eigenlhümliche Zwillingsstreifung, welche 
als eines der wichtigsten Unterscheidungsmerkmale der triklinoedrischen Feld- 
spathe von den monoklinoedrischen Peldspathen bekannt ist. 

Als Grundlage der Theorie der Zwillingskrystalle ist auch in diesem Sy- 
steme die in §.50 behandelte Transposition der Axen des Individoams II aaf 
das Axensystem des Individuums I zu betrachten. Wenn nämlich die Zwil- 
lingsfläche durch die Gleichung 

a b e 
gegeben ist, so erhalten wir fiir die Axen des Individuums II folgende Glei- 
chungen : 

für die Axe der ar' : --1^1=0, und 2-1=0; 

für die Axe der y' : ^ s=0, und - — - » 0: 

^ p V s p 

für die Axe der ä' : --^ =0, nnd?--=0; 

P 9 Q P 

in welchen Gleichungen die Parameter p, q, «, (i, v und q die nachstehendea 
Werthe haben : 

p s= ^csin^a— abcosfisinysina— c«cosCsinasin/9, 
q s= caiin^ß—bccosCsmasinß — tf£cos^sin/9sin;/, 
s = absin^y^eacos^sinßsiny^bccosBsinysinay 

__ P^^q^ — **— 2y*cosa 
^" 2b^ ' 

__ y*— **—/?*— 2*/;cos/9 
"" ^ 2^iE • 

^ s^^p^^q^^Zpqcosy 
^~ 2^bE ' 


wobei E = ]/^l— cos^a— cos^/^— cos*y-i-2cosacos/9cosy ist.*) 

Man ersieht schon aus diesen Wertben, in welche weiilSafige Rechaan- 
gen uns eine allgemeinere Verfolgung des Problems nach Anleitung von §. 49 
verwickeln würde. Aliein die Natur selbst überhebt uns dieser Mühe, weil 


*) Man braacbt nur io den Neonern der drei S. 72 stebendeD Aasdröcke voo /«, r 
nod Q die vorstebeoden Werthe von p, q und s eiazurdbreo, um auf die bier benotzte Dar- 
atelloog derselben za gelangen. 
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sie immer nur sehr einfache Gesetze zur Verwirklichung gebracht hat, von 
denen wir ein paar der gewöhnlichsten in den folgenden Paragraphen betrach- 
ten wollen. 

§.229. Fortsetzung; Zwillingsfläche das Brachypinakoid. 

Bei weitem das häufigste unter den bis jetzt nachgewiesenen Gesetzen der 
Zwillingsbildnng ist dasjenige, da der brachydiagonale ^Hauptschnitt die Zwil- 
lingsflache liefert. Da nun die Gleichung dieses Hauptschnitts y == ist, so 
haben wir zuvörderst in den zu Ende von §. 228 stehenden Werthen der Pa- 
rameter j9, ^, «, fi, V und Q die Grösse b=0 zu setzen; dadurch erhallen wir 

^ = — ca cosCsinasinß^ 

q =z casin*/?, 

f s= -* ea cos^sin/^sinj^, 

e = oo. 
Folglich werden im vorliegenden Falle die Gleichungen der drei Axen des 
Individuums II, 
für die Axe der ä?' : y = 0, und ;:? = 0, 

für die Axe der y : 5 — 7^-= h -r^ = 0, und ^r-, —-. — = 

^ 2cos6sinct sm/y cos^smj^ cosCsina 

für die Axe der z' i a? = 0, und y =« 0. 

Hieraus folgt denn, was auch von selbst einleuchtet, dass die Axen der 
j?' und s' mit den gleichnamigen Axen des Individuums I zusammenfallen, 
während die A^e der y in ihrer Lage von der Axe der y abweicht. 

Anm. Im diklinoedrischen Systeme ist ^ = 90^9 also cosy^ =: ; 
folglich verschwindet in der ^weiten Gleichung der Axe der y das mit x behaf- 
tete Glied, und es wird ^ = 0, während die erste Gleichung unverändert bleibt. 
In diesem Krystallsysteme fällt also die Axe der ^ in die Goordisat-Ebene (xy)^ 
während ihre besondere Lage in solcher durch die Gleichung 

X y 

2cosCsina sin/? 
bestimmt wird. — Wenn wir im monoklinoedrischen Systeme die Ortho- 
diagonale einstweilen gis die Axe der y bezeichnen, so wird in ihm auch C=:90^, 
und B den schiefen Neigungswinkel vorstellen ; dann verschwindet auch in vor- 
stehender Gleichung das mit ^ behaftete Glied, und es bleibt a7 = 0; folglich 
fallen in diesem Systeme, wenn der klinodiagonale Hauptschnitt als Zwillings- 
fläche gedacht wird, alle drei Axen deit einen Individutms mit denen des andern 
zusammen, weshalb denn dieses Gesetz gar keine Zwillingskrystalle liefert, wie 
bekannt ist. 

Aus den aufgefundenen Gleichungen der drei Axen ergiebt sich, was 
auch der Augenschein lehrt) dass eine jede Fläche F des Individuums If, 
deren Parameter a, b und c sind, ihre Parameter a und c aueh in den Axen 
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der X and s behalleo nass, and es baadeil sich also eigfaükfc wmt Boch 
daran, ihren neseo, io die Axe der y ralleodeii PaFaMdcr i, za bfitiaTii , 
was durch eine ganz ähoUche Schlassfolge erlangt wird, wie ia |. 49. 

Ein jeder Ponct der Axe der y steht näadich nnter des Gcseixen der 
heiden Gleichungen : 

i!- = 0, und 4 


2cosCsina sin^ sin/? 2cos.<^än/ ' 

ans welchen sich für irgend einen gegebenen Werth ¥on y Htt Wcrtke Ton 
X und z hestiaunen wie folgt: 

2cosCsina 2C 

* w^^-~^^' 

2co&^siny 2A 

sin^ ^ sin/J^ 

Der allgemeine Ausdruck fiir die CentrodisUmz D irgend eines, dvch seine 
Coordlnaten jr, y und z bestimmten Pnnctes ist aber (nach §. 28, D) 

D = y^jp*-hy*-h3*-h2|y;5casa-h2j5JXos^-h2jrycosy 
Setzen wir in diesen Aosdruck die vorstehenden Werthe tob x md s^ 
so gilt er fur.die Centrodistanz irgend eines Punctes der Axe der y\ mmk er- 
hält zunächst folgende Gestalt : 

1» =^)/^sin*/?+4C*+4A»+8CAcos/?-4(Ccos7+Aeosc)si»^ 

werden hierin für A und C ihre Werthe 

cosa — cos/^cos}^ 

^" ^ 

cos/— cosocos/? 

und L= :— X 

sin/j 

substituirt, so erkennt man, dass sich die ganze Wurze^rosse anf si^ rcdn- 
cirt, woraus denn folgt, dass = y ist, welcher Werth uns lehrt, dass die 
Makrodiagonalen beider Individuen gegen die Zwillingsfläche eine iimmrlii 
sehe Lage haben. 

Nun ist aber für denjenigen Pnn^ P', in wekhoa die Axe der y von 
der Fläche F geschnitten wird, D^=^h, also wird für diesen Pnnct jr=^, 
und überhaupt ^ 24cosCsina 

^='= ^ ' 

, 2^cos^sin/ ♦ 

sin/F 
Es hat aber derjenige Punct P, in welchem von dersdben Flädie ¥ die Axe 
der x' geschnitten wird, die Coordinaten 

und derjenige Punct P", in welchem die Axe der s geschnitten wiri, die 
Coordinaten /'»O, 7" = 0, /' = —«. 

Diese Coordinaten der die Fläche ¥ bestimmenden drä Punde P, P' 
und P" beziehen sich auf das Axensy stem des Individuums I ; wir 
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sie also nur nach den S. 23 stehenden Formeln zu combiniren, um endlich 

die der Fläche F im Axensysteme 1 zukommenden Parameter zu erhalten, 

und finden so 

«1 = — «1 

, abc&inß 


casin/?— 26ccosCsina— 2a6cos^siny ' 


Cj = — c; 


mullipliciren wir den Werth von b^ im Zähler und Nenner mit casinß^ so wird 

c^ahin^ßXb 

* ^c^fl^sin*/?— 2c*ÄÄcosCsinasin|(?— 2fl^Äccos^sin/?sinyi 
Da nun aber die transponirte Fläche Fals eine abgeleitete Fläche auf die 
Grundparameter a, b und c zu beziehen ist, so haben wir das Verhältniss 
a \ b i c mit ma : rb : «c zu vertauschen , wodurch denn der Werth von l^^ 
folgende Gestalt erhält : 

i»VrcVsin*/9Xb 

* ~ »iVc*a*sin*/?— 2»ir**c*abcosCsinasin/9— 2inV*a*bccos^sin/9siny 
Soll nun die transponirte Fläche einer möglichen Fläche des Indivi- 
duums I entsprechen, so muss b^ ein rationales Multiplum von b sein, welche 
Forderung nur dann erfüllt sein wird, wenn die beiden Producte abcosC 
$inasin/9 und bc cos^sin/9sin/ durch rationale Zahlen gegeben sind . 

Hieraus folgt denn, dass sich bei diesem so gewöhnlichen Zwillingsge- 
setze des triklinoedrischen Systems die sämmtlichen Flächen des einen In- 
dividuums nur dann als krystallonomisch-mögüche Flächen des anderen In- 
dividuums erweisen werden, wenn für die Grund-Elemente der betreffenden 
Krystallreihe dieselben Bedingungen in Erfüllung gebracht sind, welche 
nach §. 226 die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten 
ermöglichen. 

§.230. Portsetzung; Zwillingsfläche die Basis. 

Das Gesetz, dass die Basis als Zwillingsfläche auftritt, ist zwar weit sel- 
tener verwirklicht, als das vorher betrachtete, kommt aber doch zuweilen 
vor, weshalb wir es noch in Betrachtung ziehen wollen. Da die Gleichung 
der Zwillingsfläche in diesem Falle j? = ist, so haben wir in den allgemei- 
nen Werthen der Parameter /?, ^, «, ^u, v und q des §. 228 zunächst a = 
zu setzen, und erhalten dadurch 

p = ^csin^a, 

q =s -^ bc cosCsinasinßi 

8 = — 6ccosJ9sin;/sina, 

p^^q^^s^ — 2^^cosa . . « 

f"^ bcE ^ **'"""' 

Demnach werden die Gleichungen der drei Axen des Individuums II 

für die Axe der x : -: h 5 — >, . ^ = 0, und h «s fr-- — = 0, 

sino 2cosCsin/7 sina ScosAsm;/ 


38t Triklinoedriscbef System. 

für die Axe der y : o? » 0, und x^O^ 

für die Axe der z' : ^ 3= 0, und y » 0, 
aus welchen folgt, dass die beiden Nebenaxen des Individuums II mit denen 
des Individuums I zusammenfallen, während die Hauptaxen beider Individuen 
eine verschiedene Lage haben. 

Anm. Im diklinoedrischen Systeme gelten diese Gleichungen uo- 
verändert, weil sowohl B als C schiefe Winkel sind. Für das oioDoklinoe- 
driscbe System wird Bzs,a^s^ßiBs 90^; folglich erhalten die Axen dieselben 
Gleichungen wie in §. 212. 

Die für die Axen gefundenen Gleichungen lehren ans, dass eine jede 
Fläche des Individuums II, von dem Parameter-Verhultnisse a : 6 : c, ihre 
Parameter b und c u n verändert in die Axen der y nnd s übertragen wird, 
weshalb wir nur noch ihren in die Axe der o? fallenden Parameter a^ nach 
Anleitung von §. 49 zu bestimmen haben. Aus den Gleichungen der Axe der 
x' bestimmen sich für jeden ihrer Puncte, bei einem gegebenen Werthe von 
^, die Werthe der Coordinaten y und z, wie folgt : 

2co$Csmß 2C 


X 


sina sina 

2B 


2cosßsin;/ 


X. 


sma sma 

Setzen wir diese Werthe in den allgemeinen Ausdruck für die Centro- 
distanz eines Punctes, so wird 

D = -^/sin*a+4C*+4B2H-8BCcosa-4(Bcos/?-i-Ccosy)sina 

welcher Ausdruck sich, nach Substitution der Werthe von 

^ _ cos/9— cosycosa 
"" sina 

, p __ cosy— cosacos/9 
"" sina 

auf /}= X reducirt. Es hat aber für denjenigen Punct P, in welchem die Axe 
der X von der Fläche /^geschnitten wird, diese Centrodistanz den Werth a\ 
also gelten für diesen Punct die Coordinaten : 

2acosCsini? 


sma 

2l7C 

z 


^ 2i7cosJ9siny 

sina 

Dagegen hat der Durchschnittspunct P' derselben Fläehe mit der Axe der y 
die Coordinaten: 

p =0, q'zsz^b, *' = 0; 
und ihr Durchschnittspunct P'^ mit der Axe der z' die Coordinaten : 

Da sich nun alle diese Coordinaten auf das Axensystem des Individuums I be- 
ziehen, und da die zu transponirende Fläche F darch die drei Puncte P, P' 


t 
t 
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and P" geht, so bestimmen sich, nach den S. 23 stehenden Formeln, ihre 
Parameter in dem Axensy steme I wie folgt : 

abcsina 

*■ Äcsina — 2ffÄcosAsin)' — ^cacosCsinß 
oder, wenn wir den Zähler und Nenner mit bcsina moltipliciren, 

ÄVsin*oX« 


* A'c'sin'a— 2£'cifcosAsin7^na — 2c'aAcosCsinttsin/^ ' 

Cj = — c. 
Setzen wir endlich för die Fläche F statt a i b z c das Parameter- Ver- 
hältniss ina : rb : xc, so wird 

^ wr^j^b'c'sin^aXa 

* ~" r***bVsin*a— 2»Mr*b*cacosÄsinysina— 2jwr**c*abcosCsinasin/^ 
*, = — rb, 
Cj = — *c, 
woraos sich denn für die krystallonomische Möglichkeit der Fläche 
F am Individnom I die Bedingungen ergeben, dass die beiden Prodacte ca cos A 
sin/sina und abcosCsinasin/? rationale Zahlwerthe haben müssen; 
fiedingangen, welche abermals dieselben sind, durch welche die Rationalität 
der Tangenten- Verhältnisse taotozonaler Kanten bestimmt wird. 

Anm. Mao sieht, dass sich im moBoklinoedrischen Systeme, in 
welchem co&ff = 0, ond sina = sin/?^ 1 ist, der Werth von a^ auf denjenigen 
redacirt, welcher in §. 212 gefanden worden ist. Will man übrigens in irgend 
einem besondem Falle von vorstehendem Werthe von n^, oder von dem in 
§. 229 gefundenen Werthe von b^ Gebraach machen, om die Flächen des 
einen Individnams als Flachen des anderen zo bestimmen, so hat man bei 
jeder Flache, nach Maassgabe ihrer Lage, sorgfältig daraof zu achten, 
welche von den Winkeln i?, T, a, ß nod / für sie als spitze, oder als stum- 
p f e Winkel gegeben sind , weil sich danach die Vorzeichen der Glieder des 
Nenners in den Ausdrücken von a^ und b^ modificiren. Denn so, wie die For- 
meln hier stehen, setzen sie voraus, dass alle diese Winkel spitze sind. 


Corrigenda. 

S. %i, Z. 5 v. a., lies zweier statt zwei. 

- 28, - 10 V. o., lies Gleicbangen statt GleichoDg. 


Druck von Breilkopf und Htrlel in Leipzig. 
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